
Matematika IV, cvičeńı 9 19. 4. 2021

Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty 1

y′′ − 2y′ + y = 2xex + ex sin 2x (1)

Homogenńı rovnice. Charakteristický polynom

λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2

má kořen λ = 1 násobnosti 2 ⇒ FS = (ex, xex). Řešeńı jsou právě yh(x) = aex + bxex, x ∈ R pro
a, b ∈ R.

Výraz na pravé straně (1) je součtem výraz̊u ve speciálńım tvaru.

Rovnice y′′−2y′+y = 2xex. PS je speciálńıho tvaru eµx(P (x) cos(νx)+Q(x) sin(νx)) pro µ = 1,
P (x) = 2x, ν = 0. Č́ıslo µ + νi = 1 je kořenem charakteristického polynomu násobnosti 2. Věta
XVI.5: Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

y1(x) = x2ex(αx+ β), α, β ∈ R.

y1(x) = ex(αx3 + βx2)

y′1(x) = ex(αx3 + (3α+ β)x2 + 2βx)

y′′1 (x) = ex(αx3 + (3α+ β + 3α)x2 + (2β + 6α+ 2β)x+ 2β)

= ex(αx3 + (6α+ β)x2 + (6α+ 4β)x+ 2β)

Dosazeńım do rovnice

ex[(α− 2α+ α)x3 + (6α+ β − 6α− 2β + β)x2 + (6α+ 4β − 4β)x+ 2β] = 2xex

Koeficienty u x3 a x2 jsou nulové. Chceme 6αx+2β = 2x⇒ α = 1
3 , β = 0. Řešeńı je y1(x) = 1

3x
3ex.

Rovnice y′′ − 2y′ + y = ex sin 2x. PS ve speciálńım tvaru eµx(P (x) cos(νx) + Q(x) sin(νx)) pro
µ = 1, ν = 2, P (x) = 0 a Q(x) = 1. Č́ıslo µ+iν = 1+2i neńı kořenem charakteristického polynomu.
Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

y2(x) = ex(α cos 2x+ β sin 2x), α, β ∈ R.

y′2(x) = ex[(α+ 2β) cos 2x+ (β − 2α) sin 2x]

y′′2 (x) = ex[(α+ 2β + 2β − 4α) cos 2x+ (β − 2α− 2α− 4β) sin 2x]

= ex[(4β − 3α) cos 2x+ (−4α− 3β) sin 2x]

Dosazeńım do rovnice

ex[(4β − 3α− 2α− 4β + α) cos 2x+ (−4α− 3β − 2β + 4α+ β) sin 2x] = ex sin 2x

−4α cos 2x− 4β sin 2x = sin 2x

Dostáváme α = 0, β = − 1
4 . Řešeńı je y2(x) = − 1

4e
x sin 2x.

Závěr. Všechna řešeńı rovnice (1) jsou právě

y(x) =
1

3
x3ex − 1

4
ex sin 2x+ aex + bxex, x ∈ R, a, b ∈ R.
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1. y′′ + 4y′ + 4y = 0

2. y′′ − 3y′ + 2y = 0

3. y′′ − 6y′ + 13y = 0

4. y(4) + 6y′′ + 9y = 0

5. y′′ − 2y′ − 3y = e4x

6. y′′ − 2y′ + 5y = cosx

7. y′′′ + y′′ = x

8. y′′′ − y′′ − 2y′ = e2x + x3 + 3x2 + 1

9. y′′ + 3y′ + 2y = sinx+ sin 2x

10. 4y′′′ + y′ = 3ex + 2 sin x
2

Výsledky. 1. y = ce−2x + dxe−2x, x ∈ R 2. y = cex + de2x, x ∈ R 3. y = e3x(c cos 2x+
d sin 2x), x ∈ R 4. y = a cos

√
3x + b sin

√
3x + cx cos

√
3x + dx sin

√
3x, x ∈ R 5. y =

1
5e

4x + ce−x + de3x, x ∈ R 6. y = 1
5 cosx − 1

10 sinx + ex(c cos 2x + d sin 2x), x ∈ R 7.
y = − 1

2x
2 + 1

6x
3 + a+ bx+ ce−x, x ∈ R 8. y = 1

6xe
2x − 1

8x
4 − 1

4x
3 − 3

8x
2 − 7

8 + a+ be−x + ce2x,
x ∈ R 9. y = − 1

20 sin 2x − 3
20 cos 2x − 3

10 cosx + 1
10 sinx + ce−x + de−2x, x ∈ R 10. y =

3
5e
x − x sin x

2 + a+ b cos x2 + c sin x
2 , x ∈ R


