Matematika IV, cviceni 6 22. 3. 2021

Autonomni rovnice

Piiklad 1. Vysetrete prubéh reSeni rovnice

y = §<y+1><y+2>. (1)

Reseni: Funkce g(y) = %(y + 1)(y + 2) je definovand a nenulovéd na intervalech (—oo, —2), (—2,—1),

(—1,0) a (0, +00). Nabyva nuly v bodech —2 a —1, z ¢ehoz dostdvame dvé stacionarn{ fegenf y(z) = —2
na R ayd(xr) = —1naR.

e g kladnd na intervalech (—2,—1) a (0, +00) = FesSeni rostouci pro y € (—2,—1) a y € (0, +00)
e ¢ zépornd na intervalech (—oo, —2) a (—1,0) = feSen{ klesajici pro y € (—o0,—2) a y € (—1,0)
Konvexita/konkavita: Spocitdme derivaci funkce g (zde chdpeme y jako proménnou).

9'(y) = —%(zﬁ— Dy+2)+ i(y+2)+ ;(ZH- 1) = Y 3;2

Z rovnice (1) dostaneme druhou derivaci y (kde y chdpeme jako funkci).

e 3’ > 0 na intervalech (—2, —v/2), (—=1,0) a (v/2,+00) = feSeni ostie konvexn{ pro

€ (_27 _\/i)’ y e (_170) aye (\/ia +OO)

e 3 < 0 na intervalech (—oo, —2), (—v/2, —1) a (0,1/2) = feeni ostie konkavni pro

Yy e (_007_2)7 Y€ (_\/i _1) ayec (07 ﬂ)

Definiéni obor feseni uré¢ime pomoci véticky XIV.2. K tomu je potieba zkoumat konvergenci jistych
integrala, k ¢emuz nadm poslouzi véty XIV.3 a XIV.4.

“+oo +oo
0 m dy: Rozdélime na dva integrdly [; Ty Wa /.

pro ¢ = 1. Mame

GGy dv, napiiklad

1 2
lim g(y) = lim y+Dy+2) = +00, lim
y—0+ y—0+ Yy y—+oo— Y y—+—+00 Y

9@ _ pyy WD +2)

prvni integral tedy konverguje podle véty 3 (1) a druhy diverguje podle véty 4 (2). Reseni s hod-
notami v intervalu (0, 4+00) je definovédno na intervalu typu (7', +00).

0 1. -3

o j;l M}w dy Rozdélime na f712 (y—&-l)yT—&-Z) dy a f 1 m dy Protoze g( 1) =0 a
g'(—1) = —1, podle véty 3 (3) (presngji podle jeji modiﬁkace pro zdpornou funkci) prvn{ integral
diverguje. Konvergence druhého integralu se dokaze analogicky jako v predchozim bodé. Protoze
g je zdporna na (—1,0), Feseni s hodnotami v tomto intervalu je definované na (T, +00).

fﬁ; M’w dy: Postupujeme stejné jako vyse, ale zapisujeme strucnéji. Vzhledem k tomu, ze
g(-2)=0ag'(-2) = % muzeme pouzit vétu 3 (3). Integrél ,diverguje u —2“ a ,diverguje u —1.
Resen{ s hodnotami v (—2, —1) je definovdno na R.
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. f__fo m dy: Z véty 4 (2) dostavame, ze integral ,diverguje u —oo“, protoze

9W) _ oy, WD +2)

y——oo Y y——o0 y2 =1

Zaroven vime, ze ,diverguje u —2“. Reseni s hodnotami v (—oo, —2) je opét definovédno na R.

Nyni{ méme vSechny informace potfebné k tomu, abychom mohli naértnout prubéh feseni (viz aplet
v GeoGebfe). Zadné feseni se nenapojuje na staciondrni (nelze lepit). Vsimnéte si, Ze feSen{ s hodnotami
v (0,400) a v (—=1,0) se k ose x priblizuji ,kolmo*, coz odpovidd tomu, ze

1 2 1 2
lim ¢’ = lim w+Dy+2) =400, lim 3 = lim w+Dy+2) = —00,
y—0+ y—0+ Yy y—0— y—0— Yy

tj. jednostrannd derivace funkce y v levém krajnim bodé defini¢niho oboru je plus nebo minus nekonecno.
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NACRTNETE GRAF RESEN{, ANIZ EXPLICITNE VYRESITE ROVNICI

1. y’:ffll

2 y’:y;711

3. y’:% 1—92

4.y =y+Dy+2)(y+3)
5.9 =@y -1y —2(y-3)
6. y = /[cosyl

7.y =sin’y

8. ¥ =cosy-+/siny

9.y =Velvl—1.e¥.(y—1)

10. o — {arctgy-(Z —arctgy)
-y arctg(y+1)

(Nemusite vysetiovat konvezxitu/konkavitu.)

VYSLEDKY. 1. Reseni s hodnotami v (—oo, 1) jsou klesajici a definovana na intervalech typu (7', +00),
pied dosazenim hodnoty 1—+/2 jsou ryze konvexni, po jejim dosazen{ ryze konkavni. Resen{ s hodnotami
v (1,+00) jsou rostouci a definovana na intervalech typu (T, +oc), pied dosazenim hodnoty 1 + v/2
jsou ryze konkdvni, po jejim dosazeni ryze konvexni. 2. Staciondrni feseni —1. (—oo, —1): rostouci,
ryze konkdvni, (T, +00); (—1,1): klesajici, ryze konvexni, (T, +00); (1, 4+00): rostouci, ryze konkdvni do
dosazeni yo, pak ryze konvexni, kde yo je jediny redlny koien polynomu 23 — 3t2 — 1, (Ty,Tz). 3.
Staciondrni feseni —1, 1. (—1,0): klesajici, ryze konvexni, (T1,T»), lze nalepit s. ¥. —1; (0,1): rostouc,
ryze konvexni, (T1,7%), lze nalepit s. . 1. 4. Staciondrni feseni —1, —2, —3. (—o0, —3): klesajici,

ryze konkavni, (—oo,T); (—3, —2): rostouci, ryze konvexni do dosazeni{ —2 — %, pak ryze konkdvni, R;

(=2, —1): klesajici, ryze konkdvni do dosazeni —2 + %, pak ryze konvexni, R; (—1, +00): rostouc, ryze
konvexni, (—oo,T). 5. Staciondrni feseni 1, 2, 3. (—o0, 1): rostouci, ryze konkdvni, (T, 4o00); (1,2):
rostouci, ryze konvexni do dosazeni g, pak ryze konkédvni, (—oo,T), lze nalepit s. ¥. 2; (2,3): klesajici,
ryze konkdvni do dosazeni %, pak ryze konvexni, (—oo,T), lze nalepit s. f. 2.; (3, 4+00): rostouci, ryze
konvexni, (—oo,T’). 6. Staciondrni feseni § + km, k € Z. (=7 + km, § + km): rostouci, ryze konvexni
do dosazeni km, pak ryze konkavni, (T1,T3), lze nalepit s.i. —5 + k7 i § + km. (V tomto piikladé je
mnoho moznost{ lepeni, protoze ne kazdé staciondrni fesen{ lze navézat z obou stran.) 7. Staciondrni
feseni km, k € Z. (km, (k+1)n): rostouci, ryze konvexni do dosazeni 7 4 km, pak ryze konkavni, R. 8.
Stacionarni feseni k7, k € Z, a § + 2km, k € Z. (2kn, § + 2km): rostouci, ryze konvexni do dosazeni

arccos @ + 2km, pak ryze konkdvni, (T, +00), lze nalepit s. ¥. 2km; (5 + 2km, (2k + 1)7): klesajici, ryze

konkdvni do dosazeni m — arccos ? + 2k, pak ryze konvexni, (T, +00), lze nalepit s. . (2k+ 1)w. 9.
Stacionarni feseni 0, 1. (—o0,0): klesajici, ryze konkdvni do dosazeni yg, pak ryze konvexni, (T, +0o0),
lze nalepit s. . 0; (0, 1): klesajici, ryze konkdvni{ do dosazen{ y, pak ryze konvexni, (T, 4+00), lze nalepit
s. T. 0; (1, 400): rostouci, ryze konvexni, (T, +00). (Hodnoty yo a y; jsou FeSeni jistych rovnic, nelze je
vyjadiit explicitng, lze vSak ukdzat, Ze existujf a jsou jednoznaéné urc¢ena.) 10. Stacionéarni feSeni: 0,
1. (=00, —1): rostouci, (—oo,T): (—1,0): klesajici, (T1,T%), 1ze nalepit s. . 0; (0, 1): rostouci, (7', +00),
lze nalepit s. ¥. 0; (1, 4+00): klesajici, R.
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