Matematika IV, cviceni 3

1. 3. 2021

Rovnice se separovanymi proménnymi

Piiklad 1. Pro diferencidini rovnici yy' + xy?> = x naleznéte
(a) vsechna mazimdlni fesend, (b) maximdind reSeni prochdzejici bodem [1,0].

Resent:
yy' + oy’ =

’ 1_y2
= -
Yy

)
Krok 1. h(z)==z, D, =R

2
Krok 2. g¢(y) = 5%, Dy = R\ {0}, g(y) = 0 pro y € {—1,1}

Singuldrn{ fesenf: y} =1 na R a y3 = —1 na R.

Krok 3. g je spojitd a nenulovd na intervalech (—oo, —1), (—1,0), (0,1) a (1, +00)
Vsimnéte si ale, ze v puvodni rovnici muze byt také y = 0.

Krok 4.

/

Yy
1-y

Yy _
/1—y2 dy—/mdx

1 1
—ilog\l — 9 = 5902 +C

2 =7

log|l —¢?*| = C — 2?

z2

1—y%=ce”
P=1-ce ™

C a c znadi libovolné konstanty.

Krok 5. V zavislosti na ¢ € R hleddme Feseni y(z) definované na intervalu I. Obor hodnot y(I)

musi byt obsazen v jednom z intervali z kroku 3.
Le>0 1—ce ™ >0 a2 > logc
(a) ¢>1: loge>0...22 >loge < z € (—oo, —y/loge) U (viog e, +0)
y(e) = V1—ce?, z € (Vioge, +o0)
y(z) = —V1—ce @, x € (y/log ¢, +00)
(r) = V1 —ce**, x € (— )
() = —V1—ce **, x € (— )

ylx

ylx
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(b) c€(0,1): loge<0...22>logce xR

y(z) = V1 —ce*?, reR

y(z) = —V1—ce**, zreR
ILe<0: l—ce® >0 2R

y(z) = V1 —ce 2%, reR
y(z) = =V 1 —ce**, reR

ITI. ¢ = 0: Dostdvame singuldrni fesen{ (viz krok 2).
Krok 6 (lepeni).

lim +v1—ce > =0

z——+/log c—

lim +vV1—ce =0

z—+/log c+

Piichdzi v tvahu nalepeni feseni pro ¢ = 1 v bodé 0. Ale pozor! Nemuzeme pouzit metodu
z prednédsky (krok 6 v oddilu XIV.1), protoze bod 0 nepatii do defini¢niho oboru funkce g.
Pro fefeni y(x) = —V1 —e~*", x € (—00,0) z rovnice dostdvame
1 y(o)?
(@)= =2

y(x) \/1—6—‘”2’

Vypocitame limitu y'(x) pro z — 0—. Vyuzijeme 1 — e =1— (1 — 2%+ o(2?)) = 22 + o(z?).

x € (—00,0).

lim ' (z) = lim e lim 2_79”(2) = lim — =1
z—0— r—0— z—0— €T +,0 €T 14+A7‘x| 1 +_o(x:
2

e
Dale pro y(x) = V1 —e=** 2 € (0, +00) mame 3/ (z) = x\/eiﬁ pro z € (0, +00) a
l—e—®
lim ¢'(z) = lim e lim = lim e =1,
z—0+4 z—0+ =0+ | /2 4+ 0(x2) z—0+ oy /14 o(x2?)

$2

Muzeme tedy feseni slepit v bodé y = 0 a dostaneme maximalni feseni

yi(z) =sgnzv1—e* z€R.
Podobné slepenim y(x) = V1 —e 2" pro x € (—00,0) a y(z) = —vV1—e2" pro x € (0,00)

dostaneme maximalni feSeni

yi(r) = —sgnzV/1 —e2* zcR.
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Zavér. Vsechna maximélni feSeni jsou

yéil na R
yo = —1 na R

yi () = sgnazyV/1— e~ na R
yi(z) = —sgnay/1 — e’ na R

pro ¢ € (1,400):

yl(z) = V1 —ce°, x € (\/log e, +00)
yi(z) = —V1 — ce°, z € (v/logc, +00)
y2(x) = V1 —ce x € (—o0, —y/logc)
yH(x) = —V1 —cem %, z € (—o0, —y/logc)
pro ¢ € (—o0,0) nebo ¢ € (0,1):
yl(z) = V1 —ce=2?, zeR

y2(r) = —V1 —ce ", z € R.

Resen{ y(x) prochézejici bodem [1,0] musf spliiovat: 1. je definované pro z = 1, 2. y(1) = 0. Druh4
podminka implikuje
l—cel=0=c=e.

Z4dné z feseni pro ¢ = e neni definované v bodé x = 1. Odpovéd je, Ze pozadované feseni neexistuje.
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ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI.

. <1 g .. 1492 -
1. Pro diferencigln{ rovnici y' = —{ ﬂymz)z naleznéte

(a) vSechna maximéln{ feSeni, (b) maximdlni feseni prochdzejici bodem [0, 1].

2. Naleznéte vSechna maximdln{ feSeni rovnice y' = <5Z. Uréete mnozinu viech bodii v R2,

kterymi prochézi pravé jedno fesSeni definované na celem R.

3. Reste rovnici y/(2 — %) = —3e® tgy cos® y. Pro kterd A existuje fedenf s vlastnosti
limy 400 y(2) — limy oo y(x) = A?

NAJDETE VSECHNA MAXIMALN{ RESENT NASLEDUJICICH ROVNIC

4. yy':% 8. y'sinz =ylny, y(§) =1
5. zy +y = y> 2
yoeey 9.y = 1%, y(0) =1
6. 3y = 10°TY
7. e v(14y) =1 10.* y + /125 =0,z € (~1,1)

VYSLEDKY. 1. (a) yl(z) = tg(c— 1log(1 4 2?)), = € (y/exp(—m +2¢) — 1, \/exp(m + 2¢) — 1),
y2(z) = tg(c — flog(l—i—x ), € (—y/exp(m + 2¢) — 1, —y/exp(—7 + 2¢) — 1) pro ¢ > Z; ye(z) =
tg(c — $log(l + 2?)), = \/6XP(7T+26 1, \/exp(m +2¢) — 1) pro ¢ € (=%, %). (b) y=(z) =
tg(Z — 3 log(1+2?)), z € (—\/exp(%ﬂ) — 1, /exp(37) — 1). 2. y.(z) = log(sinz+c¢), x € R, pro
¢ > 1;y¥(z) = log(sinz+¢), x € (2km —arcsine, (2k+1)m+arcsine), k € Z, proc € (—1,1]; {[z,y] €
arctg(a(e® —2)3) + kr  z € [log2, +0)
arctg(b(e® — 2)3)) + kr  z € (—o0,log?2)
pro a,b € R a k € Z. Hledanou mnozinou je interval (—m, 7). 4. y.(z) = ¢/3(x —22+c¢),z €R

pro e < —1; 412, (2) = — {3z — 12, x € (—00, 1) nebo z € (3, 00); y?3(x) = Y@= T 0,
z € (—00,35 — 33/1+4c) nebo z € (5 — 2v/1+4c, 5 + $v/1+4c) nebo z € (3 + 31+ 4c, +0)

R?:y > log(sinz+1) nebo sinz = —1}. 3.y, px(z) =

proc > —%. 5. y(z) =1, 2 € R; yoo(z) = 0, z € R; y2?(z) = -, © € (—00,1) nebo
z € (1,00), proce R\ {0}. 6. y(z) = —logo(c — 10%), z € (—o0,log;gc) pro ¢ > 0. 7.
yoo(x) = Oa T € R; yg(x) 710g(1 te C)v z € R pro ¢ € R; yz(f) = 710g(1 - eajic)a

z € (—oo,—¢)proc € R. 8. yy(z) =1,z € Ry yF(z) = et82 2z € ((2k — V)7, (2k + 1)7),
k € Z, pro ¢ € R\ {0}. Reseni rovnice s poc¢dtecni podminkou je yo. 9. yo(z) = z, z € R;

yl2(@) = —1, 2 € (—00,0) nebo z € (0,00); YM2(x) = £, 2 € (~00,1) nebo z € (L, 00).

Reseni rovnice s pocatecni podminkou je yi. 10. y_ g () = -1, z € (-1,1); yz(x) = 1,
x-sinc++v1—2x2-cosc x€ ,—sinc

& (~L1); pela) = LS e e e (<dm B wle) =
-1 € [—sine, 1)

procé€ (=5,5), y-z(z) = -2,z € (-1,1).

{x-sinc+\/1 —z2-cosc x € (sine, 1)

1 x € [-1,sinc)



