
Matematika IV, cvičeńı 2 22. 2. 2021

Nehomogenńı diferenčńı rovnice

Př́ıklad 1. Najděte všechna řešeńı diferenčńı rovnice

3y(n+ 2)− 4y(n+ 1) + y(n) = cos
nπ

2
. (1)

Řešeńı: Charakteristický polynom χ(λ) = 3λ2 − 4λ + 1 má dva reálné kořeny λ1 = 1 a λ2 = 1
3 .

Věta XII.4 ⇒ řešeńı homogenńı rovnice jsou právě posloupnosti {y0(n)} dané předpisem

y0(n) = a+
b

3n
(a, b ∈ R). (2)

Pravá strana je speciálńıho tvaru αn(P (n) cos(νn) +Q(n) sin(νn)) pro α = 1, P (n) = 1, Q(n) = 0
a ν = π

2 . Protože č́ıslo α(cos ν + i sin ν) = i neńı kořenem charakteristického polynomu, hledáme
řešeńı (1) ve tvaru

z(n) = α cos
nπ

2
+ β sin

nπ

2
(3)

(podle věty XII.5). Za použit́ı součtových vzorc̊u

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

dostáváme

cos
(n+ 2)π

2
= cos(

nπ

2
+ π) = − cos

nπ

2
, sin

(n+ 2)π

2
= − sin

nπ

2
,

cos
(n+ 1)π

2
= cos(

nπ

2
+
π

2
) = − sin

nπ

2
, sin

(n+ 1)π

2
= cos

nπ

2
.

Nyńı můžeme řešeńı ve tvaru (3) dosadit do LS rovnice (1):

3
(
−α cos

nπ

2
− β sin

nπ

2

)
− 4

(
−α sin

nπ

2
+ β cos

nπ

2

)
+
(
α cos

nπ

2
+ β sin

nπ

2

)
= (−2α− 4β) cos

nπ

2
+ (4α− 2β) sin

nπ

2

Aby byla hodnota tohoto výrazu rovna cos nπ2 pro všechna n ∈ N, muśı platit

−2α− 4β = 1

4α− 2β = 0.

Dopoč́ıtáme α = − 1
10 , β = − 1

5 . Řešeńı rovnice (1) jsou právě posloupnosti {y(n)} dané předpisem

y(n) = −
(

1

10
cos

nπ

2
+

1

5
sin

nπ

2

)
+ a+

b

3n
(a, b ∈ R).
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Najděte všechna řešeńı diferenčńıch rovnic (s počátečńımi podḿınkami)

1. y(n+ 4)− y(n) = sin nπ
4

2. y(n+ 4) + y(n) = sin nπ
4

3. y(n+ 2)− y(n+ 1) + y(n) = sin nπ
3

4. y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + 2y(n) = cosn

5. y(n+ 3)− y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + 2y(n) = n+ 2n

6. y(n+ 2) + 3y(n+ 1) + 2y(n) = sinn+ sin 2n

7. 8y(n+ 3) + y(n) = 3n+ 1
2n

8. y(n+ 2)− 3y(n+ 1) + 2y(n) = n2, y(1) = 3, y(2) = 2

9. y(n+ 2)− y(n) = 17, y(1) = y(2) = 0

Rozhodněte, která řešeńı následuj́ıćıch diferenčńıch rovnic 1. maj́ı vlastńı limitu
pro n→∞, 2. jsou omezená, 3. maj́ı limitu +∞ nebo −∞ pro n→∞.

10. a) 2y(n+ 3)− 3y(n+ 2)− 3y(n+ 1) + 2 = 0, b) y(n+ 2) + 4y(n) = 2n+ 1

Výsledky. 1. y(n) = − 1
2 sin nπ

4 + a+ b · (−1)n + c cos nπ2 + d sin nπ
2 (a, b, c, d ∈ R) 2. y(n) =

− 1
4n sin nπ

4 + a cos nπ4 + b sin nπ
4 + c cos 3nπ

4 + d sin 3nπ
4 (a, b, c, d ∈ R) 3. y(n) = −n(

√
3
6 cos nπ3 +

1
2 sin nπ

3 ) + a cos nπ3 + b sin nπ
3 (a, b ∈ R) 4. y(n) = (cos 2−2 cos 1+2) cosn+(sin 2−2 sin 1) sinn

(cos 2−2 cos 1+2)2+(sin 2−2 sin 1)2 + (
√

2)n ·
(a cos nπ4 + b sin nπ

4 ) (a, b ∈ R) 5. y(n) = 2n−1 − 1
2n

2 − 3
2n+ a+ b(

√
2)n + c(−

√
2)n (a, b, c ∈ R)

6. y(n) = (cos 2+3 cos 1+2) sinn−(sin 2+3 sin 1) cosn
(cos 2+3 cos 1+2)2+(sin 2+3 sin 1)2 + (cos 4+3 cos 2+2) sin 2n−(sin 4+3 sin 2) cos 2n

(cos 4+3 cos 2+2)2+(sin 4+3 sin 2)2 + a(−1)n +

b(−2)n, (a, b ∈ R) 7. y(n) = 1
3n −

8
9 + 1

2n+1 + a · (− 1
2 )n + 1

2n (b cos nπ3 + c sin nπ
3 ) (a, b, c ∈ R)

8. y(n) = 5 · 2n−1 − 1
3n

3 − 1
2n

2 − 13
6 n + 1 9. y(n) = 17

2 n −
17
4 · (−1)n − 51

4 10. a) y(n) =
a(−1)n + b · 2n + c( 1

2 )n (a, b, c ∈ R) má vlastńı limitu ⇔ a = b = 0, je omezené ⇔ b = 0 a má
limitu ±∞ ⇔ b ∈ R \ {0}, b) y(n) = 2

5n+ 1
25 + 2n(a cos nπ2 + b sin nπ

2 ) (a, b ∈ R) má limitu +∞
⇔ a = b = 0, v ostatńıch př́ıpadech nemá limitu a neńı omezené.


