Matematika IV, cviéeni 1 15. 2. 2021

Homogenni diferen¢ni rovnice
Piiklad 1. Najdéte teseni diferencni rovnice
y(n +2) =4y(n+1) — 8y(n) (1)
s poédteénimi podminkami y(1) = 0,y(2) = —8.
Resent: Ptevedeme rovnici do tvaru

y(n+2) —4y(n+ 1)+ 8y(n) =0. (2)

Rovnice (2) je homogenni linedrn{ diferenéni rovnice druhého fadu s konstatnimi koeficienty. Podle
véticky XII.1 mé pocatecni tloha praveé jedno reseni. Charakteristicky polynom rovnice (2) je

YO\ = A2 — 4\ + 8.

Polynom x md diskriminant A = —16, jeho kofeny jsou tedy Ajo = 2 % 2¢. Oznacime £ = 2 + 2¢
kofen s kladnou imaginarni ¢asti. Absolutni hodnota £ je u = |¢| = V/8 = 2v/2. Vyjadiime

2\[<\f f):2\/§(cosz+isin1).

Podle véty XI1.4 tvoif posloupnosti y'(n) = (2v/2)" cos X a y*(n) = (2v/2)" sin 2* fundamentaln{
systém Feseni rovnice (2). Obecné Feseni m4 tedy tvar

y(n) = ay'(n) + by?(n) = (2V2)" (acos % + bsin %) (a,b € R).

Hleddme feseni vyhovujici poc¢ateénim podminkam. Koeficienty a a b najdeme dosazenim.
0=1y(1) =2V2 (acosg + bsin%) =2a+2b

_8— — 2 ™ n ) =
8 =1y(2) = (2v2) (acos 5 + bsin 2) 8b.

Vyfesenim soustavy dostdvame b = —1, a = 1. Zavér: Resen{ rovnice (1) je
y(n) = (2v2)" (COSI fsm%) .

Priklad 2. Najdéte vsechna teSeni diferencni rovnice
y(n+3)+y(n+2)—yn+1)—y(n)=0. (3)
Reseni: Charakteristicky polynom x(A) = A3 + A2 — X\ — 1 m4 kofen \; = 1. Rozlozime
XA =AM =D +22+1) =\ = 1)\ +1)%

7 véty XII.4 dostdvame, Ze posloupnosti y*(n) = 1, y%(n) = (—=1)" a y*(n) = n(—1)" tvoif funda-
mentdlni systém feseni (3). VSechna Feseni jsou tedy pravé posloupnosti tvaru

yn)=a+ (b+cn)(—-1)" (a,b,c € R).
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NAJDETE VSECHNA RESEN{ DIFERENCNICH ROVNIC (S POCATECNIMI PODMINKAMI)

1. y(n+2) +4y(n +1) +4y(n) =0

2. y(n+2)—3y(n+1)+2y(n)=0

3. y(n+2) + 16y(n) =0

4. y(n+2) —6y(n+1)+13y(n) =0, y(1) =0

5. y(n+2) —2y(n+1) —3y(n) =0, y(1) =2, y(2) = 1

6. y(n+2)—y(n+1)—yn) =0,y(1) =y(2) =1

7. 9y(n+2)+6y(n+1)+y(n)=0,y(1)=0

8. y(n+3) —Ty(n+2) + 16y(n+1) —12y(n) = 0, y(1) = 1,y(2) = 1,y(3) = —9
9. y(n+3) +5y(n+2)—6y(n) =0

10. y(n+4) +6y(n+2)+9y(n) =0
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8.
y(n) = (V3)"((a + bn) cos ZF + (c + dn) sin %) (a,b,c,d € R)



