
Úlohy k cvičeńı

Výroková logika

Úloha 1: Doplňte tabulku pravdivostńıch hodnot

a b ¬a a ∧ b a ∨ b a ⇒ b a ⇔ b

0 0
0 1
1 0
1 1

Úloha 2: Pro libovolné výroky a, b jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı. Zd̊uvodněte pomoćı
tabulky pravdivostńıch hodnot a dobře si zapamatujte, při chápáńı d̊ukaz̊u se vám to bude
hodit! (i) a ⇒ b, (ii) ¬b ⇒ ¬a (iii) ¬a ∨ b (iv) ¬(a ∧ ¬b).

Úloha 3: Řekněte bez použit́ı implikace: Nebude-li pršet, nezmoknem. Kdo se bude snažit,
dostane zápočet. Pokud je pes v boudě, neńı tam kočka. Pokud prš́ı a je pod nulou vzniká
náled́ı.

Úloha 4: Znegujte: Když prš́ı, nevycháźım z domu. Nebude-li pršet, nezmoknem. Zmokneme,
právě když bude pršet.

Úloha 5: Zapǐste pomoćı kvantifikátor̊u a znegujte: Všechna přirozená č́ısla jsou sudá. Každé
prvoč́ıslo je liché. Některé přirozené č́ıslo je dělitelné všemi prvoč́ısly. Mezi n a 2n vždy
najdeme nějaké prvoč́ıslo.

Matematická indukce

Princip matematické indukce: Chceme dokázat nějaké tvrzeńı kvantifikované přirozenými
č́ısly, tedy chceme dokázat nějaký výrok V (n) závisej́ıćı na n přirozeném. Matematická
indukce má následuj́ıćı dva kroky.

1. indukčńı krok. Dokážeme tvrzeńı pro počátečńı hodnotu, tedy dokážeme V (1).

2. indukčńı krok. Chceme dokázat V (n), ale můžeme předpokládat, že výrok plat́ı pro menš́ı
hodnoty, tedy plat́ı V (1), V (2), . . . , V (n − 1). Formálně řečeno tedy dokazujeme implikaci
V (1) ∧ V (2) ∧ · · · ∧ V (n− 1) ⇒ V (n) pro všechna přirozená n ≥ 2.

Pokud jsme zvládli 1. i 2. indukčńı krok, můžeme odvodit, že výrok plat́ı pro všechna
přirozená n. Intuitivně to funguje tak, že d́ıky 1. indukčńımu kroku plat́ı V (1). Pak d́ıky
implikaci V (1) ⇒ V (2) odvod́ıme i V (2). Když v́ıme, že plat́ı V (1) i V (2), tak z impli-
kace V (1) ∧ V (2) ⇒ V (3) v druhém indukčńım kroku odvod́ıme V (3). Následně stejným
zp̊usobem odvod́ıme V (4), V (5) atd. Odtud vid́ıme, že výrok plat́ı pro všechna přirozená
č́ısla. (Jen varuji, že toto zd̊uvodněńı je pouze intuitivńı. Při budováńı základ̊u matematiky
z axiomů se postupuje trochu jinak.)

Poznámky: Matematická indukce má r̊uzné variace. Často se Vám v konkrétńıch př́ıkladech
podař́ı dokázat implikaci V (n − 1) ⇒ V (n), ze které požadovaná implikace v druhém in-



dukčńım kroku plyne. (Bývá to tedy zjednodušeńı ale nefunguje to vždy, když je potřeba.)
Občas se pomoćı indukce nedokazuje tvrzeńı, které zač́ıná od jedničky (tedy V (1)) ale
třeba dvojky, trojky, nuly, nebo jen pro sudá č́ısla apod. Takové modifikace obvykle netvoř́ı
problém, pokud pochoṕıte základńı princip.

Úloha 6: Dokažte matematickou indukćı:
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Úloha 7: Dokažte matematickou indukćı, že 4|(6n2+2n) pro každé n přirozené. (Slovy: 4 je
dělitelem výrazu 6n2 + 2n.)

Úloha 8: Kde je chyba v následuj́ıćım d̊ukazu (nepravdivého) tvrzeńı, že 5n = 1 pro všechna
přirozená n: Je zřejmé, že pro n = 0 tvrzeńı plat́ı. Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı
pro všechna celá č́ısla m, kde 0 ≤ m ≤ k a dokazujeme ho pro k + 1. Máme

5k+1 =
5k · 5k

5k−1
=

1 · 1
1

= 1.

Úloha 9: Dokažte, že pro Fibonacciho posloupnost danou předpisem F1 = F2 = 1 a Fn =
Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 3 plat́ı:

(a) Fn ≤
(
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√
5
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,
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n∑
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Fi = Fn+2 − 1,
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F 2
i = FnFn+1

Úloha 10∗∗: Dokažte, že každé přirozené č́ıslo n lze jednoznačně napsat jako součet r̊uzných
Fibonacciho č́ısel poč́ınaje F2 takových, že v součtu nejsou žádná dvě po sobě jdoućı Fibo-
nacciho č́ısla.

Formálně: n lze jednoznačně napsat ve tvaru n =
k∑

j=1

Fij , kde i1 ≥ 2 a ij ≥ ij−1 + 2 pro

j ∈ {2, . . . , k}.

Úloha 11∗: Je dáno reálné č́ıslo x takové, že x + 1
x
je celé. Dokažte, že pro každé přirozené

n je i č́ıslo xn + 1
xn celé.

Úloha 12∗: Na šachovnici 2n × 2n jedno libovolně vybrané poĺıčko chyb́ı. Ukažte, že zbylou
plochu lze vydláždit dlaždicemi, která maj́ı tvar “L” a přitom zab́ıraj́ı tři poĺıčka.


