27.2.

1 Pollardova p-metoda

1.1. Urcete periodu a preperiodu posloupnosti {s, },>0 ur¢ené polynomial-
nim zobrazenim f(x) = ax +b € Z, pro x € Z,, kde p € P, tj. s € Z, a
Snt1 = f(sn)a pokud

(a) a=1,b€Z,,
(b) a€Zib=0.

(a) Nejprve vyjadiime piimo hodnotu s, = so+ nb. Pro b = 0 je posloup-
nost konstantni, a proto ma preperiodu m = 0 a periodu ¢t = 1.

Pokud b # 0, mame ib £ 0 proi=1,...,p—1 a pb =0, coz znamena, ze
ma posloupnost preperiodu m = 0 a periodu t = p.

Pollardova p-metoda bude v pripadé b = 0 Gspésna, jen tehdy, kdy b =
0 vzniklo modulenim nenulové hodnoty B € Zy, tedy kdyz jsme uhodli
nasobek vlastniho délitele p | N, coZ se nedd ocekavat ¢asto. V piipadé
b # 0 je soucet t + m = p, tedy v pripadech obou algoritmi musime provést
maximalni mozny pocet iteraci (p vné)

(b) Opét snadno uréime nerekurentni vzorec s, = a"sg.Je-li 59 = 0,
posloupnost je konstantné nulova, tedy posloupnost s preperiodou m = 0 a
periodou t = 1.

Pokud s # 0, vidime, Ze preperioda posloupnosti je nulovd, nebot a?~! =
1 a Ze nejmensi piirozendé ¢islo ¢ splilnjici sg = spat, tedy perioda posloupnosti,
je rovno pravé fadu oz (a).

Vsimnéme si, ze napiiklad pro bezpecéné prvocislo p = 2¢q + 1, kde q €
P obsahuje grupa Z; jeden prvek fadu 1 a jeden prvek radu 2, které pro
Pollardovu p-metodu nejsou dobie pouzitelné a pak (¢ — 1) prvki fadu ¢ a
stejny procet prvkia fadu 2q, které rikaji, Zze prochéazka po riznych cislech
posloupnosti v Pollardovych algoritmech by byla opét prili§ dlouha. O

6.3.

1.2. Ozna¢me f, : Z, — Z, afinni transformace dand vztahem f,,(z) =
ar +ba Aff(Z,) = {fus | @ € Z;,b € Z,}. Dokazte Aff(Z,) je podgrupou
symetrické grupy S(Z,) pro p € P, tedy grupa.

Staci si rozmyslet, ze
fl,O = 1d7 fa,bfc,d - fac,ad—i—ba f(;bl - fafl,—aflb

odkud plyne, Ze f,; je invertibilni, tedy permutace na Z, a mnozina Aff(Z,) je
uzaviend na operace skladani a invertovani a jedna s etudiz o podgrupu. [J



1.3. UrCete periodu a preperiodu posloupnosti {s, },>o dané polynomidlnim
zobrazenim f : Z, — Z, pro p € P, pokud

(a) f(z)=ax+b,a,b€EZiaa#1.
(b) f(x) =22

(a) S vyuzitim predchozi tlohy najdeme c tak, aby fl,cfa,bff,cl = fuo-
Nejprve spocteme

fl,cfa,bficl = fl,cfa,bfl,—c = fa,b+cf1,—c = fa,—ac-‘,—b—l—a

z podminky —ac + b+ ¢ =0 plyne, 7e ¢ = b(a — 1)L,

Oznalme g = fie, f = fap a h = gfg™'. Protoze s, = f"(sg) =
g 'h"(g(s0)), vidime, ze s; = s;, prave kdyz h'(g(so)) = h?(g(so)), tedy
perioda i preperioda posloupnosti {s,},>0 a {h"(g(s0))}n>0 je stejnd. Nyni
zbyva vyuzit 1.1, kterd ika, Ze pro so = —c jsou obé posloupnosti konstantni
, tedy maji preperiodu m = 0 a periodu t = 1 a pro sy # —c maji obé
posloupnosti opét preperiodu m = 0 a periodu t = Oz;;(a).

(b) Nejprve si uvédomime, Ze ze vztahu s,,; = s2 okamZité plyne ne-
rekurentni vzorecek s, = s2". Déle si viimneme, 7e pro sy = 0,1 je ziskani
posloupnost konstantni, tedy s preperiodou 0 a periodou 1 a mizZeme se tak
omezit na na hleddme nejmensiho ¢ a nejmensiho 5 > i, pro kterd plati ,
ze s; = s; za predpokladu, ze sy # 0,1. Najdeme-li je, pak ¢ bude prave
preperioda a j — ¢ perioda této posloupnosti. Uvazime fadu ekvivalentnich
piekladi podminky v grupé Z;

si=sj s =55 Ssp L =1 sgl(zjﬂ_l) =1 0z:(s0) | 20(277" — 1),
kde posledni ekvivalence plyne z faktu, Ze exponentem prvku jsou pravé
nésobky fddu prvku. Nyni vyjadiime oz:(so) = 2°m pomoci e = va(0z:(s0)),
kde m je liché. Potom dostavame ekvivalence

0z (s0) | 2027~ 1) ei>e, m| 2P ei>e, 227"=1 (mod m).

Miniméalnich hodnot tedy dosahujeme pro preperiodu ¢ = e a periodu j —1 =
OZ;‘n (2) . D

13.5.



2 B-mocna ¢isla
2.1. Urcete hodnotu eg a spocitejte vSechna d¢isla, ktera jsou B-mocna, po-
kud (a) B =4, (b) B = 10.
(a) Vidime, Ze pravé prvocisla 2,3 jsou mensi nebo rovna nez 4, proto
e, = 2Uos(]gllogs(M)] — 92 . 31 _ 19,
7 prednasky vime, ze B-mocna cisla déli eg a snadno nahlédneme, ze kazdy
délitél ep je B-mocny. Proto mnozina {2¢-37 | i € Zs, j € Zy} obsahuje pravée

vSechna 4-mocné ¢isla, kterych je 3-2 = 6.
(b) Podobné jako v (a) nahlédnme, Ze pravé prvocisla 2,3,5,7 < 10 a

19 = 2L1082(10)] 3llogs(10)] 5llogs (10)] 7llogr (10)] — 93 . 32 . 5. 7 = 259().

Déle mnozina viech 10-mocnych &isla {2¢-37-55. 71 | i € Zy,j € Zs, k,1 € Zs}
obsahuje 48 = 4 - 3 - 22 rfiznych hodnot. O

2.2. Pro (a) B =4, (b) B = 10 najdéte vSechna prvocisla p < 20, pro ktera
jsou B-mocna cisla p — 1.

(a) Hledame prvocisla p < 20, pro néz p — 1 | 12. Vidime, Ze jde pravé o
prvocisla

141=2,2+1=3,44+1=5 6+1=7, 12+1=13.
(b) Kromé v8ech hodnot z (a) jeSté méame prvocisla
10+1=1, 1841 =19.
[

2.3. Pro (a) B =4, (b) B = 10 najdéte vSechna prvodcisla p < 20, pro kterd
jsou B-mocna c¢isla p + 1.

(a) Tentokrat hleddme prvocisla p < 20, pro néz p + 1 | 12, jimz jsou
3—1=2,4-1=3,6—-1=5, 12—-1=11.
(b) Opét k prvodislim z (a) pfidame prvocisla
8§—1=7,18—-1=17, 20 -1 =19.
[

Pripomenime, Ze cislo F,, = 22" 4+ 1 se nazyvd Fermatovo, zjevné Fy = 3,
Fy =5, Fy, =17, F5 = 257 jsou prvocisla.

3



2.4. Dokazte, 7ze F} je prvocislo.

Protoze Fy — 1 = 2' = —1 (mod F}), snadno uvazime, %e prvociselny
délitel p > 2 ¢isla Fy spliiuje kongruence

2=—-1 (modp) a 22=1 (mod p),

coz znameng, ze fdd prvku 2 je v grupé Z, pravé 32. O kazdém prvku grupy
Z,, dale z Lagrangeovy véty vime, Ze je exponentu p— 1, proto 32 | p—1, tedy
p = 32k + 1 pro néjaké k. Pripadny vlastni délitel ¢isla F; musi byt nejvyse
VE; <28 +1 = Fy = 257, proto sta¢i uvazit prvocisla z hodnot 32k + 1 pro

= 1,...7, jimiz jsou, jak snadno spocitame, pouze hodnoty 97 a 193. U
obou snadno spocitame, ze nejde o délitele ¢isla Fy, proto je Fy prvocislo. [

2.5. Ukazte pomoci vhodné varianty Pollardovy p — 1-metody, 7Ze je Fj
slozené.

Protoze zname prvociselny faktor 641 ¢isla Fj, miizeme si uvédomit, ze
641 —1 = 27-5 je exponent kazdého prvku Z7,,, tedy a®® =1 (mod 641) pro
kazdé a € Z},.. Zvolime tedy hodnotu B = 27 = 128 a upravime 2.variantu
Pollardovy p — 1-metody tak, Ze misto hodnoty ej9g pracujici se souc¢inem
pfili§ mnoha procisel uvdzime hodnotu éi95 = 27 - 3% - 5%, 0 niz vime, Ze
640 | é;9s.

Zaroven si vzpomenme , 7e

9f128 — (264)2'81'125 =1 (mod Fy).

Protoze 24128 = 1 (mod 640) bude ged (2428 — 1, Fy) = F3, tudiz pomoci a = 2
prvociselny délitel 641 nenajdeme. Proto zvolime a = 3 a pocitame

= (3%1) mod Fy = 1918862017, ay = (a,) mod Fy = 4292273029.
1

264 =1 (mod Fy), coz znamena, 7e

Nyni budeme testovat nejvétsi spoleéné délitele ged(a; — 1, F5) a pocitat
ai11 = (a?) mod Fj:

ged(ag — 1, Fy) = 1, = (a3) mod Fy = 585323894,

ged(as — 1, Fy) =1, = (a3) mod Fy = 4278871505,

ged(ag — 1, Fs) =1, = (a3) mod Fj = 2092752224,

ged(as — 1, Fy) = 1, = (a2) mod Fj = 2812764726,

ged(ag — 1, F) = 1, = (a3) mod Fy = 1314231249,

ged(ar — 1, Fy) =1, = (a2) mod Fj = 3257626099,

ged(ag — 1, Fy) =1, = (a3) mod Fy = 3616864936.
Nyni uz dostavame, ze gcd(3é128 — 1, F35) = ged(ag — 1, F5) = 641, ¢imz jsme
overili, ze je Fy slozené ¢islo. O]



27.3.

2.6. Necht P = (0, ].) Vite—li, ze |E1’1(Z7>| =)Ha |E1’1(ZH)| = 147
(a) urcete fad prvku P v grupach E)1(Z7) a Ey1(Z11)
(b) spocitejte velikost mnoziny |E} 1(Z77)|,

(c) spocitejte hodnoty nebo najdéte kolizi pfi vypoétu Q = P& P, R =
Q&Q,S=Re&P v ECM na mnoziné |E; 1(Z7)],

(d) urcete, co je vysledkem vypoctu z (c) v grupach |Ey 1(Z7)| a |Ey1(Z11)].

(a) Protoze P # o a grupa E,;(Z7) je prvoliselného fadu 5, musi byt
prvek P generator, tedy je fadu 5.

V grupé Ej1(Z11) faddu 14 mohou byt prvky fddu 1, 2, 7 a 14 (i v tomto
piipadé se jedna o cyklickou grupu), proto sta¢i spocitat [2] P a [7| P, abychom
fad uréili. Oznacime-li (y1,72) = [2] P, pak

3-0241
M=X-2.0=5°-2.-0=3, protoie)\:2—1+:—5,
o =A0—7)—1=-50-3)—1=3, tudiz [2]P = (3,3).

Dale pro (v1,7) = [4]P = [2](3,3) dostavame \ = 32 = 1,

Nn=A—-2.3=12-6=-5 %=A3—-m)—-3=13+5)—-3=5,
proto [4]P = (—5,5).
Nyni spoc¢itame (y1,72) = [3]P = P @ [2]P = (0,1) & (3, 3):

1—
Mm=XN-0-3=32-3= -5, protoie)\:ﬁ:—?),

Y2 =A0—7)+5=-30+5)—1= -5, aproto [3]P = (-5, —5).

Nyni vidime, 7Ze [4]P = ©[3]|P, coz znamend, ze [7|P = o, a protoze jsme uz
zjistili, Ze P # o a P # ©P, ma prvek P v grupé Fi 1(Zy;) fad 7.
(b) Uvédomime si, ze ndm zobrazeni

U:{(z,y)€Z: |y =2*+2+1 (mod77)} —

{(z,y) € Z2 | y* = 2*+2+1 (mod 7)}x{(x,y) € Z2, | v* = 2°+2+1 (mod 11)}

dané predpisem ¥ (z,y) = ((z) mod 7, (y) mod 7), (z) mod 11, (y) mod 11))
diky c¢inské vété o zbytcich dava bijekci. Uvédomime-li si, ze vlevo mame



mnozinu E ;(Z77) \ {0} a vpravo kartézsky sou¢in mnozin E);(Zz;) \ {o} a
El,l (Zn) \ {O} dostdvame

|Ev 1 (Zar)| = [(Bra(Zar) \ {o}) X (E1i(Zy

(¢) Budeme postupovat jako v tloze (a

2P na B 1(Zr;) spocitdme \ = 221

\{o})|+1=4-13+1=53.

1)
). Nejprve pro dublovani (y1,72) =
2! = —38 a poté uréime

M =A2=2.0=382-2.0 = —19, 7, = A(0—7;)—1 = —38(0+19)—1 = —30.

Nasli jsme tedy @ = (—19,—-30). Opét dublujeme (71,72) = R = [2]Q, tedy
spo¢teme smérnici pifslusné tecny A = < %92;6)1 =S =30=%=23apoté

1 =237 — 2. (=19) = 28, vy, = 23(—19 — 28) + 30 = 27,

tedy R = (28,27) a konetné hledame-li P & R pak pii pokusu o spocteni
sefného A\ vidime, ze ged(28,77) = 7, tedy jsme dostali kolizi vypoctu a
vlastni délitel 7 ¢isla 77.

(d) Protoze v |E171(Z7)| 1v |E1’1(Z11)| pf‘l Vypoétu Q =P D .P7 S =
QdQ, R=5@ P vyuzivame tentyz vzorec pii jiném modulu, ktery déli
pvodni modul 77, stadi vysledek upravit ptislusnam modulem. Tedy FE; 1(Z)
dostavame

Q = ((—19)) mod 7, (—30) mod 7) = (2, —2)
R = ((28)) mod 7,(27) mod 7) = (0, —1)
a okamzité vidime, ze R = ©P, proto S = R® P = [5]P = o, coz je v souladu
se zjisténim o Fadu prvku P z tlohy (a).
Hodnoty Q a R v Ej 1(Zq1) uz jsem ur¢ili ve vypoctu (a), tedy zopakujme,
Ze mame
Q = ((—19)) mod 11, (—30) mod 11) = (3, 3)
R =((28)) mod 11, (27) mod 11) = (=5, 5)
a zbyva nam bud standardnim postupem spocitat (y1,72) =S = R@& P =

5] P, kdy smérnice sefny je A = 2= =2 = -3 a

N=34+5-0=3, yp=-30-3)—1=-3,

nebo si uvédomime, ze ze znalosti fadu prvku P a hodnoty [2|P = (3,3),
které jsme zjistili v (a) plyne, ze [5|P = S[2|P = &(3,3) = (3, —3). O

2.7. Vite—li, 7e ’E1,1(2199)| = 218, ‘E1,1<Z269)’ = 294 a 53531 = 199 - 269,
vysvétlete, pro¢ pro eq a P = (0,1) € E(Zs3531) mizeme olekavat, 7ze
ECM nalezne netriviani délitel ¢isla 53531.

[]



3 Odmocniny modulo n

3.1. Necht p € P liché splituje p = 3 (mod 4) a a € Z;. Pokud pro a € Z;

2 ptl

existuje Teseni rovnice x* = a, ovéite, ze je praveé tvaru x = +a « .

Uvédomime si, 7e 4 | p+ 1 a Ze feSeni rovnice 2% = a existuje, pravé kdyz
p—1
(%) =a 2z = 1. Proto
pt+l ptl
(a 4 )2 = a 2 — a’
pt1
proto x = +a"+ . L]

3.2. Necht p = 8k +5 € Ppro k € N (tedy p = 5 (mod 8). a a € Z.
Dokazte, 7e pokud existuje feseni rovnice 22 = a € Z,, je prave bud tvaru
x = +a"*! nebo x = £2%k gk,

Je-li a kvadraticky zbytek modulo p, pak opét pro p%l = 4k + 2 plati, Ze
a***2 = 1, tudiz a®**! je prvek exponentu 2, a proto a?**! = £1.

Pokud a**! = 1, pak a**? = q, a proto je feSenim nasi rovnice z =
j:ak—i-l.

Jestlize a®**! = —1, vzpomeneme si, ze 2%+2 = (%) = —1, nebot 2 je
kvadraticky zbytek modulo prvocislo p, pravé kdyz p = +1 (mod 8), coz
znamend, ze 241+2q28+1 — 1 proto 24+20%+2 = g a z = £2%HgAT je
hledanym feSenim.

]

3.3. Najdéte viechna feseni rovnice 22 = a pro a € Z.,, pro

Protoze 31 = 3 (mod 4) sta¢i v piikladech (a), (b) vyuzit vysledek tlohy
3.1, spocitat x = +a**! a ovéfit, zda opravdu 22 = a (nebo predem zjistit,
zda je a kvadraticky zbytek):

(a) 2 =207 = (=11)® = £(=3)* = 12 a 2% = 20, proto = = £12.

(b) # = £117 = £(—3)* = £12 a 22 # 11, tedy rovnice nem4 feSeni.



10.4.

V tlohéch (¢) a (d) vyuZijeme analogicky k pfedchozim fesenim vysledku
3.2, nebot 101 = 5 (mod 8) a 101 = 8k + 5 pro k = 12. Nejprve v Zjp
spocteme 22F+1 = 225 = 10, poté spoc¢itdme y = a*T'. Pokud y? = a, budeme
mit feseni +y. V opaéném piipadé zjistime, zda —y? = a, tedy zda (2%°y)? =
(10y) = a, a pokud ano, bude feSnim tlohy +10y, jinak loha FeSeni mit
nebude.

(c) Pocitame y = 2481 = 2413 = 23 a protoze y? = 24, méme fedeni
T = £23.

(d) Nyni y = 70'3 = 43, a protoze y* = 31 = —70, vidime, Ze FeSeni
existuje a je nutné tvaru x = £10 - 43 = £26. ]

3.4. Najdéte v télese Zio; véechny kofeny polynomu 322 + 7z — 27.

Nejprve spo¢itdme determinant polynomu 72 +4 -3 -27 = 70. V tloze
3.3(d) uz jsme nasli v/70 = 26, nyni zbyva vyuzit klasicky vzorecek

7 26
T = _éiF =—7-17£26-17=—18 £ 38.
Zjistili jsme, Ze polynom 3z? + 7z — 27 m4 v Zo; kofeny 20 a 45. O



