
27.2.

1 Pollardova ρ-metoda

1.1. Urèete periodu a preperiodu posloupnosti {sn}n≥0 urèené polynomiál-
ním zobrazením f(x) = ax + b ∈ Zp pro x ∈ Zp, kde p ∈ P, tj. s0 ∈ Zp a
sn+1 = f(sn), pokud

(a) a = 1, b ∈ Zp,

(b) a ∈ Z∗
p, b = 0.

(a) Nejprve vyjádøíme pøímo hodnotu sn = s0+nb. Pro b = 0 je posloup-
nost konstantní, a proto má preperiodu m = 0 a periodu t = 1.

Pokud b ̸= 0, máme ib ̸= 0 pro i = 1, . . . , p− 1 a pb = 0, co¾ znamená, ¾e
má posloupnost preperiodu m = 0 a periodu t = p.

Pollardova ρ-metoda bude v pøípadì b = 0 úspì¹ná, jen tehdy, kdy b =
0 vzniklo modulením nenulové hodnoty B ∈ ZN , tedy kdy¾ jsme uhodli
násobek vlastního dìlitele p | N , co¾ se nedá oèekávat èasto. V pøípadì
b ̸= 0 je souèet t+m = p, tedy v pøípadech obou algoritmù musíme provést
maximální mo¾ný poèet iterací (p vnì)

(b) Opìt snadno urèíme nerekurentní vzorec sn = ans0.Je-li s0 = 0,
posloupnost je konstantnì nulová, tedy posloupnost s preperiodou m = 0 a
periodou t = 1.

Pokud s0 ̸= 0, vidíme, ¾e preperioda posloupnosti je nulová, nebo» ap−1 =
1 a ¾e nejmen¹í pøirozené èíslo t splòující s0 = s0a

t, tedy perioda posloupnosti,
je rovno právì øádu oZ∗

p
(a).

V¹imnìme si, ¾e napøíklad pro bezpeèné prvoèíslo p = 2q + 1, kde q ∈
P obsahuje grupa Z∗

p jeden prvek øádu 1 a jeden prvek øádu 2, které pro
Pollardovu ρ-metodu nejsou dobøe pou¾itelné a pak (q − 1) prvkù øádu q a
stejný proèet prvkù øádu 2q, které øíkají, ¾e procházka po rùzných èíslech
posloupnosti v Pollardových algoritmech by byla opìt pøíli¹ dlouhá.

6.3.

1.2. Oznaème fa,b : Zp → Zp a�nní transformace daná vztahem fa,b(x) =
ax + b a Aff(Zp) = {fa,b | a ∈ Z∗

p, b ∈ Zp}. Doka¾te Aff(Zp) je podgrupou
symetrické grupy S(Zp) pro p ∈ P, tedy grupa.

Staèí si rozmyslet, ¾e

f1,0 = id, fa,bfc,d = fac,ad+b, f−1
a,b = fa−1,−a−1b

odkud plyne, ¾e fa,b je invertibilní, tedy permutace na Zp a mno¾ina Aff(Zp) je
uzavøená na operace skládání a invertování a jedná s etudí¾ o podgrupu.
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1.3. Urèete periodu a preperiodu posloupnosti {sn}n≥0 dané polynomiálním
zobrazením f : Zp → Zp pro p ∈ P, pokud

(a) f(x) = ax+ b, a, b ∈ Z∗
p a a ̸= 1.

(b) f(x) = x2.

(a) S vyu¾itím pøedchozí úlohy najdeme c tak, aby f1,cfa,bf
−1
1,c = fu,0.

Nejprve spoèteme

f1,cfa,bf
−1
1,c = f1,cfa,bf1,−c = fa,b+cf1,−c = fa,−ac+b+c,

z podmínky −ac+ b+ c = 0 plyne, ¾e c = b(a− 1)−1.
Oznaème g = f1,c, f = fa,b a h = gfg−1. Proto¾e sn = fn(s0) =

g−1hn(g(s0)), vidíme, ¾e si = sj, práve kdy¾ hi(g(s0)) = hj(g(s0)), tedy
perioda i preperioda posloupností {sn}n≥0 a {hn(g(s0))}n≥0 je stejná. Nyní
zbývá vyu¾ít 1.1, která øíká, ¾e pro s0 = −c jsou obì posloupnosti konstantní
, tedy mají preperiodu m = 0 a periodu t = 1 a pro s0 ̸= −c mají obì
posloupnosti opìt preperiodu m = 0 a periodu t = oZ∗

p
(a).

(b) Nejprve si uvìdomíme, ¾e ze vztahu sn+1 = s2n okam¾itì plyne ne-
rekurentní vzoreèek sn = s2

n

0 . Dále si v¹imneme, ¾e pro s0 = 0, 1 je získaní
posloupnost konstantní, tedy s preperiodou 0 a periodou 1 a mù¾eme se tak
omezit na na hledáme nejmen¹ího i a nejmen¹ího j > i, pro která platí ,
¾e si = sj za pøedpokladu, ¾e s0 ̸= 0, 1. Najdeme-li je, pak i bude právì
preperioda a j − i perioda této posloupnosti. Uvá¾íme øadu ekvivalentních
pøekladù podmínky v grupì Z∗

p

si = sj ⇔ s2
i

0 = s2
j

0 ⇔ s2
j−2i

0 = 1 ⇔ s
2i(2j−i−1)
0 = 1 ⇔ oZ∗

p
(s0) | 2i(2j−i − 1),

kde poslední ekvivalence plyne z faktu, ¾e exponentem prvku jsou právì
násobky øádu prvku. Nyní vyjádøíme oZ∗

p
(s0) = 2em pomocí e = v2(oZ∗

p
(s0)),

kde m je liché. Potom dostáváme ekvivalence

oZ∗
p
(s0) | 2i(2j−i − 1) ⇔ i ≥ e, m | 2j−i ⇔ i ≥ e, 2j−i ≡ 1 (mod m).

Minimálních hodnot tedy dosahujeme pro preperiodu i = e a periodu j− i =
oZ∗

m
(2).

13.3.
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2 B-mocná èísla

2.1. Urèete hodnotu eB a spoèítejte v¹echna èísla, která jsou B-mocná, po-
kud (a) B = 4, (b) B = 10.

(a) Vidíme, ¾e právì prvoèísla 2, 3 jsou men¹í nebo rovna ne¾ 4, proto

e4 = 2⌊log2(4)⌋3⌊log3(4)⌋ = 22 · 31 = 12.

Z pøedná¹ky víme, ¾e B-mocná èísla dìlí eB a snadno nahlédneme, ¾e ka¾dý
dìlitìl eB je B-mocný. Proto mno¾ina {2i ·3j | i ∈ Z3, j ∈ Z2} obsahuje právì
v¹echna 4-mocná èísla, kterých je 3 · 2 = 6.

(b) Podobnì jako v (a) nahlédnme, ¾e právì prvoèísla 2, 3, 5, 7 ≤ 10 a

e10 = 2⌊log2(10)⌋3⌊log3(10)⌋5⌊log5(10)⌋7⌊log7(10)⌋ = 23 · 32 · 5 · 7 = 2520.

Dále mno¾ina v¹ech 10-mocných èísla {2i ·3j ·5k ·7l | i ∈ Z4, j ∈ Z3, k, l ∈ Z2}
obsahuje 48 = 4 · 3 · 22 rùzných hodnot.

2.2. Pro (a) B = 4, (b) B = 10 najdìte v¹echna prvoèísla p ≤ 20, pro která
jsou B-mocná èísla p− 1.

(a) Hledáme prvoèísla p ≤ 20, pro nì¾ p− 1 | 12. Vidíme, ¾e jde právì o
prvoèísla

1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, 4 + 1 = 5, 6 + 1 = 7, 12 + 1 = 13.

(b) Kromì v¹ech hodnot z (a) je¹tì máme prvoèísla

10 + 1 = 1, 18 + 1 = 19.

2.3. Pro (a) B = 4, (b) B = 10 najdìte v¹echna prvoèísla p ≤ 20, pro která
jsou B-mocná èísla p+ 1.

(a) Tentokrát hledáme prvoèísla p ≤ 20, pro nì¾ p+ 1 | 12, jim¾ jsou

3− 1 = 2, 4− 1 = 3, 6− 1 = 5, 12− 1 = 11.

(b) Opìt k prvoèíslùm z (a) pøidáme prvoèísla

8− 1 = 7, 18− 1 = 17, 20− 1 = 19.

Pøipomeòme, ¾e èíslo Fn = 22
n
+ 1 se nazývá Fermatovo, zjevnì F0 = 3,

F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 jsou prvoèísla.
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2.4. Doka¾te, ¾e F4 je prvoèíslo.

Proto¾e F4 − 1 = 216 ≡ −1 (mod F4), snadno uvá¾íme, ¾e prvoèíselný
dìlitel p > 2 èísla F4 splòuje kongruence

216 ≡ −1 (mod p) a 232 ≡ 1 (mod p),

co¾ znamená, ¾e øád prvku 2 je v grupì Z∗
p právì 32. O ka¾dém prvku grupy

Z∗
p dále z Lagrangeovy vìty víme, ¾e je exponentu p−1, proto 32 | p−1, tedy

p = 32k + 1 pro nìjaké k. Pøípadný vlastní dìlitel èísla F4 musí být nejvý¹e√
F4 < 28 + 1 = F3 = 257, proto staèí uvá¾it prvoèísla z hodnot 32k + 1 pro

k = 1, . . . 7, jimi¾ jsou, jak snadno spoèítáme, pouze hodnoty 97 a 193. U
obou snadno spoèítáme, ¾e nejde o dìlitele èísla F4, proto je F4 prvoèíslo.

2.5. Uka¾te pomocí vhodné varianty Pollardovy p − 1-metody, ¾e je F5

slo¾ené.

Proto¾e známe prvoèíselný faktor 641 èísla F5, mù¾eme si uvìdomit, ¾e
641−1 = 27 ·5 je exponent ka¾dého prvku Z∗

641, tedy a640 ≡ 1 (mod 641) pro
ka¾dé a ∈ Z∗

F5
. Zvolíme tedy hodnotu B = 27 = 128 a upravíme 2.variantu

Pollardovy p − 1-metody tak, ¾e místo hodnoty e128 pracující se souèinem
pøíli¹ mnoha proèísel uvá¾íme hodnotu ê128 = 27 · 34 · 53, o ní¾ víme, ¾e
640 | ê128.

Zároveò si vzpomeòme , ¾e 264 ≡ 1 (mod F5), co¾ znamená, ¾e

2ê128 ≡ (264)2·81·125 ≡ 1 (mod F4).

Proto¾e 2ê128 ≡ 1 (mod 640) bude gcd(2ê128−1, F5) = F5, tudí¾ pomocí a = 2
prvoèíselný dìlitel 641 nenajdeme. Proto zvolíme a = 3 a poèítáme

a1 = (381) mod F5 = 1918862017, a2 = (a1) mod F5 = 4292273029.

Nyní budeme testovat nejvìt¹í spoleèné dìlitele gcd(ai − 1, F5) a poèítat
ai+1 = (a2i ) mod F5:

gcd(a2 − 1, F5) = 1, a3 = (a22) mod F5 = 585323894,

gcd(a3 − 1, F5) = 1, a4 = (a23) mod F5 = 4278871505,

gcd(a4 − 1, F5) = 1, a5 = (a24) mod F5 = 2092752224,

gcd(a5 − 1, F5) = 1, a6 = (a25) mod F5 = 2812764726,

gcd(a6 − 1, F5) = 1, a7 = (a26) mod F5 = 1314231249,

gcd(a7 − 1, F5) = 1, a8 = (a27) mod F5 = 3257626099,

gcd(a8 − 1, F5) = 1, a9 = (a28) mod F5 = 3616864936.

Nyní u¾ dostáváme, ¾e gcd(3ê128 − 1, F5) = gcd(a9 − 1, F5) = 641, èím¾ jsme
ovìøili, ¾e je F5 slo¾ené èíslo.
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27.3.

2.6. Nech» P = (0, 1). Víte-li, ¾e |E1,1(Z7)| = 5 a |E1,1(Z11)| = 14,

(a) urèete øád prvku P v grupách E1,1(Z7) a E1,1(Z11)

(b) spoèítejte velikost mno¾iny |E1,1(Z77)|,

(c) spoèítejte hodnoty nebo najdìte kolizi pøi výpoètu Q = P ⊕ P , R =
Q⊕Q, S = R⊕ P v ECM na mno¾inì |E1,1(Z77)|,

(d) urèete, co je výsledkem výpoètu z (c) v grupách |E1,1(Z7)| a |E1,1(Z11)|.

(a) Proto¾e P ̸= o a grupa E1,1(Z7) je prvoèíselného øádu 5, musí být
prvek P generátor, tedy je øádu 5.

V grupì E1,1(Z11) øádu 14 mohou být prvky øádu 1, 2, 7 a 14 (i v tomto
pøípadì se jedná o cyklickou grupu), proto staèí spoèítat [2]P a [7]P , abychom
øád urèili. Oznaèíme-li (γ1, γ2) = [2]P , pak

γ1 = λ2 − 2 · 0 = 52 − 2 · 0 = 3, proto¾e λ =
3 · 02 + 1

2 · 1
= −5,

γ2 = λ(0− γ1)− 1 = −5(0− 3)− 1 = 3, tudí¾ [2]P = (3, 3).

Dále pro (γ1, γ2) = [4]P = [2](3, 3) dostáváme λ = 3·32+1
2·3 = 1,

γ1 = λ2 − 2 · 3 = 12 − 6 = −5, γ2 = λ(3− γ1)− 3 = 1(3 + 5)− 3 = 5,

proto [4]P = (−5, 5).
Nyní spoèítáme (γ1, γ2) = [3]P = P ⊕ [2]P = (0, 1)⊕ (3, 3):

γ1 = λ2 − 0− 3 = 32 − 3 = −5, proto¾e λ =
1− 3

0− 3
= −3,

γ2 = λ(0− γ1) + 5 = −3(0 + 5)− 1 = −5, a proto [3]P = (−5,−5).

Nyní vidíme, ¾e [4]P = ⊖[3]P , co¾ znamená, ¾e [7]P = o, a proto¾e jsme u¾
zjistili, ¾e P ̸= o a P ̸= ⊖P , má prvek P v grupì E1,1(Z11) øád 7.

(b) Uvìdomíme si, ¾e nám zobrazení

Ψ : {(x, y) ∈ Z2
77 | y2 ≡ x3 + x+ 1 (mod 77)} →

{(x, y) ∈ Z2
7 | y2 ≡ x3+x+1 (mod 7)}×{(x, y) ∈ Z2

11 | y2 ≡ x3+x+1 (mod 11)}

dané pøedpisem Ψ(x, y) = ((x) mod 7, (y) mod 7), (x) mod 11, (y) mod 11))
díky èínské vìtì o zbytcích dává bijekci. Uvìdomíme-li si, ¾e vlevo máme
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mno¾inu E1,1(Z77) \ {o} a vpravo kartézský souèin mno¾in E1,1(Z77) \ {o} a
E1,1(Z11) \ {o} dostáváme

|E1,1(Z77)| = |(E1,1(Z77) \ {o})× (E1,1(Z11) \ {o})|+ 1 = 4 · 13 + 1 = 53.

(c) Budeme postupovat jako v úloze (a). Nejprve pro dublování (γ1, γ2) =
[2]P na E1,1(Z77) spoèítáme λ = 3·02+1

2·1 = 21 = −38 a poté urèíme

γ1 = λ2−2·0 = 382−2·0 = −19, γ2 = λ(0−γ1)−1 = −38(0+19)−1 = −30.

Na¹li jsme tedy Q = (−19,−30). Opìt dublujeme (γ1, γ2) = R = [2]Q, tedy
spoèteme smìrnici pøíslu¹né teèny λ = 3·192+1

2·(−30)
= 6

−60
= −8

80
= 69

3
= 23 a poté

γ1 = 232 − 2 · (−19) = 28, γ2 = 23(−19− 28) + 30 = 27,

tedy R = (28, 27) a koneènì hledáme-li P ⊕ R pak pøi pokusu o spoètení
seèného λ vidíme, ¾e gcd(28, 77) = 7, tedy jsme dostali kolizi výpoètu a
vlastní dìlitel 7 èísla 77.

(d) Proto¾e v |E1,1(Z7)| i v |E1,1(Z11)| pøi výpoètu Q = P ⊕ P , S =
Q ⊕ Q, R = S ⊕ P vyu¾íváme tentý¾ vzorec pøi jiném modulu, který dìlí
pvodní modul 77, staèí výsledek upravit pøíslu¹nám modulem. Tedy E1,1(Z7)
dostáváme

Q = ((−19)) mod 7, (−30) mod 7) = (2,−2)

R = ((28)) mod 7, (27) mod 7) = (0,−1)

a okam¾itì vidíme, ¾e R = ⊖P , proto S = R⊕P = [5]P = o, co¾ je v souladu
se zji¹tìním o øádu prvku P z úlohy (a).

Hodnoty Q a R v E1,1(Z11) u¾ jsem urèili ve výpoètu (a), tedy zopakujme,
¾e máme

Q = ((−19)) mod 11, (−30) mod 11) = (3, 3)

R = ((28)) mod 11, (27) mod 11) = (−5, 5)

a zbývá nám buï standardním postupem spoèítat (γ1, γ2) = S = R ⊕ P =
[5]P , kdy smìrnice seèny je λ = 5−1

−5−0
= 2

3
= −3 a

γ1 = 32 + 5− 0 = 3, γ2 = −3(0− 3)− 1 = −3,

nebo si uvìdomíme, ¾e ze znalosti øádu prvku P a hodnoty [2]P = (3, 3),
které jsme zjistili v (a) plyne, ¾e [5]P = ⊖[2]P = ⊖(3, 3) = (3,−3).

2.7. Víte-li, ¾e |E1,1(Z199)| = 218, |E1,1(Z269)| = 294 a 53531 = 199 · 269,
vysvìtlete, proè pro e49 a P = (0, 1) ∈ E1,1(Z53531) mù¾eme oèekávat, ¾e
ECM nalezne netriviání dìlitel èísla 53531.
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3 Odmocniny modulo n

3.1. Nech» p ∈ P liché splòuje p ≡ 3 (mod 4) a a ∈ Z∗
p. Pokud pro a ∈ Z∗

p

existuje øe¹ení rovnice x2 = a, ovìøte, ¾e je právì tvaru x = ±a
p+1
4 .

Uvìdomíme si, ¾e 4 | p+1 a ¾e øe¹ení rovnice x2 = a existuje, právì kdy¾(
a
p

)
= a

p−1
2 = 1. Proto

(a
p+1
4 )2 = a

p+1
2 = a,

proto x = ±a
p+1
4 .

3.2. Nech» p = 8k + 5 ∈ P pro k ∈ N (tedy p ≡ 5 (mod 8). a a ∈ Z∗
p.

Doka¾te, ¾e pokud existuje øe¹ení rovnice x2 = a ∈ Z∗
p, je právì buï tvaru

x = ±ak+1 nebo x = ±22k+1ak+1.

Je-li a kvadratický zbytek modulo p, pak opìt pro p−1
2

= 4k + 2 platí, ¾e
a4k+2 = 1, tudí¾ a2k+1 je prvek exponentu 2, a proto a2k+1 = ±1.

Pokud a2k+1 = 1, pak a2k+2 = a, a proto je øe¹ením na¹í rovnice x =
±ak+1.

Jestli¾e a2k+1 = −1, vzpomeneme si, ¾e 24k+2 =
(
2
p

)
= −1, nebo» 2 je

kvadratický zbytek modulo prvoèíslo p, právì kdy¾ p ≡ ±1 (mod 8), co¾
znamená, ¾e 24k+2a2k+1 = 1, proto 24k+2a2k+2 = a a x = ±22k+1ak+1 je
hledaným øe¹ením.

3.3. Najdìte v¹echna øe¹ení rovnice x2 = a pro a ∈ Z∗
p pro

(a) p = 31, a = 20,

(b) p = 31, a = 11,

(c) p = 101, a = 24,

(d) p = 101, a = 70.

Proto¾e 31 ≡ 3 (mod 4) staèí v pøíkladech (a), (b) vyu¾ít výsledek úlohy
3.1, spoèítat x = ±ak+1 a ovìøit, zda opravdu x2 = a (nebo pøedem zjistit,
zda je a kvadratický zbytek):

(a) x = 20
32
4 = (−11)8 = ±(−3)4 = 12 a x2 = 20, proto x = ±12.

(b) x = ±11
32
4 = ±(−3)4 = ±12 a x2 ̸= 11, tedy rovnice nemá øe¹ení.
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10.4.

V úlohách (c) a (d) vyu¾ijeme analogicky k pøedchozím øe¹ením výsledku
3.2, nebo» 101 ≡ 5 (mod 8) a 101 = 8k + 5 pro k = 12. Nejprve v Z101

spoèteme 22k+1 = 225 = 10, poté spoèítáme y = ak+1. Pokud y2 = a, budeme
mít øe¹ení ±y. V opaèném pøípadì zjistíme, zda −y2 = a, tedy zda (225y)2 =
(10y) = a, a pokud ano, bude øe¹ním úlohy ±10y, jinak úloha øe¹ení mít
nebude.

(c) Poèítáme y = 24k+1 = 2413 = −23, a proto¾e y2 = 24, máme øe¹ení
x = ±23.

(d) Nyní y = 7013 = 43, a proto¾e y2 = 31 = −70, vidíme, ¾e øe¹ení
existuje a je nutnì tvaru x = ±10 · 43 = ±26.

3.4. Najdìte v tìlese Z101 v¹echny koøeny polynomu 3x2 + 7x− 27.

Nejprve spoèítáme determinant polynomu 72 + 4 · 3 · 27 = 70. V úloze
3.3(d) u¾ jsme na¹li

√
70 = ±26, nyní zbývá vyu¾ít klasický vzoreèek

x = −7

6
± 26

6
= −7 · 17± 26 · 17 = −18± 38.

Zjistili jsme, ¾e polynom 3x2 + 7x− 27 má v Z101 koøeny 20 a 45.
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