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MOTIVACE A OBSAH KURZU

Ukolem teorie kédovani je vytvofit matematicky model alohy:

27
27
30
31

Efektivné a bez ztrdt prenést informaci informacnim kandlen od zdroje informace

k prijemci.

Zatimco otazkou méfeni obsahu informace a jeho ztraty se zabyva teorie informace,
my se budeme zabyvat ,strukturu”, kterd informaci nese (kédu - textu, pfipadné jeho

kédovani) bez ohledu na ,obsah”.
Konkretizace polozek tkolu:

informaé¢ni kanal - fyzikalni prostfedi, u néjz nas zajiméa mira jeho (ne)spolehlivosti

zdroj/piijemce - strany komunikace (2 lidé, 2 stroje, vysila¢ pfijima¢ apod.)
bezztratovost - informace zdroje a pfijemce by méla byt ,stejnd”

efektivita - snaha o maximalizaci miry informace vzhledem k velikosti struktury, ktera

informaci "nese”

Date: 14. dubna 2022.



Rozvrh kurzu

(1) zakladni koncepty teorie kédu (vzdéalenost, nosnost, linearita, dualita)

(2) algebraické konstrukce (kone¢na télesa a polynomy nad nimi, cyklické kédy, (G)RS,
BCH kdédy)

(3) kombinatorické a geometrické konstrukce (Golayovy kédy, RM kédy),

(4) tvod do konvolucnich kédd.

1. VZDALENOST A NOSNOST BLOKOVEHO KODU

Celou prednasku predpoklddame, ze F, = I je abeceda znakt zdroje i pfijemce pro I
konecné téleso fadu g = |F|.
T&N. Pro n € N budeme vektor v € F” nazyvat slovo délky n a v soufadnicich ho

budeme zapisovat fadkové v = v1vy ... v,.
Mnozina C C F" se nazyva blokovy kod délky n
Definice. Necht u,v € F"* a C C F" je neprazdné mnoZina slov. Pak
- d(u,v) = |{i | u; # v;}| se nazyva (Hammingova) vzddlenost slov u a v,
- polozme d(C) = min{d(u,v) |u,v € C,u# v} pro|C| > 1 ad(C) =n+1pro|C| =1,
pak d(C) nazveme (Hammingova) vzddlenost kédu C,
- w(u) = d(u,0) se nazyva (Hammingova) viha slova u.
Poznamka 1.1. Jestlize u,v € F™ pak
(1) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pro kazdé w € F"
(2) d(u,v) =w(u—v)
Diikaz. (1) Ozna¢me D(u,v) = {i | u; # v;}, pak
D(u,v) C D(u,w)U D(w, V)
proto
d(u,v) = [D(w,v)| < [Dlu, w) U D(w,v)| < d(w,w) +d(w, ).
(2) Staci uvazit, ze u; # v; < u; — v; # 0. O
T&N. Jestlize u € F; a r je nezadporné celé ¢islo, pak
S(u,r) :={veFy |du,v)<r}
je g-arni koule o poloméru r se stiedem u.

Velikost koule v prostoru Fy se zna¢i Vy(n,r) = [S(0,7)|.

Pozorovani. Jestlize u,v € F" a r € N pak
(1) S(u,r) =u+95(0,r) =u—v+S(v,r),
(2) |S(u,r)| =[S(0,r)] = [S(v,7)|.

T&N. Je-li 7 nezaporné celé ¢islo, pak o kédu C C [y fekneme, Ze
- rozpoznd r chyb, pokud S(u,r) NC = {u} pro kazdé u € C,
- opravi r chyb, pokud S(u,r) N S(v,r) =0 pro kazdé u,v € C, u # v.

Poznamka 1.2. Je-li C C F" je aspon dvouprvkovy kéd a r € N pak
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(1) C rozpozna r chyb < d(C) > r,
(2) C opravi r chyb < d(C) > 2r,
Diikaz. (1) d(C) > r <& Yu # v € C plati, ze d(u,v) >r < VueC: S(u,r)NC = {u}.
(2) DokéZzeme nepiimo.
(=) Nechf d < 2r. Pak Ju # v € C spliujici d(u,v) < 2r = pro D := {i | u; # v;}
dostavame |D| < 2r = 3B C D, pro néz |B| < r a |D \ B| < r. Definujme slovo w:
U; proi € B
w; =< proi€ D\ B
u; = v; jinde
Pak d(u,w) <rad(v,w) <r, protow € S(u,r) N S(v,r).
(<) Necht Ju # v € C a Fw € F" spliiujici w € S(u,r) N S(v,r). Pak
d(u,v) <d(u,w)+d(w,v) <2r
diky (1) U
Pozorovani. Pokud kéd C opravi r chyb, u € C, v € S(u,r), pak S(v,r)NC = {u}
Predchozi tvaha vede k opravovacimu algoritmu metodou nejblizsiho slova: je-li v
ptijaté slovo, zvolime takové u € C, pro néz S(v,r) NC = {u}. Je-li pravdépodobnost
bezchybného piijeti (g-arniho) bitu vétsi nez pravdépodobnost bitové chyby, vime z teorie
informace, ze se jednad o ML dekddovaci schéma.

Véta 1.3 (Hammingova nerovnost). Necht C C F" je asponi dvouprvkovy kéd, ktery
opravi r chyb. Pak 2r < d(C) a pro k = log, |C| plati, Ze Vy(n,r) < ¢"".

Dikaz. [1.2] = 2r < d(C) = {S(u,r) | u € C} je disjunktni systém podmnozin F”

= Vyn,nlc| =) |S(u,r) = IUuecs(u,T)l < [F"| = q".

ueC
Tudiz Vy(n,r) < & = ¢" . O

Definice. Necht ¢ C F", k = log,|C| a r je nezaporné celé ¢slo. Cislo E se nazyvé
nosnost (nebo také informaéni pomér) kédu
Kéd C je r-perfektni, jestlize opravi r chyb a V,(n,r) = ¢" 7%, C je perfektni, jestlize
existuje 7, pro néz je r-perfektni.
Pozorovani. Necht C C F", k = log, |C| > 0 a r je nezadporné celé ¢islo.
(1) £e(0,1) ak=n&C=Fy,
(2) C je r-perfektni < Fy = (J,S(u,7),

(3) pro r > 0 je perfektni kéd r-perfektni pro (jediné) r = %.

Priklad 1.4. (1) F” je O-perfektni kdd,
(2) {0} C F™ je n-perfektni kéd.

Véta 1.5 (Singletontiv odhad). Jestlize C C Fy, C # () a k = log, |C|, pak d(C) < n—k+1.
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Diikaz. Necht A(n,d) := max{log,|C| | C C Fy,d(C) > d}. Pak pro kazdé C C F}
spliujici d = d(C) plati, ze k < A(n,d).

Dokazujme indukei dle d > 1 tvrzeni Vn A(n,d) <n —d+ 1.

Protoze A(n,1) < A(n,d) < n, vidime, Ze tvrzeni pro d = 1 plati.

Za platnosti tvrzeni pro d — 1 dokazeme tvrzeni pro d > 2. Pro libovolny kéd C C Fy
spliiujici d(C) > d definujme kéd

Co={vi...vn1 €F;7 | v, : v1... 0510, €C}.

Pak |C| = |C| protoze d > 2 a dale d(C) > d — 1, proto diky indukénimu ptredpokladu
An,d) < An—-1,d-=1)<(n—-1)—(d-1)+1=n—-d+1=
E<A(n,dC))<n—-dlC)+1 = dlC)<n—k+1

U
Definice. Necht C C Fy, k = log, [C| a d = d(C). C se nazyva MDS (maximum distance
separable), jestlize d =n — k + 1.

Priklad 1.6. (1) F" i {0} jsou MDS i perfektni kédy.
(2) Pro n > 2 je tzv. paritni kéd C = {v € F} | >, v; = 0} MDS, nebot d(C) = 2 a
k =n — 1, ovSem nejedna se o perfektni kod.

Algebraické konstrukce
2. LINEARNI KODY

Definice. C C F" se nazyva linedrni kod, jde-li o podprostor vektorového prostoru F"
nad télesem IF.

Pozorovani. Pro linedrni kéd C C F je k = log, |C| = dimg, (C), tedy nosnost C je rovna
dim(C)

T&N. Je-li C C F} linedrni kéd délky n nad télesem Fy, k& = dimy, (C) a d = d(C), pak
ho oznacujeme jako kéd s parametry

(n, k], [n,k,d], [n, Kkl [0k, d],.
Pozorovani. Je-li C linearni kéd kladné dimenze, pak
d(C) = min{d(u,v) |u,v € C,u # v} =min{w(v) |veC\ {0}}.
C1
T&N. BudC [n,k]-kédaC = | " | e F""aH € F"%*" pak C je generujici matice

Ck
kédu C, jestlize cq, ..., ¢, je baze C, a a H kontrolni matice kédu C, pokud C = Ker H.
Pozorovani. Necht C € F*** H € F"=%)*" 3 C je [n, k]-kéd.
(1) Bud C generujici matice C. Pak H je kontrolni matice kédu C, pravé kdyz radky

H tvoii bazi feseni soustavy Cx! = 07.
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(2) Bud H kontrolni matice C. Pak C je generujici matice kédu C, pravé kdyz radky
C tvoii bézi feseni soustavy Hx? = 07

(3) C aH jsou generujici a kontrolni matice kédu C, pravé kdyz rank C = k, rank H =
n—k, CH' =0aC =1Im C” = Ker H.

T&N. Pro (blokové) kédy C,C C F" a permutaci o € S, ozna¢me C ~, C, pokud
ci...cn €C & Co1)---Com) €C. Rekneme, ze jsou kédy C a C permutacné ekvivalentni
jestlize existuje o € S, pro niz C ~, C

Pozorovani. Necht o € S, kédy C,C C F” jsou permutacéné ekvivalentni prostiednic-
tvim o a definujme ¢, : F* — F" piedpisem @q(v) = Uo(1) - - . Vo(n)- Pak

(1) @y : F" — F" je izomorfismus, C = ¢,(C) a |C| = |C|, B

(2) pro u,v € F" mame d(u,v) = d(¢, (1), ¢,(v)) a proto d(C) = d(C),

(3) permutacni ekvivalence tvori ekvivalenci na kédech obsazenych v F”.

T&N. Generujici matice linedrniho kédu je ve standardnim tvaru, mé-li formu (Ix|A) €
Fhxn.

Poznamka 2.1. Je-li C linearni kéd, pak existuje generujici matice ve standardnim tvaru
néjakého kédu, ktery je permutacné ekvivalentni k C.

Diikaz. Necht C je generujici matice [n,k]-kédu C. Posloupnosti elementarnich aprav
(Gaussovou-Jordanovou eliminaci) najdeme podobnou, tedy rovnéz generujici matici D =
(df]...|d]) ~ C s bazovymi sloupci d] = ef,...,d] = [T tvofici kanonickou bazi
prostoru F*. Vezmeme-li libovolnou permutaci o € S,, spliiujici o(j) = 15, pak

D = (d)ldlyl ... dly - 1d%,) = Teldl gy - - 1A

D je generujici matice kodu, s nimz je permutacné ekvivalentni prostifednictvim permu-
tace o kod C. O

Poznamka 2.2. Je-li (I;|]A) € F**" generujici matice [n, k]-kédu, pak (—AT|L, %) je
jeho kontrolni matice.

Diikaz. Ziejmé rank((—AT|L, 1)) =n—Fk a

I
(—ATIL, ) - (TLA)T = (~A7[L, ) ( A'fT) __AT4AT—0

g

Véta 2.3. Je-li C [n, k,d]-kéd s kontrolni matici H a r je nejvétsi hodnota, pro niz je
kazdych r sloupctt H linearné nezavislych, pak d = r + 1.

Diikaz. r = 0 < 3i, pro né7 je i-ty sloupec H nulovy < i, pro néz He! = 07 < i :
Vsimnéme si, Ze r = n, pravé kdyz H je regularni ¢tvercova matice, pravé kdyz d(C) =
d({0}) =n+1.
Necht r <nad(C)=d, = JueC: w)=d, tj. Hu” = 07 = d sloupcti H je LZ =
r<d-—1.
Necht naopak Iv w(v) =r+1laHv =0T = vel=d<w(v)=r+1. O
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Piiklad 2.4 (Hammingtuv perfektni kéd délky 7). Definujme binarni kéd H s kontrolni
0001111 1000011

maticc H= [0 1 1 0 0 1 1]. Spocitame C =
1 010101

01 00101 .

001 0 1 1 o] generujici
0001111

matici ve standardnim tvaru. Protoze jsou kazdé dva sloupce H rtzné, jsou nad [F,

linearné nezavislé a naptiklad prvni tii sloupce H uz jsou linearné zavislé, proto je podle

Véty d(H) = 3 a kéd podle opravi jednu chybu. Snadno spocitame V5(7,1) =
1+ (1) =8 =2""* tedy se jedna o 1-perfektni kéd, ktery zfejmé neni MDS.
T&N. Bilinedrni forma - : F* x F" — F dand vztahem u-v = > | w;v; se nazyva bodovy
sou¢in. ProC CTF" se Ct = {v e F" | v-d = 0Vd € C} nazyva dudlni kdd ke kédu C.
Pozorovani. Necht C,D C F".
(1) bodovy soudin - je symetrické, nedegenerovani (tj. regularni) bilinedrni forma,
(2) C*+ = (LO C)* C F je linedrni kéd,
(3) CCLOC=(CH*,
(4) je-li C linearni, pak C = (C*)*,
(5) CC D= D+t cCcCt
Poznamka 2.5. Bud C [n, k]-kéd, C € FF*" a H € F(n—F)xn,
(1) C* je [n,n — k]-kéd,
(2) C je generujici matice C, < C je kontrolni matice C*,
(3) H je kontrolni matice C, < H je generujic matice C*.
Cq h1
Dikaz. Necht C= | """ | aH=
Cr h,_
(1) Necht C je generujici matice C, tj. rank C = k a C* = (cy,...,¢;)t = Ker C =
dimCt =n —rank C =n — k.
(2),(3) Je-li C je generujici matice C, pak Ker C = C* = C je kontrolni matice C*.
Proto, je-li H je generujici matice C*, pak C je kontrolni matice (C+)+ = C.
Naopak, je-li H je kontrolni matice C, potom C = Ker H = (hy,...,h,_;)* € F, proto
Ct=((hy,....,h,_p )" ) =LO(hy,... h, ),

tudiz H je generujic matice C*. Proto, je-li C je kontrolni matice C*, pak je C je generujici
matice (C+)*+ =C. O

3. MDS-kODY
Pfipomenme, Ze [n, k, d]-kéd je MDS, pravé kdyz d =n — k + 1.

Poznamka 3.1. Bud C [n, k, d]-kéd s kontrolni matici H. Pak je ekvivalentni:
(1) C je MDS,
(2) kazdych n — k sloupct H je linedrné nezavislych,
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3) kazda ¢tvercova matice, ktera vznikne z H vypusténim £ sloupcti je regularni.
y J g

Diikaz. (1)=(2) C je MDS znamen4, %ze d — 1 = n — k, proto (2) plyne z 2.3
(2)=(1) Z[L.5| plyne, ze d <n —k+ 1 az[2.3|plyne, ze d > n — k+ 1 = C je MDS.
(2)<(3) To vime z linearni algebry. O

Pozorovani. Bud C [n, k]-kéd s generujici matici C. Pak C* je MDS < kazd4 ¢tvercova
matice, kterd vznikne z C vypusténim n — £ sloupcti je regularni.

Véta 3.2. Linearni kéd C je MDS, pravé kdyz C*+ je MDS.

Diikaz. Protoze C = (C1)*, staci dokazat jen implikaci (<=). DokaZme ji nepfimo, tedy
predpokladejme, ze C je [n, k, d]-kéd, ktery neni MDS.

Pak d =d(C) <n—k+1=d<n—-k=3IvelCtak ze 0 <wv)<n-—k=
[{i | v; = 0} > k. Vime, Ze existuje baze C obsahujici vektor v, tedy existuje generujici
matice C, jejiz prvni fadek tvori slovo v. Podle je C kontrolni matici kédu C*, jejiz
k sloupctt méa prvni souradnici nulovou. Protoze jsou tyto sloupce linearné zavislé, podle

3.1 neni C+ MDS. 0

Diusledek 3.3. Bud C generujici matice [n, k]-kédu C. Pak C je MDS, pravé kdyz je
kazdych k sloupcti C linearné nezavislych.

Jaky je vztah mezi existenci linearnich MDS-kédu a velikosti télesa [F?

Pozorovani. Necht i < j < n, a,b € F", b; # 0 # b;, Jestlize ‘Z—Z = Z—j, pak je mnozina
vektori {ex € F" | k : i # k # j} U{a,b} linedrné zavisla, nebot se jednd o radkové
vektory matice I, 1, kterou dostaneme z jednotkové nahrazenim i-tého radku slovem a a
Jj-tého rfadku slovem b a jejiz determinant je det I,y = a;b; — a;b; = 0.

Véta 3.4. Jestlize je [n,k,d],;-k6d MDS a3 <d<n-—1,pakn—¢g<k<gad<g.

Diikaz. Necht C je [n, k,d],-kéd, ktery je MDS, tedy d = n — k + 1. Pak podle [3.2] je C*
MDS [n,n —k,d|;kéd, kded =n—(n—k)+1=k+1=n—d+2=d=n—d +2a
d = n — d+ 2. Dosadime-li vyjadieni d do predpokladu 3 < d < n — 1 dostavame

3<n—-d+2<n-1=1-n<-d<-3=3<d<n-1,

tj. pro d i d’' plati stejny predpoklad.

Diky miizeme BUNO predpokladat, 7e existuje generujici matice kédu C ve stan-
dardnim tvaru (I;|A), kde A € FF*"~* Protoze d > 3, mame n —k =d—1> 2, tedy A
ma aspon dva sloupce.

Uvédomme si, Ze vSechny hodnoty A jsou nenulové. Kdyby a;; = 0, pak by j-ty sloupec
matice A byl linedrni kombinaci prvnich & sloupct matice (Ix|A) s vyjimkou i-tého, coz
je ve sporu s [3.3] Protoze jsou podle prvni dva sloupce matice A a kazdych k& — 2
sloupcii jednotkové matice linearné nezavislé, plyne z predchoziho pozorovani, ze Vi # j
o # o tedy

k:|{%elﬁ‘;|z’:1,...,k}\gq—1:>k:<q
i2
a dudlné pro MDS kéd C* je n — k < ¢, a proto kK > n — ¢. Odtud koneéné plyne
d=n+1-k<q. O
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Piiklad 3.5. Dvouprvkovy kéd {0,1...1} je pro k > 1 a n > 2 jediny linedrni kéd s
parametry [n, k,n — k + 1],, ktery opravi aspon 1 chybu, tedy d > 3. Kdyby d < n, pak
bychom z plynulo, Ze 3 < d < ¢ = 2, tedy spor.

Priklad 3.6. Necht ay,...,q, € 7, jsou po dvou rizné prvky, k& < n, polozme a =

1 1 .. 1
aq (%) Ce (7%
(aq,...,ap), dale Hy, = . . ) a Cpo = kerHy,. Potom tvofi
it bt L okt

kazdych k sloucti této matice regularni podmatici a proto jsou Cy, i Ckl’a MDS-kody.

Definice. Kéd C se nazjva samoortogondlni, pokud C C C*+ a C je samodudlni, pokud
C=0Ct.

Pozorovani. Samoduéalni kéd je vzdy linearni.

Pozorovani. Je-li C generujici matice [n, k]-kédu C, pak
(1) C je samoortogonalni < CCT =0 ,
(2) C je samodudlni & CCT =0 a n = 2k < C je kontrolni matice C.

T&N. Necht 1 < iy < -+- <4, <nal={i,...,iy}. Oznaéme 7y : F* — F*"
zobrazeni, kde 7;(u) vznikne z u vynechanim vSech soufadnic i1,...,%, a T, = 7.
Zobrazeni m; se nazyva propichnuti a w;(C) je pro kazdé C C F" propichnuty kéd v
soutadnicich 1.

Pozorovani. Necht 1 <i; <---<i. <nal={i,... i}
(1) 7y = m;, ..., je linedrni zobrazeni,
(2) propichnuty kéd linedrniho kédu je linedrni,
(3) je-li C [n,k,d]-kéd pro d > 1 ai € {1,...,n}, pak m;(C) je bud [n — 1, k, d]-kéd
nebo [n — 1, k,d — 1]-kéd.

_ o O

0
0
1

OO =
O = O
O = O

1
Priklad 3.7. Binarni linearni kéd C s generujici i kontrolni matici C = | 0
0

je generujici i kontrolni matice kédu C nad F,, protoze CCT = 0, rank C = 3. Protoze
C = C*, je to samodudlni [6, 3, 2],-kéd. Propichnuty kéd m;(C) m4 parametry [5,3, 1]y a
neni ani samoortogonalni (a tedy ani samodualni).

75,61 (C) je opét samodudlni [4, 2, 2],-kéd s generujici matic <(1) (1) (1) (D
Poznamka 3.8. Bud C [n, k,n —k+1]-kéd (tedy MDS-kéd), I C {1,...,n} ar:= || <
n — k. Pak 7;(C) je MDS [n —r, k,n —r — k + 1]-kéd.

C1

Diikaz. Necht C = [ ... | je generujici matice kédu C. Potom z [3.3| plyne, Ze kazdych k
Ck

sloupcti je linedrné nezavislych.



7r(cy)

Protoze r = |I| < n — k, mdme k < n — r, proto . je generujici matice kédu
W[(Ck)
77(C), jejichz kazdych k sloupci je linedrné nezavislych = m;(C) je MDS diky =
7r(C) je [n —r k,n —r — k + 1]-kéd. O
1 0000111
” .. lo1o001011 L ,
Priklad 3.9. Je-li C = 0010110 1| generuic matice [8,4]o-kédu C ve
00011110

standardnim tvaru, vidime, ze CCT = 0, jde o samodudlni kéd. Protoze zadny sloupec
matice C neni nulovy, kazdé dva jsou rtizné, soucet kazdych t¥i ma lichou vahu, tedy neni
nula a soucet prvnich tii sloupcti da prave paty sloupec, dava ndm ze d(C) = 4, proto
jde o [8,4, 4]5-kéd.

Vsimnéme si, ze propichnuti 75(C) je pravé Hammingtiv 1-perfektni [7, 4, 3]-kéd z
1000011
i .,10 1 0 0 1 01
s generujici matici | & o 1 0] 1
0001111

4. POLYNOMY NAD KONECNYMI TELESY

F je v celé kapitole kone¢né téleso (prvociselné) charakteristiky p, ¢isla n a k jsou
prirozena.
Nejprve pripomenme popis kone¢nych téles z prednasky Algebra:

Fakt 4.1. Pro konec¢né téleso [ charakteristiky p plati:
(1) Existuje téleso I velikosti g < existuje n, pro néz |F| = p™,
(2) jestlize p" = |F| pak je F izomorfni rozkladovému nadtélesu polynomu polynomu
?" —xnad F, a o — 2 =[], (z—a),
(3) pro kazdé k existuje ireducibilni polynom m stupné k nad télesem F,, pro ktery
E, 2]/ (m) = F,v. N o )
(4) ng je cyklicka grupa a pro kazdé k[(q — 1) existuje pravé jedna podgrupa I} fadu

T&N. Az na izomorfismus jednoznac¢né urcené téleso o p™ prvcich se znaci Fn.

’ v ;o x . k -0
Zobrazeni fy. : F — F urcené predpisem f,r(a) = a? nazveme Frobeniiv endomorfis-
mus

Pozorovani. Uvazujme P := (1) a a U, := {t € F| f,x(t) = t}, pak plati:

(1) fp je automorfismus a fr = fr o fp,
(2) P C Uy jsou podtélesa télesa F a Uy = P = 7Z,,
(3) fyr je Up-automorfismus télesa F.

T&N. Podotélesu P télesa F z Pozorovani budeme fikat prvotéleso télesa F.
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Poznamka 4.2. Necht p je prvodislo, k, n, r pfirozena ¢isla, ¢ = p”. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:
(1) k/n v oboru Z,
(2) (p*—=1)/(p" — 1) v oboru Z,
(3) (¢" —1)/(¢" — 1) v oboru Z,
(4) (27" — z)/(z7" — x) v oboru Flz].

Diikaz. (1)=(2) Jestlize n = kd, snadno spocitame, 7e p” — 1 = (p* — 1) 3= Olp’k

(2 =(1 ) Necht (p* —1)/(p" — 1) an = kd +r, kde 0 < r < k. Vime, Ze p*? — 1 =

—1) 50 p™*, tedy (pF—1)/((p"—1)—(p"—1)). Protoze (p"—1)—(p"—1) = p*(p"—1)

a ¢isla p* — 1 a p* jsou nesoudélnd, mame (p* — 1)/(p” — 1). Oviem r < k, proto r = 0.

(1)< (3) Staci uvazit, ze k/n < rk/rn a to je dle dokdzané ekvivalence ekvivalentni
tvrzeni (¢* —1)/(¢" — 1).

(3)<(4) Pouzijeme obdobny argument jako v dikazu (1)< (2), je-li totiz (¢" — 1) =

s(q" — 1), pak (29" —x) = a(e? "' — 1) 3575 2l D), O

Poznamka 4.3. Necht ¢ je prirozené ¢isl. Pak existuje podtéleso télesa F,» o ¢ prvcich,
prave kdy# existuje k/n, pro které ¢ = p*. Podtéleso dané velikosti je uréeno jednoznacéné.

Diikaz. (=) Vime, ze podtéleso U Fadu ¢ ma charakteristiku p, proto podle[4.1[2) existuje
k > 1, pro néz q = p*. Z Lagrangeovy véty pouzité pro U* < F7. plyne, ze pt—1/p" -1
tudiz k/n diky

(<) Podle 4.1{(2) jsou vSechny prvky F,» kofeny polynomu z*" — x a k/n, tudiz podle
(2" =) /(2" —x) a Uy = {t € Fpnl for(t) =t} je podtéleso slozené pravé z p* kofent
polynomu " — . Tedy U}, je hledené podtéleso fadu p*. U

(p*

Nyni si uvédomme, ze 29" — z nam poskytne viechny ireducibilni polynomy stupné n
nad télesem tadu gq.

Véta 4.4. Je-li m € F,[z] ireducibilni polynom stupné k, pak m déli 7" — z < k/n.
Diikaz. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze je m monicky.

(=) Protoze m/(z7" — z) = Haqun(x — a), existuje podle (2) a € Fyn, které je
kofenem m, a proto je m minimalni polynom prvku « nad F,. Proto [F,(a) : F,] =
deg(m) = k, tedy |F,(a)| = ¢*, kde ¢ = p°® pro vhodné s, a podle tak dostavame, ze
ks/ns a tudiz k/n.

(<) Protoze podle 4.1|(3) je Fy[x]/(m) = F, kofenové nadtéleso polynomu m a to je
zaroven rozkladovym nadtélesem polynomu 27 — 1z, existuje spolecny kofen o € IF » obou
polynomii. Protoze (24" — z)/(z7" — z) diky [4.2 a m je op&t minimélni polynom prvku a
nad F,, dostavame, 7e m/z? — z/(z4" — ). O
Drisledek 4.5. Polynom 2% — x je pravé sou¢inem vsech monickych ireducibilnich po-
lynomu stupné k|n.

T&N. Je-li F téleso, pak F(,) bude znacit rozkladové nadtéleso polynomu z" — 1 nad [F
aEgn {aEF(nla —1}

Pozorovani. Necht F je téleso charakteristiky p.
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*

1) E(, je podgrupa F7 |, tedy cyklicka grupa,
(2) pokud p nedéli n, pak 2™ — 1 ma v F(,) pravé n jednoduchych kofent, |E¢,)| = n
ax”_1:Ha€E<n)(x—a), )
3) pokud n = p* - m, kde k > 0 a p nedéli m, pak 2" — 1 = (2™ — 1)?" ma v F,
(n)
z— ).

s v o -k _ n .
pravé m kofentl nasobnosti p* a [E,)| =maaaz™ —1= HaeE(n>(

Piiklad 4.6. (1) Pro ¢ = |F|, n = ¢" — 1 mame 2" — 1 = MT*“”, proto F,y = Fyr a
Egy = F.
(2) Tedy pro F3 dostavame

(a) I2 —1= (l’ — 1)(1’ + 1), F(g) = ]Fg a ]E(Q) = ]FE‘?)) = {1,2}

(b) 1’8 —1= HaeIF;;(x — a) ]F(g) = ]Fg a E(g) = IF?Q).

Definice. Oznacme P(,) generatory grupy E(,), prvkiim mnoziny budeme fikat primi-

tivnd m-t€ odmocniny z jedné. Polynom @, = a€P() (x — a) € Fuylz] nazveme n-ty

cyklotomicky polynom.
Pfipomenme, ze symbol ¢ zna¢i Eulerovu funkci.

Pozorovani. Necht F je téleso charakteristiky p.
(1) Ewy = Uy/n Py @ sjednocent je diskunktni,
(2) deg(@n) = ¢(n),
(3) pokud a € Py, pak F(,,y = F(a).

Véta 4.7. Necht ¢ = p", p nedéli n, P je prvotéleso télesa F,, tj. P = F, a d znaci fad

prvku (¢)mod n v Z; (tj. nejmens{ kladné d, pro néz ¢ = 1 (mod n)). Potom
(1) 2" = 1= [Ty Qs
(2) Qn € Pla],
(3) @, se rozklada na pravé @ ireducibilnich polynomi stupné d = [F, : F|.

Diikaz. (1) Rovnost 2" —1 = [[ g, (x — @) =[], @« plyne z definice a Pozorovénf (2).
(2) Indukei podle n nesoudélného s p nahlédneme, ze @, € Plx]. Pro n = 1 tvrzeni
plati a nyni pfedpokladejme, Ze pro vSechna k < n, pro ktera k|n, plati @y € P|x]. Potom
podle (1)
" —1

== ¢
Hk\n,k<n Qk

(3) Uvazme prvek o € P(,). Potom diky Lagrangeové vété mame

@n Pla].

acFi & o '=1sn|d* -1 ¢ =1(mod n).
Proto je-li d fad prvku (¢)mod n v Z, pak podle pfedchoziho pozorovani o € Fa a
a ¢ F i pro viechna i < d, tudiz podle dostavame [Fa = Fy(r). Je-li nyni m monicky
ireducibilni faktor @, nad I, existuje o € P, pro které m(a) = 0, tedy jde o minimalni
polynom « nad F, a podle zndmého tvrzeni z algebry
deg(m) = [Fy(a) : Fy] = [Fpa : Fo] = d.

Kone¢né pocet polynomt plyne , pozorovani, ze deg(Q,) = |Puy)| = ¢(n). O
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Priklad 4.8. (1) Nad F, mame

-1 -1
Q=z-1, Qs= = tetl Q=
Potom Q15 = RS

Q1Q3Qs5 "
Ziejms jsou Q1 a Q5 ireducibilni a protoze 2 ma v Z2 ¥ad 4, je ireducibilni podle [4.6{2)

Q5. 2maiv Zi; tad 4 a ()15 je stupné 8, tudiz je souc¢inem dvou ireducibilnich polynomi
stupné 4.
Dale ' —1 = (2 —1)? = Q1Q3Q%Q?;, tedy 2*°—1 m4 pravé 10 ireducibilnich faktort.
(2) Protoze 4 mé i v Zj; fad 2, 8 ma i v Zj; fad 4 a 16 ma i v Zj; fad 1, rozklada
se (Q15 na 4 ireducibilni faktory nad F,, na 2 ireducibilni faktory nad Fg a na kofenové
¢initele nad Fy.

=t 2+ 1.

z—1

5. CYKLICKE KODY

Predpokladejme, ze n > 1 je prirozené.

Soutadnice slov délky n budeme indexovat ¢ = cocy ... c¢,—1, tedy Cisly 0,...,n — 1.
Definice. Kéd C C F" je cyklicky, pokud pro kazdé slovo cocy ...cp_0c,—1 € F™ plati
implikace CoCl...Cp—9Cn—1 € C = Cp—1Co - --Cp_3Cp_—2 € C.

Priklad 5.1. Kéd {0123,3012,2301, 1230} C F: je nelinearni cyklicky a kéd LO(1111) C
2 je linedrni cyklicky.

T&N. Uvazujme zobrazeni v : F" — Flz]/(z" — 1) dané vztahem v(cocy...ch 1) =
>0 eia’], kde [p] zna&f rozkladovou t¥idu modulo hlavn{ idedl (2" — 1).

Na mnoziné F" uvazujme standardni vektorové operace +, — a definujme operaci -
pomoci operace nasobeni na faktorovém okruhu F[z]/(2z™ — 1) tak, aby

viu-v)=v(u) v(v) = [Z ' - Zle’] = [Z (Z Uy )Y

Ozna¢me 1 = 10...00.

Pfipomenme, ze F[z] je Eukleidiv obor, kde umime algoritmicky hledat NSD i nsn,
proto jde obor hlavnich idealt.

Pozorovani. Uvazujme vysSe uvedené znaceni. Potom
(1) Flz], = (F",+,-,—,0,1) tvofi komutativni okruh,
(2) v je okruhovy izomorfismus a zaroven izomorfismus vektorovych prostori,
(3) je-li e = v~1([1z]), pak e = 010...00 a
€-CoCy...Ch2Ch_1 = Cp—1Cy...Cp_3CH_2,
(4) F[z]/(«™ — 1) a F|x],, jsou okruhy hlavnich ideald.
T&N. Okruh (F”, +,,—,0,1) z pfedchoziho Pozorovani budeme znacit F|x],,.

Poznamka 5.2. Linedrni kéd C C F" je cyklicky < C je ideal okruhu F[z],.
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Diikaz. Protoze v je izomorfismus, staci dokazat, ze C C F" je cyklicky linearni kéd <
v(C) je ideél okruhu Flz]/(z"™ — 1).

(=) Necht C je cyklicky linedarni kéd = v(C) je podprostor vektorového prostoru
Flz]/(2™ — 1) nad télesem F. Protoze je C uzavieno na cyklické posunuti, v(C) je uza-
vieno na nasobeni tfidou [z] monomu z. Indukci nahlédneme, Ze Vi > 1 a V[p| € v(C)
(2] - [p] = [z] - 271 - [p] € v(C) = V>, a;x" € Flz] méme

[Z a;z'] - [p] = Zai[:ci -p] € v(C).

(<) Je-li naopak v(C) ideél okruhu F[z|/(2™ — 1), pak C je linedrni kdéd, protoze v je
izomorfismus vektorovych prostori a v(C) podprostor. Podminka cykli¢nosti diky Pozo-
rovani (3) plyne z uzavienosti v(C) na nasobeni prvkem [z]. O

Pozorovani. V okruhu F[z]/(z" — 1) plati: .

(1) ([f]) = (INSD(f,z" = 1)]) V f € Flz],

(2) kazdy ideal ideél je tvaru ([f]) pro néjaké f € F|x], které déli 2™ — 1.
T&N. Pro kazdy polynom f € F[z] stupné mensiho nez n definujme mnozinu

C(f)={uelF"|3g €Flz]:degg <n—degf,v(u)=[f g|}
Véta 5.3. Linearni kéd C C F" je cyklicky < C = C(f) pro n&jaké f € F[z], které déli
" — 1.

Diikaz. Diky vime, ze C je cyklicky, pravé kdyz je to idedl okruhu F[z],. Protoze
v : Flz], — Flz]/(z"—1) je izomorfismus okruht i vektorovych prostort, a idealy druhého
(které tvori podprostor) jsou pravé tvaru ([f]) pro n&jaky f| 2" —1, sta¢i pro kazdy takovy
polynom f ovéfit, ze v(C(f)) = ([f]). Necht tedy f déli 2" — 1.

(C) Z definice C(f) plati, ze v(C(f)) C ([f])-

(D) Necht [h] € ([f]) a oznacme g := % Potom existuje a € F[z], pro které

[h] = la] - [f] = [(af)mod 2" — 1] = [(a)modyg - f] € ¥(C()),
= ([f]) € v(C(f))- .

Poznamka 5.4. Necht pro g = >, g2’ h = Y, h;a' € Flz] plati, zZe 2" —1 =g -h a
ozna¢me k = deg h. Pak degg =n — k, C(g) je [n, k]-kéd a

Jo 91 -+ Gn-k 0 0o ... 0 0
0 g9 -+ Gntk-1 Gnr 0 ... 0 0

(1) C = o o je generujici matice
0 O : : In—k—1 Gn—k

C(9),

hy hg—1 ... hgp O O ... 0 O
0O hg ... hy hg O ... 0 O

(2) H= o o je kontrolni matice C(g),
o 0 ... - - ... ... h O
O 0 ... - - . . h o h
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kde C € F*>*» H ¢ Fn—kxn,

Diikaz. matice C € F**" je odstuptiovana s nenulovymi fadky, proto je hodnosti k.
Podobné H je hodnosti n — k. Pokud a = ;:Ok*l a;x’, pak

v Y ag)) =v H[a))C=ag...apn 1 -C=

C je generujici matice C(g). Zbyva nahlédnout, ze CH? = 0.

Nejprve spocitdme koeficienty sou¢inu 2" —1 = gh = > " (>°"_ g:hs_r)z®. Odtud
vidime, ze Y _, ghs—r =0Vs € {1,...,n—1}.

Oznac¢me C; i-ty fadek matice C; a H; j-ty fddek matice H; pro7 = 0,...k — 1 a
7=0,...n—k—1, pak

0
0
hp k+j
CZHf = (O ... 0 go 91 --- On—k 0 ... 0) . = Zgrfihkfjfr = O,

ho r=1
0
0

protoze Zf;’ Gr—iliyjr = >0 _oGrhs—y =0pros =k+j—i,kde0<i<k—1a

0<j<n—-k-1=1<s<n-1.

Proto CH? = 0, tudiz C je generujici a H je kontrolni matice kédu C(g). OJ

Jakmile umime najit ireducibilni rozklad polynomu z" — 1 a tedy i vSechny délitele
tohoto polynomu, umime najit vSechny cyklické kédy délky n nad télesem F.

Priklad 5.5. Ireducibilni rozklad polynomu z® — 1 v oboru Fy[z] je
P -l=24+1=(+1)(2*+2+1),

proto mame pravé 4 délitele 23 — 1 a tedy existuji pravé 4 cyklické binarni linearni kédy.
Dva trivialni odpovidaji trividlnim délitelim C(1) = F3, C(2® + 1) = {0}.
110

Potom ma kéd C(z + 1) generujici matici C = 01 1)? kontrolni matici H =

(1 1 1), zatimco kéd C(z% + z + 1) mé generujici matici H a kontrolni matici C.

6. GRS KODY A JEJICH REZIDUALNI KODY

Uvazujme, Ze charakteristika p nedéli n a pfipomenme, Ze [F(,) znaci rozkladové nad-
téleso polynomu z™ — 1 nad F.

Zobecnéme konstrukci MDS kédu z Piikladu 3.6}
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T&N. Necht ay,...,a, € F* jsou po dvou rizné prvky, polozme a = (ay,...,q,) €

(F)™ anecht v = (vy,...,v,) € (F*)". Potom pro r < n definujme matice
1 1 ... 1 vy 0 ... 0
(0751 (6%) c. [67% 0 Vg ... 0
H, = : e e Av)=|. . ... . |ef™"
ot ayt L At 0 0 Up

Linearni kéd C = ker(H, A(v)) s kontrolni matici H, A(v) se nazyva zobecnény Reediv-
Solomoniv (GRS) kéd s lokdtory o a multiplikatory v.
C se nazyva
- normovany GRS kéd, pokud v; = 1 Vi,
- GRS v uzsim smyslu, pokdu v = «,
- Reediiv-Solomoniiv (RS), pokud Ja € F* fddun a 0 < b < n tak, Ze oy = o'~ a
v = oD,

Pozorovani. Uvazujme predpoklady predchozi terminologické poznamky a k < n.

(1) GRS kddy jsou MDS diky a[3.6]

(2) RS kéd mé pror =n —k+1 a0 < b <n generujici a kontrolni matici tvaru:

1 b+l a2(n—b+1) o a(n—l)(n—b—i—l) 1 ab o2b o a(n—l)b

1 o b+2 a2(n—b+2) o O{(n—l)(n—b—l-Q) 1 bttt a2(b+1) o O((n—l)(b—i-l)

i an;b+k a2(nfb+k) ) Ct(nfl)(nfb+k) 1 O[b'Jrr a2(b+r) ] : ] a(nfl)(bJrr)

(3) Pro kéd C s generujici matici C = HY existuje kontrolni matice tvaru H =
H" *A(v) pro vhodné v = (vy,...,v,) € (F*)". Pro jeho nalezeni sta¢i uvazit

podminku CH” = 0, kter4 je ekvivalentni podmince
n
S aitiv, = (af,ab, . al)AW)(od, 0. al) =0
s=1

Vi=0,....k—1,7=0,....n—k -1« H" v = 0, tedy v fesi homogenni
soustavu s matici

1 1 - 1
(05} (0%)] R (67
Hn—l —
«
n—2 n—2 n—2
(0% Qo N 87

Protoze je kazdych n — 1 sloupct této matice linearné nezavislych, jsou vsechny
soufadnice nenulového feseni nenulové.

Poznamka 6.1. Nechf p je charakteristika télesa F a p nedéli n. Oznacme p(u) =
St wrtVu=ug.. . u,y € F" (tedy v(u) = [p(u)]).
(1) Je-li C C F” linedrni cyklicky kéd, M = {a € F,

|
f=Tloerr® —a, pak f € Flz], f déli 2" — 1 a C =C(f
15
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(2) Jestlize a; € F(, je kofen 2™ — 1, m; je minimélni polynom o; Vi = 1,...,r a
C={uelF"| puu)(w) =0V <r}, pak C =),_,C(m;) = C(usn;<.(m;)) je
cyklicky kod.

Diikaz. (1) Podle [5.3| existuje monicky polynom g, ktery déli ™ — 1 a plati, ze C = C(g).
Oznaéme E(,) = {a € F(,) | o = 1}. Protoze NSD(2" — 1,nz"') = 1, jsou vSechny
kofeny 2" — 11 g jednoduché = 3L C K, spliujici g = [, ., v — o

Nynia € L < g(a) =0« p(u)(a) =0VuelC(g) & a e M.

Proto g = f, a proto L =M a C =C(g) = C(f).

(2) Polozme f = nsn;<,(m;). Pak u € C = m;|u(u) Vi = flu(u) = u e C(f).

Naopak, u € C(f) = flu(u) = p(u)(e;) =0Vi = ueC.

To znamena, ze C = (;_, C(m;) = C(nsn,;<,(m;)) je cyklicky kdd. O

Dusledek 6.2. RS kédy jsou cyklické

Diikaz. Bud C RS kdd s lokdtory o; = a'~! pro prvek grupy o € F* adu n a multiplika-
tory a; = a’~1). Paku € C &

1 ab a? c an—1b

Uo
1 abt! a2(b+1) o a(n—l)(b+1) m
=0
1 obtnh-l p2btn—k-1)  n-D)brn—k-1) _—
& p(u) () =0 Vi < n — k. Tedy C je cyklicky podle[6.1]2). O

Definice. Necht r € N, [, je podtéleso F,r a C C Fy.. Pak C N se nazyva g-drni
rezidudlni kod kédu C.

Pozorovani. Necht r € N, F, je podtéleso F,» a C C Fy. je linedrni kéd.
(1) Fyr je vektorovy prostor dimenze r nad télesem F,,.
(2) Necht B C Fy. Pak B je linedrné nezéavisla nad F, < B je linedrné nezévisld nad
F, (zpétna implikace je trivialni a pro pfimou je tieba zvolit (5;);<, bazi F, nad
[F, a linedrni kombinaci napsat vzhledem k (5;):<,).
(3)C=Cn [F? je g-arni linearni kéd a dimp, C< dimg,, C.
(4) Je-li C cyklicky, pak C Ny je rovnéz cyklicky.

T&N. Alternantni kédy jsou rezidualni kédy GRS kdédu a rezidualni kédy RS kédu se
nazyvaji BCH kédy (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem).

Protoze jsou RS kédy cyklické, dostavame z posledniho pozorovani, ze
Dusledek 6.3. BCH kédy jsou cyklické.
Piiklad 6.4. Necht F, = {0,1, o, 5}, kde aff = 1 = a + 5. Uvazujme rezidudlni bindrni
kédy kvaternarnich kéd.
(1) LO(10a0,0108) NF3 = {0000},
(2) LO(10a0,0150) NF4 = LO(1110),

(3) LO(BalB, afla) NF; = LO(1101,1011).
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Pozorovani. Necht a; € (Fyr)n), @) = 1 a ozna¢me m; minimalni polynom prvku «; nad
télesem F, a m;, minimalni polynom prvku «; nad télesem F,r. Pokud f = nsn;(m;,) €
Fo[x] a g = nsn;(m;) € Fy[z], pak

C(f) = (u € Fl | p(u)(e) = OV}, Clo) = {u € B | pu(u)(es) = OVi)
a C(g) = Fy NC(f), kde uvazujeme p 2 [6.1]

Véta 6.5 (o kddech se zarucenou vzdalenosti). Je-li C [n,[, D], kéd, ktery je MDS, a
C=CNF?je [n,k,dl,kéd, pak k >n—r(D—1)ad>D > "k +1.

Diikaz. C je MDS = D =n—1+1= n—1= D — 1. Dokdzeme-li, ze n — k < r(n — 1),
pak odtud dostaneme obé nerovnosti k >n —r(D—-1)id> D > "T’k + 1. Vsimnéme
si, ze n — k je pravé pocet fadkt (libovolné) kontrolni matice kédu C. Zvolme néjakou
h;
kontrolni matici H= | ... | € Ffﬁ*”m kédu C s fadky h; a oznac¢me 31, .. ., 3, néjakou
hnfl
bézi Fyr nad ¥, <= Ja;; € Fy proi =1,...,n—laj=1,...,r spliyjici h; = > 77, B;a;;.
Definujme matice

ay; A,
A= |eF™aH=| " [eFnrirm

q

ar; An—k

PotomueC < ucCauel < uH' =0aueF < ulH? =0 au e F Proto
C = KerH a pocet fadki kontrolni matice kédu C je roven rankH < (n —I)r (coZ je pocet
fadka H). Dokézali jsme, ze n — k < (n — [)r. d

Dusledek 6.6. Pro BCH (alternantni) [n,k,d], kéd RS (GRS) [n,l, D], kédu plati
odhady k>n—r(D—1)ad> ”T_k%-l.

Priklad 6.7. Uvazujme téleso Fy = F3(a) pro « spliujici o + 1 = 0 a nad nim GRS

, . (1111 1 1
6,4, 3]g kéd s kontrolni matici H = <1 9 o 2a atl 2a+2>' Pro rezidualni kéd

C = CNIFS uréime stejné jako v ditkazu |6.5 matici H, pro niz plati, Ze C = KerH. K tomu
zvolime béazi 1, o prostoru Fg nad Fs.

111111 111111
~ 000O0O0O0
H= ~10 1 2 2 01
120012 0012 1 2
00121 2

Odtud vidime, Ze alternantni kéd C je [6, 3]s kéd a zdostévé,me odhad jeho vzdalenosti
d > % + 1, tedy d > 3. Naopak vice to podle byt nemuze (soucet 1., 3. a 6. sloupce

kontrolni matice je nulovy), tedy C je [6,3, 3]5 kéd.
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Kombinatorické konstrukce
7. REEDOVY-MULLEROVY KODY

V celé kapitole predpokladame, ze 1 < m € N, F, je téleso a n = ¢™ a slova F" si
pevné ocislujeme
]F;n = {507 /817 <. 7ﬁn—l}-
T&N. Kazdé mnoziné

Ry(m,r) = {f(Bo)f(Br) - f(Bu-1) | [ € Folas,... wm] deg(f) <7}

budeme fikat g-arni Reediv-Mullertiv kéd (kratce RM-kéd). Binarni RM-kéd znacime
prosté R(m,r) = Ra(m,r).

Déle oznacme x; = [],.; z; pro kazdé I C {1,...,m}, specidlné zy = 1 a definujme
mnoziny Boolevych polynomt

BPu(r)={Y_ frar| fr € FVI C{1,...,m}},
I:|I|<r
specidlné BP,, = BP,,(m) a mnozinu Boolevych funkei
BF,, = {F5 — Fy}.

Na B7P,, zavedeme strukturu okruhu

Za[l'[ + Zb[l‘[ = Z(a[ + b])ZE[

I I I
Z arxy - Z bjry = Z(CLI : bJ)fEIuJ = Z Z (aI : bJ)IK-
I J I,J K I,J:K=IUJ

Na BF,, mame k dispozici prirozené definovanou strukturu okruhu po slozkach, tj. Vf, g €

BF,,
fE9B)=1(B)xq9(B), [-9(B)=r(B)-9(B)
Koneéné, 7; = t;...,4, znaci inciden¢ni vektor mnoziny /, tj. i; = 1 & j € J a pro
I,J C{l,...,m} zna¢me x; € BF,, funkci danou podminkou x,(i;) = 1< J = I.
Pozorovani. Pro RM kédy a Booleovy polynomy a funkce plati:
(1) Ry(m,r) je linearni kéd délky n = ¢,
(2) (BPm,+,—,-,0,1) a (BF,,+,—,+,0,1) jsou komutativni okruhy,

(3) pfirozend projekce p — [p] je izomorfismus okruhit BP,, = Fylxy, ..., 1]/ (23 +
T1, . T+ T,

(4) zobrazeni f — (f(Bo),-- ., f(Pn-1)) je izomorfismus okruhtt BF,, = F5, kde n =
2m,

(5) dosazovaci zobrazeni p — p(f) tvoii pro kazdé 5 € F5* okruhovy homomorfismus
Bpm — ]FQ,

(6) R(m,r) ={p(Fo) ... p(Bn-1) | p € BPm(r)},
(7) pro kazdé f € BF,, plati, Zze f = 1 -1 X1,

Vsimnéme si, ze vSechny tfi uvazované izomorfni okruhy jsou zaroven vektorové pro-
story nad télesem Fy (tedy [Fy-algebry), proto jsou vSechny jejich okruhové izomorfismus

zaroven izomorfismy vektorovych prostori nad Fs.
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T&N. Pro p = >, prx; € BP,, zna¢me N(p) = {i; € FJ" | p(iy) = 1} a deg(p) =
max{|I| | p; # 0} U {-1}.
Poznamka 7.1. Jestlize p € BP,,(r) \ {0}, pak |[N(p)| > 2™".

Diikaz. Dokazujeme indukei podle m > 1 a p stupné deg(p) < r.

(a) Pro m = 1 uvazujeme polynomy tvaru p = ag + ayz1 € KJz]. Provedeme diskusi
pro oba pripady r =0, 1.

Pror=0mémeay=1aa; =0=p=1= |[N(p)|=2=2"0

Pro r = 1 trivialné dostavame |N(p)| > 1 = 271,

(b) Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1 a dokdzeme ho pro m > 1. Necht
p=2Znug+h,kde g,h € K[z1,...,27_1].

Pokud ¢ = 0, pak degh = degp a plati h(i1,...,im—1) = 1 < p(it,...,0n_1,0) =
p(i1, .. im_1,1) = 1, proto s vyuzitim indukéniho pfedpokladu pro h

IN(p)| = 2|N(h)| > 2277177 = 2™,
Pokud ¢g # 0, pak degg < r —1 a ¥(iy,...,in-1) € N(g) existuje t € Fy splitujici
plity - yim1,t) = g(i1, .o« yim_1)t + h(i1, ... im_1) =t + h(i1,...,4m_1) = 1, proto
IN(p)| > |N(g)| =200 = 2m,
diky platnosti indukéniho predpokladu pro g. U
T&N. Ozna¢me zobrazeni ® : BP,, — BF,, dané podminkou ®(p)(5) = p(5).

Nadale budeme ztotoziiovat BF,, = Fy bijekci f — (f(Bo),..., f(Bn_1)), pProto lze
zobrazeni ® popsat vztahem ®(p) = (p(bo), ..., p(Bn-1))-

Pozorovani. Pro zobrazeni ® : BP,, — BF,, a mnoziny J,Y C {1,... m} plati:
(1) Je-li I C {1,...,m} a polozime-li pr = gHieI ;) - ([Tigr i + 1), pak ®(pr) = x1,
proto pokud p = Zl:f(iz)zl pr pro n&jaké f € BF,, pak ®(p) = xy,
(2) @ je izomorfismus okruht (i vektorovych prostori),
(3) {z; | I C{1,...,m},|I] < r} je baze BP,,(r), proto je mnozina B, = {®(z;) |
I C{1,....,m}, |I| <r} baze R(m,r),
(4) w(®(p)) = [N(p)| Vp € BPp,
(5) zs(iv) =[l;e,(tv); =1 JCY.
Véta 7.2. R(m,r) je [n, >0 (7),2™ "], kéd.
Diikaz. Z Pozorovéni (2) a (3) dostévame, Ze dim(R(m,r)) = >_7_; (7).
Jestlize |[I| = r = x; € R(m,r) = w(z;) = |N(z;)] = 2™ " podle Pozorovani (4) a (5)
= d(R(m,r)) <2m".
Naopak diky [7.1 a Pozorovani (4) dostavame d(R(m,r)) > 2. O

Véta 7.3. Kédy R(m,r) a R(m,m —r — 1) jsou vzajemné dudlni.

Diikaz. Nejprve dokdzeme pro baze B, a B,,_,_1,ze ¥V ®(z;) € B,, ®(x;) € B,,_,_1 plati,
ze pro bodovy soucin ®(xy) - ®(x;) = 0. Protoze |I| <r a |J| <m —r — 1, spo¢itdme

CI)(I[) . CI)(JIJ) = Z]I[(ZB) . [L’J(iB) = leuJ(iB)~
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Uvédomime-li si, ze podle Pozorovani (5) z;uy(ip) =1 < [UJ C Baze |[IUJ| <
r+m—r—1=m— 1 dostavame
Ba)-Ba)= Y 122719 =0 (mod 2)
B:IUJCB

Dokéazali jsme, ze R(m,r) C R(m,m —r — 1)+ a R(m,m —r — 1) C R(m,r)*+. ProtoZe
navic podle [7.2ldim R(m,r) + dimR(m,m —r — 1) =

TN el L moo i
()% ()-%0)-2,0)-

jsou prostory R(m,r) a R(m,m —r — 1) vzdjemné dudlni. O

Priklad 7.4. R(3,1) je podle [7.2] samoduélni [8, 4, 4], kéd.

T&N. Je-li f € BP,, nebo f € BF,,, I,Y C {1,...,m} , pak definujme f! € BF,

predpisem

fiy) = Z f(iB).

B:YCBCIUY
Pozorovani. Necht I,.J)Y C {1,...,m}, pak z5(iy) =1 &
1= > wlip)= ), 1&JUY=IUY.
B:YCBCIUY B:JUY CBCIUY
Poznamka 7.5. Necht [,Y C {1,....m},d e N, f =>" ,a;x; € BP,(d), INY =0,
|I| = d. Pak a; = f1(iy).
Drikaz. Nejprve dosadime do vyjadeni f(iy) = > pyvcpcy f(iB) za f:
fl(iy) = Z ZaJxJ(iB) :ZGJ Z l’](iB) :Z&Jl’g(iy).
B:YCBCIUY J J  B:YCBCIUY J

Protoze IUY = JUY < [ = J, nebot
Pozorovani:

J < d, |I| =dalnY =, dostdvame z

fl(iy> == Zang(iy) = ay.
J
U

Uvézime pro k = Y21_y (") (linedrni) kédovani F5 = FVIS 5 BF(m) = Fy dané
vztahem v — ®(f,), kde f, = ZI:l”ST VT,

Na zakladé predchoziho tvrzeni mizeme formulovat dekdédovaci algoritmus, ktery pti-
jaté chybové slovo s vahou chyby mensi nez 2~ "~! reprezentovaného booleovskou funkci
opravi na puvodni booleovsky polynom:

VSTUP: g € BF,, spliiujici g= f+e pro f € R(m,r) a e € Fy, w(e) <2m !

VISTUP: f € BP,.(r), pro ktery d(®(f),g) < 2™ "', proto f=d(f).

for d=r downto 0 do

for all I C{l,...,m}:|I|=d do
ag:=NHY C{1,....m}:YNI=0,4"(iy) =0}|;
Ay (={Y C{1,...om}: Y NI=0g"(iy) =1}];
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if o9 > o then a;:=0 else a;:=1, g: =g+ ®(z);
return ) ; pm are;.

Poznamka 7.6. Algoritmus je korektni, tj. mé-li na vstupu slovo g = f + e pro f €
R(m,r) ae € Fy vahy w(e) < 2m"!, vrati f.

Diikaz. Technicky dikaz opirajici se o vynechame, zajemci jej naleznou naptiklad ve
skriptech Alese Drapala. O

8. GOLAYOVY PERFEKTNI KODY
T&N. Oznatme X = {z1,...,2,} a B = {By,..., By} C P(X). Je-li B € B, pak
1 jestlize z; € B
0 jestlizez; ¢ B
B,
Dale polozme ip,Nip, = ip,p, afekneme, Ze je matice M = | ... | € ZP*V incidencni

definujme ip = 4y ... 1, € Fy podminkou i; = {

iB,

matici systému B.
Pozorovani. Necht M je inciden¢éni matice systému B = {By,..., By} C P(X), kde
X ={z1,...,2,} a polozme U = (u;;) = MM a V = (v;;) = M* M. Potom plati:

(1) Operace N je na Fy pravé operaci ndsobeni po slozkach

(2) Jestlize A, B C X, pak w(is +ip) = |A+ B| = w(ia) + w(ip) — 2w(iang),

(3) U je symetricka ¢tvercova, w;; = |B; N B;| Vi, 7 a w; = | By,

(4) V je symetrickd ¢tvercova, v;; = [{s | {zs,x;} C Bs}| Vi, j a vy = |{s | z; € Bs}|.

T&N. Bud X # (), B C P(X), v,k,\ € N. Rekneme, 7ze B je symetricky 2 — (v, k, \)
design, pokud

o v=I|X|=B],

e k=|Bl={CeB|zeC} proVBeBaVrelX,

L] )\:|BlﬂB2| :|{C€B|{b,c}QCHVBl%BQEBaVb%CGX

Piiklad 8.1. (1) Piimky Fanovy roviny, tj. projektivniho prostoru P,(Fs) vSech jednodi-
menzionédlnich podprostorii vektorového prostoru F3 tvoii symetricky 2 — (7,3, 1) design.

(2) Obecnéji, necht P = {LO(v) | v € F:\ {0}}, By = {p € P | p C V}, pak
B={By |V <F dimV = 2} je symetricky 2 — (¢ + ¢+ 1,¢ + 1,1) design.
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Pozorovani. Systém B s inciden¢éni matici M je symetricky 2 — (v, k, A) design, pravé

E A ... A
kdyz MMT = MTp = | M F oo A
A Ak

Konstrukce

Necht Y = {1,...,5}, Z={ACPY) | |4 =2}, ® = {0 € S5 | 0° = 1,0 # id},
Po={i,e()} |i Y} Vped
Pozorovani. Pro mnoziny Y, Z, ® a P, a Vo, ¢ € ® plati:

(1) 12] = 10, 18] = 24, [{P, | ¢ € B}| = 12,

(2) ¢ neméd pevny bod = P,N P2 =0 Vp € D,

(3) |P@OP¢] Z4Z>P@:P¢,

(4) |[P,NPy| <1=|Pe2NPy|>4= P,NP, =10,

Definujme mnoziny

Py = Puasasy, Po = Puazss), P3 = Puassa), Pi = Pasasay, P5 = Pasazs), Ps = Pssa),

ELER.

P 3 A 5 6
Polozme X = ZU {0} aVi € Y

Fo={{ia} |a€Y,a#i}U{0) = U {0},
nyni zkonstruujme symetricky 2 — (11,5, 2) design: B={P; | i <6} U{F; | j <5}

T&N. Necht B; C P(X;), i = 1,2. Pak By = By (tj. systémy jsou izomorfni), pokud 3
bijekce b : X7 — Xo, pro niz By = {b(B) | B € B:}.

Fakt 8.2. Systém B z predchozi konstrukce je az na izomorfismus jediny symetricky
2 — (11, 5,2) design.

Disledek 8.3. C = {X \ B | B € B} pro B z predchozi konstrukce tvofi az na izomor-
fismus jediny symetricky 2 — (11,6, 3) design.
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Dikaz. Definujme zobrazeni ¢ : P(X) — P(X) vztahem c¢(A) = X \ A a ozna¢me M
incidenén{ matici B, N inciden¢ni matici C a J = (1) € Z'"*!! matici sestavajici ze
samych hodnot 1. Potom vidime, ze N = J — M a snadno spocitame

N-N' =P - JM-MJ+MM" =11J-5J —5J+MM" =J+ MMT".
Podobné NT-N = J+ MTM = J+ MM?, proto

52 ... 2 63 ... 3
NONTNT. Ny |28 2|36 ... 3
2 2 5 33 6

a C je tudiz symetricky 2 — (11,6, 3) design.

Obdobné nahlédneme, Ze pro symetricky 2 — (11,6, 3) design C s inciden¢éni matici N
plati pro incidenéni matici M = J — N systému ¢(C), Ze je MTM = MM* = NTN — J,
proto je ¢(C) symetricky 2 — (11,5,2) design. Kdybychom nyni méli dva neizomorfni
symetrické 2 — (11, 6, 3) designy, pak by je bijekce ¢ pfevedla na neizomorfni 2 — (11, 5, 2)
designy. Proto jsou i 2 — (11, 6, 3) designy uréeny az na izomorfismus jednoznaéné. [

T&N. Necht N je incidenéni matice 2 — (11,6, 3) designu a uvazujme blokové matice

10 ... 001 ... 1 10 ... 001 ... 1
01 ... 01 01 ... 0

E= e N , G = e N ’
00 ... 11 00 ... 1

kde F € F%zXM sestava s bloku s jednotkovou matici 7,5 a dale s bloku tvorfenym matici N
s fadkem nad a sloupcem vlevo obsahujicim na prvni soufadnici 0 a jinde 1 a G € Fy2***
vznikne z FE vypusténim 13. sloupce.

Déle £ bud [24, 12]-kéd s generujici matici F a G [23,12]>-kéd s generujici matici G.

Je-li C blokovy kéd délky n a f; = |[{v € C | w(w) = ¢}|, pak se polynom fr =
Sor o fix" € Zlx] nazgva vihovy polynom kédu C.

1 bude znacit slovo sestavajici ze samych souradnic 1.

Pozorovéani. Protoze 15(23,3) = 3" (**) = 1 +23+23 - 11+ 23 - 77 = 2048 = 22712,
je binarni kéd délky 23, velikosti 2'2 a vzdalenosti 7 3-perfektni. Pokud takovy kéd C
obsahuje slovo 0 mé vdhovy polynom fe = 1 + 25327 + 5062° + 1288zt + 128812 +
50621° + 253216 4 22,

Pro spocitani vahového polynomu snadno sestavime rekurentni vztah pro jednotlivé
koeficienty (névod viz skripta Alese Drapala).

T&N. Kéd C je dvojndsobné sudy, jestlize 4 déli w(u) Vu € C.

Ci
Poznamka 8.4. Necht C = | ... | je generujici matice samoortogonalniho [n, k]o-kédu
Ck
C, pak C je dvojnasobné sudy < 4 déli w(c;) Vi < k.
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Diikaz. (=) Radky matice C jsou kédova slova, proto je jejich vaha délitelna 4.

(<)VaeC 3 C{L,..., k}, pro kterou u=>_._,c;, ozna¢me §(u) = |I|. Dokdzeme
tvrzeni, ze 4 déli w(u), indukci podle 6 = §(u).

Pro u € C spliiujici §(u) = 0 neni co dokazovat, a pokud §(u) = 1, pak 3i : u = ¢,
tedy 4|w(u) podle predpokladu.

Necht tvrzeni plati pro d > 0 a d(u) =9 + 1.

Pak Jdv,c € C, pronéz 6(v) =9, d(c) =lau=v+c.

Z predpokladu samoortogonality plyne, Ze v-c = 0, proto je w(vNc) sudé. Z indukéniho
predpokladu vime, Ze 4|w(v) i 4|w( c), proto

4 déli w(v) +w(c) —2w(vNne) =w(v+c)=wu).

i€l

g

Poznamka 8.5. £ je samodudlni dvojnasobné sudy [24,12,8]s-kéd a G je 3-perfektni
23,12, T]o-kéd.

Dikaz. Oznacme si fadky matice E po fadé uy,...,u;s a vSimnéme si s vyuzitim vlast-
nosti matice N plyne, ze w(uy) =12, w(uw;) =8, w(uyNw;) =6 Vi > 1law(u,Nu;) =4
Vi>j > 1.

Protoze u; - u; = 0 Vi, j a |E] = 2", je £ samoduélni a podle dvojnasobné sudy.
Predpokladejme ke sporu, ze d(€) = 4, tj. 31 C {1,...,12}, pro néz v = vy ...v9y =
YoicgWaw(v) =4 Oznaéme A={i<12 |y, =1}aa=|Al=a<w(v)=4a>1a
a=|I|.

Uvéazime-li kontrolni matici £ podle 2.2

01 ... 110...0 ol
e T R B
1 00 ... 1 o

maji slova 0; stejné vlastnosti jako slova u;, protoze je N7 rovnéz inciden¢ni matice
symetrického 2 — (11, 6, 3) designu.

& je samoduélni = F je generujic matice £ = 31 C {1,...,12}, pro néz v = Y oici Wi
Pakplatia:él—m >1=a=2= 3i#j, pro néz

4=w(w +u;) =w(y) +w(y;) —2w(w;Nu;)) =8,

CO%Z je spor.
Protoze w(uy) = 8 a £ je dvojnasobné sudy, dostavame, ze £ je vzdalenosti 8.
Protoze G vznikne z £ propichnutim v 13. soufadnici, jedna se podle Pozorovani o
3-perfektni [23, 12, 7]-kdd. O

Véta 8.6. AZ na permutacni ekvivalenci existuje pravé jeden [24,12,8]o-kéd, ktery je
samoduéalni, dvojnasobné sudy a obsahuje slova vahy 12 a 24. Kéd je permutacné ekvi-
valentni £ a jeho propichnuti v kterékoli soutfadnici je permutacné ekvivalentni G.

Diikaz. Existence plyne z 8.5
Necht C spliiuje piredpoklady tvrzeni. Pak Ju € C véhy 12 = 1,u=1+u e C =
w(u) = w(a) = 12. BUNO (tj. permutujeme soufadnice)
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u=20...0l1...1au=1...10...0 a propichovanou soutfadnici nastavime jako prvni.
Necht I = {13,...,24} a 7; : F** — F'2 je propichnuti v soufadnicich /.
Necht v e C\ {0} a m;(v) =0 =
wu+v)+wv)=12,w(v) >8=wlu+v)<id=u=v=

Kerm; = {0,u}. Protoze tic = 0 Vc € C je m;(C) [12, 11],-kéd s kontrolni matici ¥ € Fy*!2
= C ma generujic matic tvaru

0 0 . 011 1
1 0

¢= 111 . M
1 0

Vymeénime-li jeji 1. a 13. sloupec dostaneme generujici matici

10 ... 001 ... 1
~ 01 ... 01
¢= Ce e M ’
00 ... 11

permutacné ekvivalentniho kédu C. Nyni diky staci ukazat, ze je M incidenc¢ni matice
2 — (11,6, 3) designu.

Ozna¢me radky matice C po fadé cg,...,c11 a radky matice M vy,...,v11.

C dvojnasobné sudy = 4 déli w(c;) i w(c; +¢;) a d(C) = 8 = w(w;), w(w; + uu;) €
{6,10}.

Kdyby w(u;) = 10 = w(c; + u) = 2+ 2 = 4, coz je spor.

Kdyby w(u; +u;) =10 = w(c; + ¢; +u) = 2+ 2 =4, coz je opét spor.

Proto pro i # j

6 =w(w) =w(w +uj) =w(y) +wu;) — 2wy, Nu;) = w(u; Nu;) = 3.

Totéz lze dokézat i pro matici M7, nebot

01 ... 110 0
1 01 . 0
1 00 ... 1

je rovnéz je generujic matice kédu C.
Tedy M je inciden¢ni matice symetrického 2 — (11,6, 3) designu, ktera je podle
urcena az na permutaci radki a sloupct jednoznacné. U

Zbytek kapitoly se v akademickém roce 2021/22 nebude predndset ani zkouset.
Poznamka 8.7. Necht C C F2*, kde k = log, |C|. Jestlize bud

(a) C je samoortogonalni nebo
(b) 0 € C au+C je pro kazdé u € C dvojnasobné sudy,

pak je C samodualni a tedy linearni kéd.
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Diikaz. Necht plati (a). Pak C C LO(C) C C* Q (LO(C))* = 28 = |C| < |LO(C)] =
dim(LO(C)) > k = dim((LO(C))*) < k = 2 = |C| < |LO(C)| < |[(LO(C))*)| < 2%,
Proto C = LO(C) = C*.

Predpokladejme, ze plati (b). Sta¢i ndm ovérit platnost (a).

Vsimnéme si, ze pro kazdé u, v € C mame podle predpokladd, Ze 4 déli w(u) = w(0+u),
w(v) =w(0+v)iw(u+v). Proto

2wunNv) =wu+v) —wu) —w(v) = 2déli wunv).

Odtud vidime, ze u-v = 0, tedy C je samoortogonalni. O

Véta 8.8. A7 na permutacni ekvivalenci existuji jednoznaéné uréené bindrni kédy G a
€ velikosti 2'2 obsahujici nulové slovo, prvni délky 23 a vzdalenosti 7 a druhy délky 24 a
vzdélenosti 8. Tyto kédy jsou nutné linearni a plati, 7e G je permutacéné ekvivalentni G,
€ je permutacné ekvivalentni £ a fe = 1 + 7592% + 257622 4 759216 + 224,

Diikaz. Existence plyne z [8.5]

Necht 7; : F3* — F3* oznacuje propichnuti v i-té soutadnici. Pak je m;(€) kéd velikosti
212 obsahujici nulové slovo a podle Pozorovani je vzdalenosti 7 a tedy 3-perfektni a fm( & =
1+ 25327 4+ 5062® + 1288zt + 128822 + 506215 + 253216 + 223,

Protoze Vu € £\{0,1} 3j, k < 24 splitujici w(r;(u)) = w(m(u))—1. Kéd £ neobsahuje
slovo vahy 7, tedy viechna slova vahy 7 kédu 7;(£) vznikla ze slov délky 8. Kdyby &
obsahoval slovo vahy 11, 15 nebo 23, pak by pro vhodném i obsahoval kéd m;(€) slovo
stejné véhy, coz neplati. Podobné £ nemtize obsahovat slova vahy 9, 13, ani 17. Proto
fo =14 7592% + 257622 4 75926 + 224 = € je dvojnasobné sudy = v + € mé stejné
parametry, tudiZ je dvojnasobné sudy Vv € £ = £ je linedrni samodualni kéd podle
£ je permutaéné ekvivalentni £ podle .

Splituje-li G predpoklady tvrzeni, pak kéd F = {c; ... cos Yoici| e € G} ma
délky 24 a vzdalenosti 8 mohutnosti 212 slov a obsahuje 0 = Ej je permutacné ekvivalentni
E. Protoze moy(E ) Q je podle permutacné ekvivalentni G.

Zbytek plyne z O

Dusledek 8.9. Je-li C bindrni kéd velikosti 22 délky 23 a vahy 7, pak Yu € C je kéd
u + C permutacné ekvivalentni G.
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Konvolué¢ni kédy
9. KONVOLUCNI KOD A KONVOLUCNI KODOVAC
V celé kapitole predpokladame, ze F je konecné téleso a D neznama.

T&N. Na mnoziné formélnich Laurentovych fad F((D)) = {3, w;D' | r € Z,u; € F}
uvazujme obvyklé operace N
i>r i>s i€z i>r i>s i€Z kel

kde polozime u; = v; = 0 Vi < r,j < s. Déale znac¢me:

F([D]] = {> ispuiD" | u; € F} - formélni mocninné fady,

F[D] ={>,_gn wiD" | n € N,u; € F} - polynomy,

FID ' ={>,_gowD"|neNu; €F} - inverzni polynomy,

FID,D'={>,_nwD" | k€ Z neN,u; €F} - Laurentovy polynomy.

Poznamka 9.1. F((D)) tvoii s vyse zavedenymi operacemi komutativni téleso a F[D], F[D~'| C
F[D, D~'] C F[[D]] jsou jeho podokruhy.

Dikaz. O

Definice. Podilovému télesu F(D) = {2 | p,q € F[D], ¢ # 0} oboru F[D] fikdme racio-
ndlni funkce, raciondlni funkce f € F(D) je realizovatelnd, pokud f = - pro polynom p a
polynom s nenulovym absolutnim c¢lenem q.

Pozorovani. Uvazujme zobrazeni v : F(D) — F((D)) dané vztahem v(2) = p- gt
(1) v je prosty okruhovy homomorfismus,

(2) f € F(D) je realizovatelnd < v(f) € F[[D]]

Nadale budeme ztotoziiovat prvky F(D) a v(F(D)) a prvkam v(F(D))NF[[D]] budeme
fikat realizovatelné rady.

T&N. Pro ¢ € N ozna¢me F¢((D)) = {3 .., wD' | r € Z,u; € F°}, kde soufadnice
znacime hornimi indexy u; = uil) . .uz(-c).

Pozorovani. Pro ¢ € N plati, ze
(1) p:Fe((D)) — F((D))¢ dané vztahem p(> "~ w; D) = (3., ugl)Di, R P uEC)Di)
je bijekce, - - -
(2) Fe((D)) tvori se s¢itdnim a nésobenim skaldrem po koeficient stejného monomu

D' vektorovy prostor, pro ktery je p izomorfismus vektorovych prostorti (zaroven
jde o modul nad F[D], F[D~'] F[[D]] i F[D, D]

Na zakladé predchoziho pozorovani budeme nadale ztotoznovat prvky prostory F¢((D))
aF((D))e.

Definice. Je-li B C F((D))¢ nazveme C = LO(B) C F((D))¢ konvolucni kdd s parame-
try (c, k), pokud dimpC = k. Kazdou matici G € (F(D) N F[[D]])¥*¢, jejiz fadky tvoii
bazi C, nazveme generujici matici konvolu¢niho kédu C. Pokud G € F[D]**¢ mluvime o
polynomaidlni generujici matici.
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Poznamka 9.2. Je-li C C F((D))° konvoluéni kdd, pak
(1) 3 polynomiélni generujici matice C,
(2) Je-li G = (gij) generujici matice C, pak
(a) 3 polynomy p;;,¢; € F[D]: ¢;(0) =1, NSD(ps1, ..., Pic, i) = L a gij = % Vi, j,
(b) 3 polynomy p;;,q € F[D]: ¢(0) = 1, NSD({p;; | i,j} U{q}) =1 a g;; = 7%
Vi, j,
(3) vSechny polynomy z (2) jsou matici G uréeny jednoznacné.
Diikaz. U

T&N. Uvazime-li vyjadieni generujici matice G = (££) konvoluéniho kédu z (Qa),

J
pak definujme v; = max(deg(p;1), ..., deg(pi.),deg(q;)) a extdeg(G) = Zle v; je vnéjsi
stupen matice G.

Véta 9.3. Jsou-li G a GG dvé generujici matice konvolu¢niho kédu C s minimalnim vnéjsim
. k ko~ . N .

stupném v = > 7 v, = > ., U;, kde v; a Ij; jsou zavedeny stejné jako vySea vy < --- <y

arv <--- <1y, pak v; = 1; pro vSechna 1 =1,... k.

Dikaz. O

Definice. Hodnoty v; z pfedchozi véty se nazyvaji Forneyho indexy a degC = Zle v;
je stupen konvoluc¢niho kédu C.

Je-li G generujici matice konvolu¢éniho kédu C s parametry (c, k), pak zobrazeni K :
F((D))* — F((D))¢ dané podminkouK (u) = uG nazveme konvolucni kédovac a dvojici
(K, Q) fyzicky konvolucni kddovac.

Pozorovani. Je-li (K,G) fyzicky konvoluéni kédovaé pro G = (%) generujici matice

konvolu¢niho kédu C s parametry (c,k) a u= Y, u;D" € F((D))*, pak
(1) K(F((D))*) =C a K je prosté linedrni zobrazeni,
j ) i k 5) Psj _ i
(2) v =3, v Dl = 328 a2 pro v = Y, vi D' = K (u).

Piiklad 9.4. Uvézime fyzicky konvolucni kédova¢ (K, G) pro generujici matici G =
(1+D? 14 D+ D?) € Fo[D]"*2. Necht u =Y, u;D" € F5((D)), potom

K(u)=> wD' (1+D* 1+D+D*) = (> (ui+u>D"> (u+ iy +ui_D").

(2

Definice. Necht n,k,m € N, k < n, z € Z a uvazme matice P € F™™, @ € Fkxm
R c Fmxn S € F*X™ g zobrazeni § : F™ x F¥ — F™ a X\ : F™ x F¥ — F" dan4 predpisem
§(s,u) =sP+uQ a A(s,u) =sR+uS.Budu=> . uD €F(D))as,=0¢cFm
a definujme s; 11 = 0(s;, w;), Vir1 = A(s;,w;) Vi > z a K(u) = Y, v;D". Je-li zobrazeni
K prosté, potom trojici (K, d, \) nazveme abstraktni konvolucéni kodova¢ s prechodovou
funkci § a vystupni funkci A s parametry (n, k, m). F™ se nazyva stavovy prostor.

Pozorovani. Necht (K, J, \) je abstraktni konvolu¢ni kédovac s parametry (n, k, m), pak
Vu € F((D))*

(1) K je F-linearni a K(uD) = K(u)D,
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(2) Vp,q € F[D] \ {0} médme K(up) = K(u)p a K(ug)q = K(up), proto K(u%’) =
K(we,
(3) pokud k =1au € F(D), pak K(u) = K(1)u.

Priklad 9.5. Konvolu¢ni kédova¢ K z[9.4]1ze popsat jako abstraktni konvolu¢ni kédovac
(K,6,\) (2,1,2), kde 6(s,u) =sP +u@ a A\(s,u) = sR + uS pro matice

P:<8 é),@:@ 0),R=<(1) 1),5:(1 1).

Poznamka 9.6. Necht m e N, p =" p,D'#0,q=1+>" ¢D"a K : F(D)) —
F((D)) je déna pfedpisem K(u) = u’. Definujme ¢ : F™ x Fl - F"a\:F" x F! — F!
dand predpisem d(s,u) = (u — 37, g8V, s sm=DY a A(s,u) = pou + > (P —
pog;)sY). Potom
(1) (K, (£)) je fyzicky konvolu¢ni kédovac,
—q

@ 5 B I B P1 — Poda
S,u) =S s +u(1,0,...,0), A(s,u) =s +u(po)
_ZL_ 0 ... 0 Pm — Podm
(3) a (K9, ) je abstraktni konvoluéni kédovaé.
Diikaz. U

T&N. Je-li p,q jako v , u=73 ., uD €F(D)av=>, uD =u- £, pak je

konvoluce uwu - § realizovana obvodem

A 4 .

> -
Po P1 D2

1 —q1 —q2
« M
NP NPA

Za Sablonu obvodu dekuji Adamu Klepdcoui.

Véta 9.7. Abstraktni konvolu¢ni kédovac lze ralizovat jako fyzicky konvolucni kédovac
a naopak.

Diikaz. U
Priklad 9.8. (1) Aplikujme diikaz [9.7| na abstraktni konvolu¢ni kédovaé K z[9.5 s ma-

ticemi
0 1 01
Pz(o 0),@:(1 o),g:(l 1),5:(1 .

G = D-Q(L,—DP)™"R+S =D (1 0) (1 _D>1 (0 1)+(1 1)=(1+D* 1+D+D?.

0 1 11
Tedy@:Gz

Potom
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1 1+D+D* 1+D* 1+D
0 1+D+D* D? 1
extdegG = 2 4+ 2 = 4 a spocitame z dikazu predchozi véty matice urcujici abstraktni
konvoluéni kédovaé pro fyzicky kédovaé K (u) = uG:

(2) Pro polynomialni matici G = nad Fy urcime

0100
(01 (P 0\ (0000
B"(o 0) pmtop_(o P2>_ 000 1]
0000
0101
fe 0N (1000, (o1 1o0] o (1111
Q(o 61)(0()10>R 1100’S<0101>'
0110

1 1+D+D? 1+D? 1+ D
0 1+D+D?* D? 1

lu¢niho kédu jako v (2) opét spocitame extdegG = 2+ 1 = 3 a matice uréujici abstraktni
konvoluéni kédovaé pro K(u) = uG:

010 0101
15:000,@:(38?)}?:0110,5*:((1)13}).
000 1001

(4) Pro generujic matici G = (1+D1+D2 Hl;sz nad Fy vidime, Ze extdegG = 2 a

opét standardné spocitdme matice urcujici odpovidajici abstraktni konvoluéni kédovac:
11 0—-1-1 1-1-1 11
P= (1 0)’Q:(1 0), f= (0—1-1 0—1-1) a (1 0)’52(1 b

10. POLYNOMIALNI GENERUJICI MATICE

T&N. Necht A € F[D]™" C, M € F[D]**". Reknem, Ze je matice A unimoduldrni, pokud

(3) Pro generujici matici G = ( ) nad Fy téhoz konvo-

»n 0 ... 00 ... 0

_1 nxn . . . . 0 9 ... 0 0 ... O
JA™ € F[D]™™. Jsou-li L a P unimodularni matice a M = 0 0
0 0 ... & 0 ... 0

pro 9;|0;11 v F[D] pro v8echna i = 1,... k — 1, pak C' = LM P nazveme Smithiv rozklad
matice C, kde M je Smithova normdlni forma (SNF) matice C'.

Pozorovani. Je-li A € F[D]"*™ a p € F[D], pak
(1) A je unimodulérni < det A € F*,
(2) elementérni matice pficteni p nasobku fadku k jinému je unimodularni,
(3) jsou-li a,b € F[D] nesoudélné, existuje u,v € F[D], pro néz ua + bv = 1, proto je
matice ( —uv unimodulérni.

b
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Priklad 10.1. Pro A =

1+D =D je det A = 1, proto A~! = I-D D )

D 1-D -D 1+D
Potom SNF matice C' je I, a jeji Smithtv rozklad je naptiklad tvaru A = A - I, - I, =
Iy - I, A.

Poznamka 10.2. Polynomialni matice mé néjaky Smithtuv rozklad a jeji SNF je urcen
jednoznacné.

Dukaz. O

” oy e : _ (14 D?* 1+D* 114 D?
Priklad 10.3. Spocitdme Smithiv rozklad matice G = <1+D 1+D2 14D

nad F,:

g1
V nasledujicim bude matice G = | ... | € F[D]**™ pro g; = (gi1,-.-,9m) € F[D]",

8k
v; = degg;, kde deg g; = max(deg g1, . . ., deg gin)-
T&N. Cislo intdegG' = max(degdet(H) | H € F[D]*** vznikne vypusténim n—Fk sloupct zG)
se nazjva vnitini stupen G. Pro G € F[D]¥*" plati, ze G ~ G, pokud 3T € F(D)*** inver-
tibilni, pro kterou 7G' = G. Rekneme, e G je zdkladni, pokud intdegG = min(intdeg( |
G e F[D)»", G ~ Q).

Pozorovani.

Poznamka 10.4. Nésledujici je pro matici G ekvivalentni:
(1) G je zékladni,
(2) SNF matice G je tvaru (I;]0),
(3) G lze doplnit n — k polynomialnimi fadky na unimodularni matici,

(4) 3R € F[D|™*, pro niz GR = I.
Dikaz. U

11. VITERBIHO ALGORITMUS
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