12. cviceni
Ve skole:

1. (Eisensteinovo kriterium) Necht a = > | ;2" € Z[x] spliiuje podminku
NSD(ay, . .., a,) = 1 a necht prvoéislo p déli a; pro vSechna i =0,...,n—1
a p? nedéli ag. Dokazte, Ze je polynom a v Z[x] ireducibilni.

2. Dokazte, ze jsou v Z[z| ireducibilni polynomy
(a) 28 — 12, (b) 22° + 923 — 6, (c) 2% + 102° — 423 + 8z — 2.

3. Bud R obor, f € R[z| a a € R. Dokaite, Ze je f ireducibilni v R[x] pravé
tehdy, kdyz je f(x + a) ireducibilni v R[z].

4. Dokazte, ze jsou v Z[z| ireducibilni polynomy
(a) 28+ 2% + 1, (b) 2Pt + 2P 2 4+ ... + 2+ 1 = Z=L pro prvodislo p.

z—1

Ulohy pro samostatné pocitdni:

5. Najdéte generator u vSech idealt, které jsou hlavni:
(a) 15Z + 247 v Z,

(b) 15Z N 247 v Z,

(c) 3Z[x] + 2Z[x] v Z[z],

(d) 3Z[x] NxZ[x] v Z[z].

6. Pro kazdé a,b € Z dokazte, ze NSD(a, b)Z je vzhledem k inkluzi nejmensi
ideal okruhu celych ¢isel Z obsahujici idedly aZ i bZ a ze NSN(a,b)Z je
nejvetsi ideal okruhu Z obsazeny v idedlech aZ i bZ. Plati obdobné tvrzeni
v kazdém eukleidovském oboru?



Reseni:

1. Necht a =b-c,kde b=>""_ ba',c=> " ¢;z' € Z[x]. Pokud degb =
0, pak b = bpz" a a = >_; | boc;a’, proto by déli NSD(aq, ..., a,) = 1,
tedy b = £1 je invertibilni polynom (symetricky pro c).
Predpokladejme, ze degb > 0 a degc > 0. Potom degec < n a degb <
n, a protoze p déli ay = bocy a p? nedéli ag = bycy plati, ze bud p
déli by a nedéli ¢y nebo p déli ¢y a nedéli by, bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, ze p déli by a nedéli ¢y. Indukei dokézeme, ze p déli b;
pro vSechna i = 0,...,7 < n. Pro i = 0 tvrzeni pfedpokladame. Necht
t <mnapdeli b; pro vSechna j =0,...,7— 1. Protoze a; = Z;’:o bjci—;
a p déli a; podle predpokladu, plati, ze

i—1
P deéli (CLZ' — ijc,-_j) = biCQ.
j=0

Protoze p podle predpokladu nedéli ¢y, musi délit b;. Protoze p déli
vSechy koeficienty b, déli i vSechny koeficienty a = b - ¢, coz je spor s
pfedpokladem NSD(ay,...,a,) = 1.

2. Pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (a),(b) p =3, (¢) p =2

3. Dokazujeme neptimo: necht f(x) = g(z)h(z) pro neinvertibilni poly-
nomy ¢ a h, pak f(z + a) = g(x + a)h(x + a). Obracenou implikaci
dostaneme pouzitim dokézaného tvrzeni pro polynom g(z) := f(z +a)
a g(r + (—a)).

4. (a) Pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (z + 1)¢ + (z +1)> +1 =
28 + 62° + 152 + 2123 4 1822 + 92 + 3 a prvocislo 3,

(z+1)P—-1 _ (p)l,i—l a

(b) pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro T = 2uiet

prvocislo p,

5. (a) 3= NSD(15, 24),
(b) 120 = NSN(15, 24),
(c¢) Neni hlavni: pfipadny generator hlavniho idedlu by byl spole¢ny
délitel 3 a = v oboru Z[z], tedy 1 nebo —1, ovSem +1 ¢ 37Z[z] 4+ xZ]x],
(d) 3.

6. Nejprve si vSimnéme, Ze u/v < vZ C uZ. Je-li ¢ := NSD(a,b) a dZ
idedl obsahujici aZUbZ (Z je obor hlavnich ideéld), pak d/a, b, a protoze
je d nejvétsi spoleény délitel, dostavame, zZe d/c, a proto ¢Z C dZ.
Duélné, jestlize g := NSN(a,b) a hZ C aZ N bZ, pak a,b/g, a protoze
je h nejmensi spoleény nasobek, dostavame, ze g/h a hZ C gZ.

Uvaha projde v jakémkoli Eukleidovském oboru (dokonce i v OIHI).



