1. ZAKLADNI PRIKLADY A POZNATKY O MONOIDECH A GRUPACH

Napiste Eukleiduv algoritmus.

Napiste Cinskou vétu o zbytcich (pro Zy,).

Definujte Eulerovu funkci a uved'te vzorec pro jeji vypocet.

Definujte Eulerovu funkci a napiste Eulerovu vétu.

Pro dany monoid M(-), definujte grupu M*(-) invertibilnich prvkd.

Uved'te néjaky postup na vypocet inverzniho prvku v grupé invertibilnich prvkua
Z;().

Definujte grupu invertibilnich prvka 72 (-) monoidu Z,,(+). Které obsahuje prvky?

Uved'te definici grupy a néjaky piiklad grupy, kterd neni komutativni.

Uved'te definici komutativni grupy a feknéte, které podgrupy komutativni grupy
jsou normalni.

Uved'te definici grupy a podgrupy.

Uved'te definici monoidu a pifklad monoidu, ktery neni grupou.

2. KONGRUENCE A HOMOMORFISMY GRUP

Napiste, co rozumime faktorovou grupou grupy G(-) podle normalni podgrupy
H.

Napiste, co rozumime ekvivalenci rmod H na grupé G(-), kde H je jeji podgrupa.
Napiste Lagrangeovu vétu. Co piesné znadl [G : H]?

Jaky je vztah fddu grupy a fadu jejich podgrup?

Definujte podgrupu a normdlni podgrupu.

Definujte normalni podgrupu a homomorfismus grup.

Uved'te definici faktorové grupy (véetné znaceni a definice operaci).

Uved'te vétu o homomorfismu pro grupy.

Uved'te 1. vétu o izomorfismu pro grupy.

Uved'te 2. vétu o izomorfismu pro grupy.

Definujte relaci rmod H pro danou podgrupu H.

Kdy je relace relace rmod H kongruence na grupé G(-)?

Popiste pomoci podgrup vSechny ekvivalence slucitelné s grupovou operaci.

Definujte vSechny ekvivalence slucitelné s grupovou operaci.

Najdéte grupu G(-) a jeji podgrupu H, aby relace rmod H nebyla slucitelnd s -.

Existuje mezi kazdou dvojici grup néjaky homomorfismus? Stru¢né zduvodnéte.

Existuje nekonec¢né grupa, kterd obsahuje jen jednu normélni podgrupu? Struéné
zduvodnéte.

3. PRIKLADY GRUP

Miuze mit komutativni grupa nekomutativni vlastni podgrupu? Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Miuze mit nekomutativni grupa komutativni vlastni podgrupu? Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Je grupa permutaci Sz(o) komutativni? Stru¢né zdiavodnéte.

Je grupa A4(o) (=sudé permutace) komutativni? Stru¢né zduvodnéte.

Je grupa Az(o) (=sudé permutace) komutativni? Struéné zduvodnéte.
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Je aditivni grupa Z x Z(+) komutativni? Stru¢né zduvodnéte.

Je {0,1, —1}(-) grupa? Strucné zdivodnéte.

Je {1,—-1}(-) grupa? Stru¢né zduvodnéte.

Tvori viechny ¢tvercové matice stupné 7 nad télesem s ndsobenim grupu? Struéné
zduvodnéte.

Tvoti vSechny regularni ¢tvercové matice nad télesem s nasobenim grupu? Stru¢né
zduvodnéte.

Tvoii viechny funkce R — R se sklddanim grupu? Stru¢né zdivodnéte.

Uved'te vechny (az na izomorfismus) grupy prvociselné velikosti p.

Napiste aspon tii neizomorfni osmiprvkové grupy.

Napiste aspon dvé neizomorfni devitiprvkové grupy.

Napiste aspon dvé neizomorfni 24-prvkové grupy.

Napiste aspon tii neizomorfni 12-prvkové grupy.

4. PODGRUPY

Rozhodnéte, zda iracionalni ¢isla tvoif podgrupu grupy C(+). Struéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda iraciondlni ¢isla tvorf podgrupu grupy C*(-). Struéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda cela ¢isla tvoii podgrupu grupy C(+). Struéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda cela ¢isla tvoii podgrupu grupy C*(-). Struéné zdivodnéte.
Rozhodnéte, zda raciondln{ éisla tvori podgrupu grupy R(+). Struéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda kladnd ¢isla tvoif podgrupu grupy R(+). Strucéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda kladnd ¢isla tvoif podgrupu grupy R*(-). Struéné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda tvoii sud4 celd ¢isla podgrupu grupy Q(+)? Stru¢né zdivodnéte.
Rozhodnéte, zda tvoii suda ¢isla podgrupu grupy Q*(-)? Stru¢né zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda ptirozeni ¢isla tvoif podgrupu grupy Q(+). Struéné zdavodnéte.
Rozhodnéte, zda permutace splitujici 72 = id tvoii podgrupu grupy Sz (o).
Rozhodnéte, zda liché permutace tvori podgrupu grupy S, (o).
Rozhodnéte, zda tvoii mnozina {1, 7} podgrupu grupy Zg(-)? Strucné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda tvofi mnozina {1, 3} podgrupu grupy Zi,(-)? Strucné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda tvoii mnozina {1,2,4,5,10} podgrupu grupy Zi,(-)? Strucné
zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda tvoii mnozina {1, 3,9} podgrupu grupy Z;;(-)? Stru¢né zdavodnéte.
Rozhodnéte, zda tvori mnozina {1, 4, 7} podgrupu grupy Z(-)? Strucné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda tvoifi mnozina {1, 5} podgrupu grupy Zi,(-)? Strucné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda licha ¢isla tvoii podgrupu grupy Z(+)? Stru¢né zduvodnéte.
Napiste, jak vypadaji viechny podgrupy grup Z,(+).
Napiste, jak vypadaji véechny podgrupy grupy Z(+).
Rozhodnéte, zda diagonélni matice tvori podgrupu grupy GL,(Q)(:). Struc¢né
zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda horni trojihelnikové matice tvoii podgrupu grupy GL,(Q)(-).
Strucné zdivodnéte.
Rozhodnéte, zda doln{ trojihelnikové matice tvoif podgrupu grupy GL,(Q)(:).
Strucné zduvodnéte.

5. CYKLICKE GRUPY

Definujte cyklickou grupu.



Uved'te vsechny (aZ na izomorfismus) cyklické grupy.

Nechf k € {1,...,n}. Za jakych podminek (k) = Z,? Kolik podgrup fadu k ma
grupa Zy?

Kolik existuje podgrup konec¢né cyklické grupy?

Kolik generdtoru obsahuje kone¢nd a kolik nekoneénd cyklicka grupa?

Existuji dvé neizomorfni cyklické grupy fddu 1234567 Strucné zdavodnéte.

Existuji dvé neizomorfni cyklické grupy fadu 2'99°? Struéné zdiivodnéte.

Existuji dvé neizomorfni nekonecné cyklické grupy? Strucné zduvodnéte.

Existuje podgrupa ¢i faktorova grupa cyklické grupy, ktera neni cyklickd? Stru¢né
zduvodnéte.

Obsahuje kazdd aspon dvouprvkovd konecnd grupa néjakou konecnou aspor
dvouprvkovou cyklickou podgrupu? Stru¢né zduvodnéte.

Obsahuje kazda nekone¢nd grupa nekonecnou cyklickou podgrupu? Stru¢né zduvodnéte.

6. ALGEBRY

Uved'te definici algebry a podalgebry.

Uved'te definici homomorfismu mezi algebrami A(a;| i € I) a B(ay| i € I).

Uved'te definici izomorfismus mezi algebrami A(a;|i € I) a B(wy] i € I).

Pro jaké algebry je prazdnd mnozina podalgebrou?

Co znamena, ze jsou algebry izomorfni?

Co znamend, ze jsou algebry stejného typu?

Existuje vzdy néjaky homomorfismus algebry do sebe? Stru¢né zduvodnéte.

Existuje vzdy néjaky izomorfismus algebry do sebe? Struc¢né zduvodnéte.

Existuje mezi kazdou dvojici algeber stejného typu néjaky homomorfismus? Strucéné
zduvodnéte.

Existuje nekonecnd algebra obsahujici jedinou podalgebru? Struc¢né zdivodnéte.

7. KONGRUENCE NA ALGEBRACH

Uved'te definici faktorové algebry (véetné znaceni a definice operaci).

Definujte kongruenci na algebre.

Je prinik dvou kongruenci na algebfe vzdy kongruence? Strucné zdivodnéte.

Je sjednoceni dvou kongruenci na algebfe vzdy kongruence? Struc¢né zdivodnéte.

Definujte slucitelnost ekvivalence s n-arni operaci. Je kazda ekvivalence slucitelna
s kazdou nuldrni operaci?

Definujte slucitelnost ekvivalence s n-arni operaci. Je kazda ekvivalence slucitelna
s kazdou undrni operaci?

Uved'te vétu o homomorfismu pro algebry.

Uved'te 1. vétu o izomorfismu pro algebry.

Uved'te 2. vétu o izomorfismu pro grupy i algebry.

Uved'te piiklady aspon dvou kongruenci na desetiprvkové algebie.

Uved'te piiklady asponi dvou kongruenci na nekonecné algebie.

Uved'te pifklad kongruence a podalgebry na algebie A(c;| i € I).

Existuje nekone¢nd algebra, na niz je pouze jedna kongruence? Struc¢né zdivodnéte.

Kolik existuje neizomorfnich kone¢nych algeber, na nichz je pouze jedna kongru-
ence? Struc¢né zduvodnéte.



8. (NE)IZOMORFNI ALGEBRY

Jsou grupy R(+) a R7(:) (podgrupa kladnych ¢isel grupy R*(-)) izomorfni?
Strucné zdivodnéte.

Jsou grupy R(+) a IR*() izomorfni? Struéné zduvodnéte.
Jsou grupy Q(+) a Q*(-) izomorfni? Struéné zduvodnéte.
Jsou grupy Q(+) a Z x Z(+) izomorfni? Struc¢né zduvodnéte.
Jsou grupy C(+) a R x R(+) izomorfni? Stru¢né zdivodnéte.
Jsou grupy C*(-) a ]R* x R*(-) izomorfni? Stru¢né zduvodnéte.
Jsou grupy Z»(+
Jsou grupy Zog

() izomorfni? Stru¢né zduvodnéte.

Z34(+) izomorfni? Struéné zduvodnéte.
a Zzo( ) izomorfni? Stru¢né zdavodnéte.
a Zz x Z4(+) izomorfni? Strucné zduvodnéte.
a Z4 X Z4(+) izomorfni? Strucné zduvodnéte.
Jsou grupy Zi2(+) a Zs x Zg(+) izomorfni? Struéné zduvodnéte.
Jsou grupy Zis a Zs X Zs(+) izomorfni? Struéné zduvodnéte.
Jsou grupy Zsz(+) a Asz(o) izomorfni? Struc¢né zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy N(+) a N(-). Struc¢né zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy Q(-) a N(+). Stru¢né zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy Z(+) a Z(-). Stru¢né zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry Q(-, +,1) a Z(-, +, 1). Stru¢éné zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy N(-) a Z(+). Stru¢né zdavodnéte.
Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry Q(-, +,1) a Z(-, +, 1). Stru¢né zduvodnéte.

) a
(+) a
Jsou grupy Zig(+)
Jsou grupy Zis(+)
Jsou grupy Zi6(+)

(+)
(+)

9. OKRUHY A TELESA

Definujte téleso.

Definujte okruh.

Definujte pravy a levy idedl okruhu.

Definujte ideal okruhu.

Charakterizujte, které okruhy jsou télesa pomoci pojmu pravy a levy ideal.
Popiste maximalni idedly oboru polynomu nad télesem.

Charakterizujte idedly oboru polynomu nad télesem.

Napiste algoritmus déleni se zbytkem polynomu nad télesem.

Uved'te pifklad okruhu a néjakého jeho idedlu.

Uved'te piiklad okruhu, ktery neni télesem.

Popiste vztah mnoziny kongruenci a idedlt okruhu.

Popiste vSechny idedly okruhu celych ¢isel.

Najdéte aspon tii kongruence na okruhu celych ¢isel.

Popiste viechna kone¢na komutativni télesa.

Vyslovte nutnou a postacujici podminku pro poc¢et prvku kone¢ného télesa.

10. USPORADANE MNOZINY A SVAZY

X, < C
Bud (X, <) uspoifddand mnozina a A C X. Definujte infimum mnoziny A.
X, <) usporddand mnozina. Definujte nejvéts{ a nejmensi prvek.



Definujte svaz a diplny svaz pomoci relace usporadani.

Definujte distributivni svaz.

Uved'te definici svazu jako algebry

Definujte Booleovu algebru.

Definujte komplement prvku ve svazu. Je komplement vzdy nejvyse jeden? Stru¢né
oduvodnéte.

Definujte monoténni zobrazeni a homomorfismus svazil.

Charakterizujte izomorfismy svazii pomoci monotonie.

Je kazdé monoténni zobrazeni svazii homomorfismus? Stru¢né zdivodnéte.

Je kazda monoténni bijekce mezi svazy izomorfismus? Stru¢né zduvodnéte.

Je kazdy homomorfismus svazii monoténni zobrazeni? Stru¢né zdavodnéte.

Uved'te piiklad uspoifddéani na dvou prvcich, které neni svazem.

Uved'te piiklad tiiprvkového svazu.

Uved'te linedrné usporddanou mnozinu (tj. Va,b bud a < b nebo b < a), kterd
nenf Uplnym svazem.

Tvoii kone¢né podmnoziny mnoziny N svaz vzhledem k usporddani C? Stru¢né
zduvodnéte.

Tvoii koneéné podmnoziny mnoziny N tplny svaz vzhledem k uspofadani C?
Strucné zdivodnéte.

Tvoii podmnoziny mnoziny N svaz vzhledem k uspotadani C? Stru¢né zdiavodnéte.

Je kazd4 linedrné usporddand mnozina (tj. Va,b bud a < b nebo b < a) svaz?
Strucné zduvodnéte.

Je kazd4 linedrné uspofddand mnozina (tj. Va,b bud a < b nebo b < a) tplny
svaz? Struc¢né zduvodnéte.

Uved'te pifklad osmiprvkové Booleovy algebry.

Uved'te pifklad ¢tyiprvkové Booleovy algebry.

Uved'te pifklad Sestndctiprvkové Booleovy algebry.

11. EULEROVA FUNKCE A EUKLEIDUV ALGORITMUS (2 BODY)

Spoctéte hodnotu Eulerovy funkce (1200).
Spoctéte hodnotu Eulerovy funkce ¢(1008).
Spoctéte hodnotu Eulerovy funkce ¢(2250).
Spoctéte hodnotu Eulerovy funkce ¢(2310).
Spoctéte 1171 v monoidu Zay(+).

Spoctéte 1371 v monoidu Zjg(-).

Spoctéte 51 v monoidu Zas(-)

Spoététe 77! v monoidu Zas(-)

Spocitejte, kolik invertibilnich prvki obsahuje monoid Zggs(
Spocitejte, kolik invertibilnich prvka obsahuje monoid Zggg (
Spocitejte, kolik invertibilnich prvka obsahuje monoid Zq77(-).
Spocitejte, kolik generatorti obsahuje cyklicka grupa radu 870.
Spocitejte, kolik generatorti obsahuje cyklicka grupa fadu 880.
Spocitejte, kolik generdtoru obsahuje cyklickd grupa faddu 1300.

).
).



12. SVAZY PODGRUP, HOMOMORFISMY CYKLICKYCH GRUP (2 BODY)

Uved'te véechny podgrupy grupy Zis(+).
Uved'te véechny podgrupy grupy Zig(+).
Uved'te vsechny podgrupy grupy Zis(+).
Uved'te vsechny podgrupy grupy Zso(+).
Uved'te vsechny podalgebry algebry Zso(+,0).
Uved'te vechny podalgebry algebry Zggg(+,1).
Kolik kongruenci existuje na algebte Zays(+)?
Kolik kongruenci existuje na algebte Zag(+)?
Kolik kongruenci existuje na algebte Zso(+,)?
Kolik kongruenc{ existuje na algebte Zgo(+,0,1)?
Kolik kongruenci existuje na algebie Zgo(+,0,1)?
Kolik existuje homomorfismt grupy Zso(+) do grupy Zse(+)?
Kolik existuje homomorfismt grupy Zso(+) do grupy Zzo(+)?
Kolik existuje homomorfismu grupy Zi2(+) do grupy Zss(+)?
Kolik existuje prostych homomorfismu grupy Zse(+) do grupy Zgg
Kolik existuje prostych homomorfismu grupy Zs(+) do grupy S4(o
Kolik existuje prostych homomorfismu grupy Zsz(+) do grupy S4(o
Kolik existuje prostych homomorfismu grupy Z4(+) do grupy Ss(o)?
Kolik existuje homomorfismu grupy Zs(+) do grupy Ss(o)?

Kolik existuje homomorfismu grupy Zs(+) do grupy S4(o)?

(+)?
)?
)?
)

13. LAGRANGEOVA VETA, PODGRUPY A KONGRUENCE CYKLICKYCH GRUP (2
BODY)

Kolik podgrup a kolik kongruenci ma grupa Zgso(+)? Odavodnéte.

Kolik podgrup a kolik kongruenci m4 grupa Zj21(+)7 Oduvodnéte.

Kolik podgrup a kolik kongruenc{ ma grupa Zigo(+)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup a kolik kongruenc{ mé grupa Zssz(+)? Oduavodnéte.

Kolik normalnich podgrup mé grupa S3(o)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fadu 4 ma grupa S4(o)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fadu 5 ma grupa S4(o)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fddu 3 méa grupa S;(o)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fadu 4, 5 a 6 ma grupa Zgego(+)? Oduavodnéte.

Kolik podgrup fadu 4, 5, 6 a 7 mé grupa Zjsge(+)? Odtivodnéte.

Kolik podgrup fadu 4, 5 a 6 ma grupa Zssz(+)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fadu 13 ma grupa Q*(-)? Odavodnéte.

Kolik podgrup fadu 2 méa grupa Q*(-)? Oduvodnéte.

Kolik podgrup fadu 3 ma grupa C*(-)? Oduvodnéte.

Rozhodnéte zda grupa Sg(o) obsahuje podgrupu fadu a) 5, b) 8. Pokud ano,
uved'te piiklad, pokud ne, vysvétlete.

Rozhodnéte zda grupa Ss(o) obsahuje podgrupu #adu a) 5, b) 6. Pokud ano,
uved'te pifklad, pokud ne, vysvétlete.

Rozhodnéte zda grupa Ss(o) obsahuje podgrupu fddu a) 4, b) 7. Pokud ano,
uved'te piiklad, pokud ne, vysvétlete.

Rozhodnéte zda grupa A4 (o) (= sudé permutace) obsahuje podgrupu fddu a) 4,
b) 5. Pokud ano, uved’te piiklad, pokud ne, vysvétlete.
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Rozhodnéte zda grupa As(o) (= sudé permutace) obsahuje podgrupu rddu a) 4,
b) 5. Pokud ano, uved'te piiklad, pokud ne, vysvétlete.

14. GENERATORY CYKLICKYCH GRUP, PRIKLADY GRUP (2 BODY)

Je grupa Sz (o) cyklicka? Zduvodnéte.

Je grupa S; (o) cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa A4(o) (= sudé permutace) cyklickd? Struc¢né zduvodnéte.

Je grupa Q(+) cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa Q*(-) cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa Zg x Zs(+) cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa Zg x Zy2(+) cyklickd? Zdavodnéte.

Je grupa Zg x Zy4(+) cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa Zj,() cyklickd? Zduvodnéte.

Je grupa Z x Z(+) cyklicka? Zduvodnéte.

Je grupa Z*(-) cyklickd? Zduvodnéte.

Je podgrupa 3Z grupy Z(+) cyklickd? Zduvodnéte.

Urcete ¥4d podgrupy generované prvkem 66 v grupé Ziqz(+).

Urcete fdd podgrupy generované prvkem 27 v grupé Zsoo(+)-

Generuje prvek 2 grupu Zg(-)? Zduvodnéte.

Generuje prvek 4 grupu Zi;(-)? Zduvodnéte.

Generuje prvek 7 grupu Zg,(-)? Zduvodnéte.

Generuje prvek 27 grupu Zis»(+)? Generuje prvek 27 grupu Zisz(+)? Strucéné
zduvodnéte.

Generuje prvek 16 grupu Zi7o(+)? Generuje prvek 16 grupu Zsse(+)? Strucné
zduvodnéte.

Existuje nekomutativni 6-prvkové grupa? Pokud ano, uved'te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje nekomutativni 7-prvkova grupa? Pokud ano, uved’te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje nekomutativni 8-prvkova grupa? Pokud ano, uved’te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje nekomutativni 12-prvkova grupa? Pokud ano, uved'te pifklad. Pokud
ne, zduvodnéte.

Existuje nekomutativni nekone¢nd grupa? Pokud ano, uved'te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje necyklickd osmiprvkova grupa? Pokud ano, uved’te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje necyklickd 11-prvkové grupa? Pokud ano, uved’te piiklad. Pokud ne,
zduvodnéte.

Existuje 100-prvkovd grupa obsahujici podgrupu fadu 12? Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Existuje 99-prvkové grupa obsahujici podgrupu fddu 8? Pokud ano, uvedte
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Existuje 99-prvkovd grupa obsahujici podgrupu iddu 9? Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Existuje 74-prvkova grupa obsahujici podgrupu iddu 10?7 Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.



Existuje 64-prvkové grupa, kterd mé 16-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uved'te
priklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Existuje 70-prvkova grupa, kterd m4 15-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uved’te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.

Existuje 60-prvkové grupa, kterd m4 15-prvkovou podgrupu? Pokud ano, uved'te
piiklad. Pokud ne, zduvodnéte.



