PRAKTICKA LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE

Matici homomorfismu f : V' — W vzhledem k bazim B C V a C C W budme
zpravidla znaéit [f]gc. V souladu s timto znaenim budeme oznacovat [Id]g, 5,
matici pfechodu od baze By k bazi B,. Symbolem Z, budeme znacit téleso celych
¢isel {0,1,...,p — 1} se séitdnim a nasobenim modulo prvodéislo p.

Znaceni, které neni komentovano, je shodné se znacenim ucebnice profesora Bi-
cana.

1. LINEARNI KODY

Definice. Kazdou neprazdnou mnozinu C C Z§ nazveme (bindrnim blokovym)
kddem. Reknem, Ze C je linedrni kod délky n a dimenze k, je-li C podprostorem
vektorového prostoru Zj nad télesem Zs a dimC = k.

Vektory libovolného kédu (délky n) budeme zpravidla nazyvat slovy (délky n).
Slovo budeme zapisovat jako posloupnost 0 a 1 bez zavorek a oddélovacich ¢arek.

Definice. Necht C je linedrni kéd délky n a dimenze k. Rekneme, Ze matice C
typu (k,n) nad télesem Zs je generujici matici kédu C, jestlize fddky matice C
tvori bazi linearniho kédu C. Rekneme, ze matice D typu (n,n — k) nad télesem Zo
je kontrolni matici kédu C, plati-li, Ze v € C pravé tehdy, kdyz vD = 0 (tj. C je
pravé mnozinou vsech feseni homogenni soustavy rovnic s matici DT).

Priklad. Uvedme ¢tyti pitklady linedrnich kédé dimenze 2 a (néjakych) jim pii-
slusnych generujicich a kontrolnich matic:

1) ¢; ={00,01,10,11}, C; = ((1) (1)> a kontrolni matice je prazdna.
1 0
1 01 0 0 1
2) C» = {0000,0101,1010,1111}, Cy = (0 Lo 1) aDo= || o
0 1

3) C3 = {000000,010101,101010, 111111},

101010
Cs = (010101>aD3_

[=NeNall el
OO = OO
O O = OO
= O = O oo
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101 !
4) ¢4 = {000,011,101,110}, C4 = (0 ) 1>aD4: 1
1

Linearni kédy Cs a C3 jsou takzvané opakovaci kody.

Definujeme-li (relativni) rychlost pfenosu informace kédem C délky n jako éislo
Llog, |C|, které je pro linarni kéd rovno hodnoté H2€ pak je prvni kéd sice nej-
rychlejsi, ale pokud pfi pfenosu dojde k chybé, nedokazeme ji odhalit, protoze
chybné piijaté slovo bude rovnéz kédovym slovem. Naproti tomu ve slové kédu
Co jsme schopni jednu chybu odhalit (napiiklad chyba na druhé soutadnici slova
1111 znamend, Ze pfijmeme slovo 1011, které nelezi v kédu Cs), ovSem tuto chybu
nedokéZzeme opravit (pokud dojde k chybé na ¢tvrté soufadnici slova 1010, pii-
jmeme rovnéz slovo 1011 a nemiizeme tudiz rozhodnout, které slovo kédu C, bylo
pri pfijeti 1011 pivodné vyslano, i kdyz vime, Zze pfi prenosu doslo pravé k jedné
chybé). Podobné i kéd C4 umoziiuje rozpoznat jednu chybu pfi pfenosu, ale neumoz-
nuje jeji opravu. Tento kdd je ovsem rychlejsi nez kéd Co. Konecné kéd Cs dokaze
chybu nejen odhalit, ale i opravit. Vime-li (nebo pfedpoklddédme-li), ze doslo pfi
pfenosu slova pravé k jedné chybé a uvédomime-li si, ze v kazdém slové kédu Cy
se postupné tfikrat zopakuje stejné slovo délky 2, pak jedna chyba znamena, ze
dvakrat pfijmeme spravné (pod)slovo a jednou nespravné. Naptiklad pfi chybé ve
slové 010101 na Sesté souradnici, pfijmeme slovo 010100. Jestlize nespravnou ¢ast
slova nahradime (dvakrét zopakovanou) spravnou ¢asti (tj. posledni dvé souradnice
00 nahradime slovem 01) dostaneme ptivodné vyslané slovo.

Poznamka 1.1. Necht C je linedrni kdd délky n a dimenze k, C je jeho generugjict
a D kontrolni matice. Méjme P regularni matici stupné k a Q requldrni matici
stupné n — k. Pak PC a DQ jsou rovnéz generujici a kontrolni matici linedrniho
kodu C.

Diikaz. Oznacme P linearni kéd s generujici matici PC a Q linearni kéd s kontrolni
matici DQ. Uvéazime-li, ze fadky matice PC jsou linedrni kombinaci fadkd matice
C, dostavame P C C. Protoze je dimenze kédu rovna hodnosti generujicich matic
a ty jsou konecné a stejné, je P = C.

Podobné mnozina vsech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici Q7 a QTD”
jsou totozné, proto Q = C. O

Véta 1.2. Necht C je matice typu (k,n) a D matice typu (n,n—k) obé nad télesem
Zs. Pak jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:

(1) C a D jsou generujici a kontrolni matici néjakého linearniho kddu,
(2) h(C)=k, h(D)=n—k a CD =0.

Diikaz. (1) = (2) Je-li C generujici matice kédu, pak k£ < n a C obsahuje v fadcich
linedrné nezévislé vektory. Proto h(C) = k. Kéd C je prévé mnoZinou vSech feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici DT, proto k¥ = dimC = n — h(DT), tudiz
h(DT) = h(D) = n — k. Kone¢né vD = 0 pro vSechna slova kédu C, tedy i pro
vSechny fadky matice C, tj. CD = 0.

(2) = (1) Ozna¢me C podprostor Z% generovany radky matice C. Potom je
pfimo z definice C linearnim kédem s generujici matici C. Libovolné slovo v € C
dostaneme jako linedrni kombinaci radkd matice C, tedy v = xC pro vhodné
x € Z&. Tedy vD = x CD = 0. Protoze mnoZina vsech feSeni homogenni soustavy
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rovnic s matici DT md dimenzi n— (n—k) = k, dostavame, ze D je kontrolni matici
kédu C. ]

Definice. Necht u,v € Z7. (Hammingovou) vzddlenosti slov u a v budeme ro-
zumét pocet soufadnic, v nichZ se obé slova lisi. (Hammingovou) vdhou slova
u € Zjy nazveme pocet soufadnic slova u rovnych jedné. Vzdalenost slov u a
v budeme znacit d(u,v) a vdhu slova u oznacujme wt(u). Koneéné (Hammin-
govou) vzddlenosti kédu C obsahujictho alesponn dvé slova budeme rozumét ¢islo
d(C) = min{d(u,v)| u,v € C,u# v}.

Poznamka 1.3. Necht u,v,w € Z%.
(a) d(u,v) = wt(u+v),
) wt(u) < n,
(¢) d(u,v) =0, prdvé kdyz u = v,
(d) d(u7 V) = d(V, 11),
) wt(u+v) <wt(u+w) + wt(w+v),
) d(u,v) < d(u,w)+ d(w, V).

Dikaz. Ozna¢me U = Uy ... Uy, V=01...Up & W = Wy ... Wy, kKde u;, v;,w; € Zs.

(a) Stadi si vSimnout, Ze u; # v;, pravé kdyz u; + v; = 1.

(b), (¢), (d) Okamzity dusledek definice.

(e) Jestlize u; + v; # 0, potom bud u; + w; # 0 nebo w; + v; # 0, a proto
{Z‘ Ui + U4 750} - {Z‘ U; + W; %O}U{’” wW; + v; 750}

(f) Plyne z a) a e), tedy d(u,v) = wi(u+v) < wt(u+w) + wt(w+v) =
d(u,w) 4+ d(w,v). O

Poznamka 1.4. Bud C linedrni kod obsahugici alespori dvé slova. Potom d(C) =
min{wt(u)] u e C,u#0}.

Diikaz. Zvolime-li nenulové slovo u € C, pro néz je wt(u) minimélni, pak d(C) <
d(u,0) = wt(u) diky 1.3(a). Vezmeme-li naopak dvé rizna slova v,w € C, pro
kterd d(v,w) = d(C), pak 0 # v+w € C, a proto wt(u) < wt(v+w) =d(v,w) =
d(C). O

ProtoZe linearni kéd, ktery obsahuje jen jedno (tedy nulové) slovo, neni prak-
ticky ani teoreticky nijak zajimavy. Mzeme se v nasledujicich ivahach omezit na
nenulové linedrni kédy.

Véta 1.5. Necht D je kontrolni matice linedrniho kddu C dimenze n. Pak d(C) = d
prave tehdy, kdyz existuje d linedrné zdvislych radki matice D a kaZdych d—1 rddku
matice D je linedrné nezavislych.

Drikaz. Vezméme nejprve néjaké slovo v € Z5. VSimnéme si, Ze je vD linearni
kombinaci pravé wt(v) fadka matice D. Jestlize d(C) = d a vID = 0 pro nenulové
slovo v € Z7, pak podle definice kontrolni matice v € C. Podle Poznamky 1.4 je
wt(v) > d. Odtud plyne, Ze pro kazdé slovo v vahy d — 1 plati, ze vD # 0, a tudiz
kazdych d — 1 fadkt matice D je linedrné nezavislych. Navic podle Poznamky 1.4
existuje slovo w € C s vahou rovnou d, tedy wD = 0. Tim mame dokazano, ze d
fadkt matice D (prévé téch, které odpovidaji nenulovym soufadnicim ve slové w)
je linearné zavislych.

Naopak predpoklddejme, ze matice D obsahuje d linearné zavislych radka a
kazdych d — 1 fadkd matice D je linearné nezavislych. Potom existuje slovo w vahy
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d, pro néz wD = 0. Z definice kontrolni matice plyne, ze w € C, tedy d(C) < d.
Pokud je wt(v) < d pro nenulové slovo v € Z%, pak v D # 0, nebot Zadnych d — 1
fadkt matice D neni linedrné zavislych. Proto d(C) = d. O

Definice. Mé&jme linedrni kéd C délky n. Rekneme, 7e kéd C dokdZe odhalit t chyb,
pokud pro kazdé slovo v € C a pro kazdé nenulové slovo e € Z3 splitujici podminku
wt(e) < t plati, ze slovo v +e nelezi v kédu C. Rekneme, Ze kéd C dokdze opravit
t chyb, pokud pro vSechna navzajem rtzna slova v,w € C a pro kazdé e € Z7
splitujici podminku wt(e) < ¢ plati, ze d(v,v+e) < d(v +e,w).

Symbol |z | znaéi pro kazdé realné ¢islo x jeho celou &ast, tj. |z] € Zaz—|x] €
(0,1).

Véta 1.6. Méjme linedrni kod C délky n a vzddlenosti d. Pak C dokdze odhalit d—1
chyb a opravit L%J chyb. Navic C nedokdze odhalit d chyb a opravit L%J +1
chyb.

Diikaz. Bud e € ZJ nenulové slovo vahy wt(e) < d — 1. Potom pro kazdé slovo
v € C plati, ze d(v+e,v) = wt(v+v+e) = wt(e) < d — 1. Protoze minimalni
vzdélenost dvou riznych slov kédu C je rovna d, slovo v +e nelezi v C, a kéd tudiz
dokéze odhalit d — 1 chyb. Protoze d(C) = d, existuje slovo e € C vahy wt(e) = d.
Ziejmé 0 € C, a d(0,0 +e) = d, tedy kid nedokdze odhalit d chyb.

Vezméme nyni libovolné slovo e € Z véhy wt(e) < |92 ] < 951, To znamena,
ze 2wt(e) + 1 < d. Necht v,w € C jsou dvé riizna slova. Potom d < d(v,w) <
d(v,v+e) + d(v +e,w) podle Poznamky 1.3(f) a plati, ze

div,v+e)+d(v+e,w)>d>2 -wtle)+1=2-d(v,v+e)+1>2-d(v,v+e).

Odtud uZz odeétenim hodnoty d(v,v +e) od obou krajnich stran nerovnosti dosté-
vame, ze d(v +e,w) > d(v,v +e), tedy linearni kéd C dokaze opravit L%J chyb.

Pro kazdou podmnozinu P C {1,2,...,n} ozname ees...e, = ep € ZJ slovo,
které ma hodnotu e; = 1 pravé na soufadnicich ¢ € P a jinde nulu. Zfejmé wt(ep) =
| P|. Nyni zvolme nenulové slovo v € C vahy wt(v) = d, jehoz existenci ndm zarucéuje
Pozndmka 1.4 a ozna¢me I = {i| v; = 1} mnozinu vSech soufadnic slova v rovnych
jedné. Potom |I| = d. Zvolme dale libovolnou podmnozinu J mno#iny I o | 451 | +1
prvcich. Vsimnéme si, ze |J| > |I'\ J|. Koneéné definujme slovo e = e;. Nyni
d(0,0 +e) = wt(e) = |.J| a d(0+e,v) = wt(e + v) = wt(ep ;) = |[I \ J|. Tim jsme
dokazali, ze d(0,0+e) > d(0+e,v) pro slova 0,v € C a e € Z} vahy wi(e) =
| 9452 | + 1, tedy kéd C nedokdze opravit | 452 | + 1 chyb. 0

Priklad. Hamminguv koéd délky 2" — 1 dimenze 2" —r — 1.
Necht r je celé kladné ¢islo. Definujme matici typu (2" — 1,r)

0 0 01

0 0 1 0

0 0 1 1
Dr: : )

1 ... 1.1 0

1 ... 1 1 1

ktera na i-tém fadku obsahuje prave cislo ¢ < 2" v bindrnim zapisu délky r. Snadno
nahlédneme, ze h(D,) = r (napiiklad proto, ze fadky pfislusejici éislu 2¢ tvori
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kanonickou bézi prostoru Z3). Navic zddné dva fadky matice D, nejsou linedrné
zavislé a naopak ke kazdymi dvéma riznym radkim najdme v matici fadek (prave
jejich soucet), ktery je na nich linedrné zavisly. Mnozinu vSech FeSeni homogeni
soustavy rovnic s matici DT ozna¢me C,.. Zfejmé se jedn4 o linearni kéd délky 2" —1
a dimenze 2" — 1 — h(D!) = 2" — r — 1 s kontrolni matici D (tzv. Hammingiiv kéd
délky 2" — 1 dimenze 2" — r — 1). Podle Véty 1.5 je d(C,) = 3 a podle Véty 1.6 tudiz
kéd C, dokéze odhalit nejvyse dvé chyby a opravit nejvyse jednu chybu.

Bud v € pfijaté slovo. Pokud v D, = 0, jde samofejmé o kédové slovo. Jestlize
v D, # 0, doslo pfi pfenosu k chybé. Predpokladame, Ze doslo praveé k jedné chybé.
Protoze matice D, obsahuje na radcich vSechna nenulova slova Z, existuje ¢ < 27,
pro néz vD, = e¢;D, (tedy v D, je pravé i-ty fadek matice D) a dile (v +e;)D,. =
vD, + ¢;D, = 0. To jednak znamend, ze vD,. je binarni zapis ¢isla i, a také, ze
zménime-li (zleva) i-tou soufadunici slova v, dostaneme kédové slovo v +e;. Tedy
slovo v D,. udéva v binarnim zapisu ¢islo pozice, na niz doslo pfi pfenosu k chybé.
Zdtraznéme, ze nas kéd dokaze opravit jen jednu chybu a v pripadé, kdy dojde
pri prenosu k vice chybam, jedna oprava sice zméni pfijaté slovo na slovo kédové,
nepujde ovsem o slovo, které bylo vyslano.

Prohlédnéme si to na piikladé Hammingova kédu délky 7 = 23 — 1 dimenze
4=23-3-1:

D3

I
el el e S e B e R e
——_0 O = O
RO, OO

Generujici matici kédu C, je naptiklad matice:

11100 00
Cs — 100 1 1 00
0101010
1101 0 01

Pokud jsme kuptikladu pfijali slovo 1101011, pak 1101011-D, = 110. Bindrnimu
zapisu 110 odpovida ¢islo 6, zménime tedy Sestou cifru (z leva) ve slové 1101011 a
dostaneme slovo 1101001, které uz je kédovym slovem.

2. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

Definice. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem 7. Rekneme, Ze zobrazeni
f:V xV — T je bilinedrni forma, plati-li pro vsechny vektory u,v,w € V a
skalary a,b € T podminky:

(1) f(CL u+b~v,w) =a- f(ll,W) +b- f(V,W),

(2) f(w,a~u+b~v) :a'f(w,u)+b~f(w,v).

Poznamka 2.1. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T a necht f je zobrazent
f:V xV — T. Definujme pro kazdy vektor v € V zobrazeni f(v,—) : V — T,
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které vektoru x € V prifadi hodnotu f(v,x) a obdobné definujme zobrazeni f(—,v) :
V — T pritazujict vektoru x € V' hodnotu f(x,v). Pak je f bilinedrni forma prdvé
tehdy, kdyz f(v,—) i f(—,v) jsou linearni formy pro vSechny vektory v € V.

Dikaz. Je-li f bilinedrn{ forma, a v € V libovolny, pak bezprostiedné z bodu (2)
definice dostavam, ze f(v,—) je linedrni forma a podobné z podminka (1) definice
fika, ze f(—,v) je linedrni forma.

Obréacens, z predpokladu, Ze f(v,—) je linedrni forma pro vSechna v € V plyne
druhd podminka definice bilinedrni formy a symetricky z linearity f(—, v) dostavane
prvni podminku této definice. ([l

Priklad. 0) Zobrazeni 0: V x V — T pro libovolny vektorovy prostor nad télesem
T, které kazdé dvojici vektoru pfifadi nulu, je (tzv. nulovd) bilinearni forma.

1) Zobrazeni f : R*xR? — R definované pro kazdou dvojici vektort (w1, x2, 23),
(y1,Y2,y3) € R? piedpisem f((21, 22, 23), (Y1,Y2,¥3)) = 221y1+321y2—T1y3—223Y2
je bilinearni forma.

2) Vezméme néjakou ¢tvercovou matici A stupné n nad télesem T'. Pak zobrazeni
g:T" x T" — T urcené piedpisem g(v,w) = v Aw" je bilinedrni formou.

3) Necht a,b € R a p,q jsou dva redlné polynomy. Potom zobrazeni H(p,q) =
p(a) - g(b) tvoii bilinedrni formu na (redlném vektorovém) prostoru vSech redlnych
polynomt.

4) Bud a < b dvé redlnd cisla a Co({a,b)) vektorovy prostor vSech spojitych
redlnych funkci na intervalu (a,b). Pak zobrazeni I, : Co({a, b)) x Co({a,b)) = R

dané pfedpisem I,;,(f,g) = f; fg je bilinearni formou.

Definice. Nechf je V koneéné dimenzionédlni vektorovy prostor nad télesem T,
(ur,ug,...,u,) jeho baze a f: V x V — T bilinearni forma. Matici [f]w,) = (ai;)
nazveme matici bilinedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzi (up,ug,...,u,), pokud
ai; = f(u;,u5), kde 4, j < n.

Véta 2.2. Bud V wvektorovy prostor nad télesem T, [ bilinedrni forma na V,
(ur,...,u,) bdze V a [f],) jeji matice vzhledem k bdzi (ui,uy,...,u,). Potom
flv,w)= {V}(ui)[f](ui){w}h,;) pro kazZdé dva vektory v,w € V.

Diikaz. Necht {v}w,) = (a1,0a2,...,a,) a {W},) = (b1,b2,...,b,), tedy v =
Yraiuaw= 2;21 b;j u;. Potom podle definice bilinearni formy dostavame, ze

f(V,W) = f(z a; ui,ij 'llj) = ZZf(al ui,bj 'llj) = ZZal . bj . f(ui,uj).
i=1 j=1

i=1j=1 i=1j=1
Nyni uz snadno nahlédneme, ze prislusny maticovy soucin nam da stejny vysledek,
tedy zZe f(V7W) = {v}(u,)[f](uf){w}'{m) U

Véta 2.3. Méjme vektorovy prostor V' konecné dimenze nad télesem T a néjakou
bilinearni formu f : V xV — T. Necht B a C jsou dvé bdze prostoru V a [Id|cp
matice prechodu od bdze B k bdzi C. Potom [f]c = [Id|Lg[f]sId]cB.

Dikaz. Podle Véty 2.2 plati pro kazdé dva vektory v,w € V| ze
fv,w) = {vislfle{w}s = {viclfle{w}c.

Pfipomenme, ze {w}} = [Idlcp{w}{ a {v}p = {v}c[Id]{ 5. Tak dostavame pro
kazdé dva vektory v,w € V rovnost

{viclfleAw}t = {v}cldtplflsldcs{w}e-
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Budeme-li za v a w volit vektory baze C, pak soufadnicové vektory {v}c a {w}c
budou tvorfit piislusné vektory e; a e; kanonické baze prostoru 7. Vime-li, ze
e; - (ar) - €j = a;; pro libovolnou ¢tvercovou matici (ax;) stupné n a

eilflce; = ei([1d]&p[f]8[Id]on)e;,

pak se matice [f]c a [Id]&g[f]s[Id]cs shoduji, coZ jsme méli dokézat. O

Poznamka 2.4. Pro kaZdou bdzi B vektorového prostoru V dimenze n a kaZdou
Ctvercovou matici A stupné n existuje prdavé jedna bilinedrni forma, pro niz A =

/15

Diikaz. Definujeme-li f(u,v) = {u}pA{v}}y, pak z definice vidime, Ze je f biline-
arni forma s matici [f]p = A. Z Véty 2.2 potom plyne jednoznacnost. d

Poznamka 2.5. Oznacme B(V) mnoZinu vsech bilinedrnich forem na vektorovém
prostoru V nad télesem T. Bud f,g € B(V) at € T. Definujme na B(V) ndsobent
skaldrem a scitani ndsledujicicm zpusobem:

- Nv,w)=t-(f(v,w)), (f+9)(v,w)=[(v,w)+g(v,w)

pro vSechna v,w € V. Potom mnoZina viech bilinedrnich forem B(V') spolu se
zavedenym ndsobenim skaldrem a scitanim tvori vektorovy prostor nad telesem T.
Je-li prostor V konecné dimenze n = dim(V'), je zobrazeni f — [f]p pro kaZdou
bdzi prostoru V izomorfismem B(V') a vektorového prostoru vsech ¢tvercovych matic
stupné n nad télesem T'.

Dikaz. Postupujeme podle definice vektorového prostoru. Zvolme libovolné f, g, h €
B(V) a r,s € T. Nejprve si viimnéme, ze f + g a af jsou podle 2.1 bilinedrni
formy, protoze zobrazeni u — (f + g)(v,u), u — (f + g)(u,v), u — (af)(v,u) a
u — (af)(u,v) jsou linedrni formy

Z komutativity a asociativity pocitani v télese T', mame pro vSechna v,w € V

(f +g)(v,w) = f(V,W) —i—g(V,W) = g(v,w) + f(V7W) = (g + f)(V,W)7

(f+(g+h)(v,w) = f(v,w)+g(v,w) + h(v,w) = ((f +9) +h)(v,W).
Snadno uvazime, ze nulova bilinedrni forma 0 (tj. 0(v, w) = 0) je neutralni vzhledem
ke s¢itani, t.j. f +0 = f pro vSechna f € B(V). Stejné pfimocafe vyuZijeme
distributivitu a asociativitu pocitani v télese, abychom ovérili, ze
(r-(f+9)(v,w) =r-(f(v,w)+g(v,w)) = r-f(v,w)+r-g(v,w) = (rf+rg)(v, W),
((r+s)-fllv,w)=(r+s)-flv,w)) =r-f(v,w)+s- f(v,w) = (rf+sf)(v,w),

((r-s)- Nv,w)=(r-s)- flv,w)) =7-(s- f(v,w)) = (r- (s [))(v,w).
pro kazdé v,w € V. Konecné podminka 1- f = f plati zjevné.

Je-li n = dim(V'), ozna¢me M, (T') vektorovy prostor ¢tvercovych matic stupné n
nad télesem T'. Bud B béze prostoru V a definujeme zobrazeni ¢ : B(V) — M, (T)
predpisem o(f) = [Id]p. Diky 2.4 je ¢ zobrazeni na a podle 2.2 je prosté. Z 2.2 a
definice operaci na B(V') navic pro kazdé f,g € B(V) at € T plyne, Ze [f + g|p =
fls+lgln a [t fls =t [fls, tedy @ je izomorfismus. 0
Definice. Rekneme, Ze je bilinedrni formu f na vektorovém prostoru V symet-

rickd, jestlize f(v,w) = f(w,v) pro v8echna v,w € V, a antisymetrickd, jestlize
f(v,w)=—f(w,v) pro vSechna v,w € V.
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Poznamka 2.6. Pro bilinedrni formu f na vektorovém prostoru V konecné di-
menze n jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:

(1) fje (anti)symetrickd,

(2) ezistuje takovd bdze B prostoru V, Ze [f|p je (anti)symetrickd matice,

(3) pro kazdou bdzi B prostoru V je [f]p je (anti)symetrickd matice.

Dikaz. (1)=-(3) Je-li symetrickd (resp. antisymetrickd) a B = (b;) libovolnd béaze
V, pak f(bzvb]) = f(b]7bl) (resp. f(blab]) = _f(bj,bz)) pro vsechna Zv] < n,
tedy podle definice je matice [f]p symetrickd (resp. antisymetricka).

(3)=(2) Zjevné.

(2)=(1) Zvolme béazi B, pro niz je [f]p je symetricka (resp. antisymetrickd) ma-
tice, potom pro libovolné v, w € V diky Vété 2.2 mame f(v,w) = {v}g[fls{w}} =
(v} L)W )3T = (W b5V = (W slf)slv}h = F(w,v) (resp. f(v, w) =
{w}Blf15{v}E = —{w}Blfl{v}E = —f(w,V)) pro vSechna v.w € V, tedy f je
symetrickd (resp. antisymetricka). O

Poznamka 2.7. Oznacme BS(V) resp. BA(V) mnoZinu vech symetrickych resp.
antisymetrickych bilinedrnich forem na prostoru V nad télesem T. Potom BS(V)
i BA(V) jsou podprostory vektorového prostoru wvsech bilinedrnich forem B(V').
Jestlize char(T) # 2, pak BS(V) N BA(V) = {0}.

Diikaz. Zvolme bazi B prostoru. Diky 2.5 méme [f + gl = [f]lp + 9] a [tf]s =
t[f]p pro kazdé f,g € B(V) at € T, navic f € BS(V), pravé kdyz je matice
[f]B symetrickd a f € BA(V), pravé kdyz je matice [f]p antisymetrickd podle 2.6.
Tedy staci uvazit, ze soucet a ndsobek skalarem (anti)symetrickych matic je opét
(anti)symetrickd matice, coZ zjevné plati.

Piedpoklddejme f € BS(V)NBA(V). Potom podle definice f(v,w) = f(w, V)
—f(v,w), tedy f(v,w) + f(v,w) = 0 pro kazdé v,w € V. Jestlize char(T)
pak f=0.

oM

Véta 2.8. Je-li V' vektorovy prostor nad télesem T a char(T) # 2, potom lze
kazdou bilinedrni formu f na V' jednoznacné zapsat ve tvaru f = fs+ fo, kde fs je
symetrickd a f, antisymetrickd bilinedrni forma.

Diikaz. Polozme fy(u,v) = 1(f(u,v)+ f(v,u)) a fo(u,v) = 3(f(u,v) — f(v,u)).
Ziejmé f = fs + f. a a fs je symetrickd a f, antisymetrickd bilinedrni forma.
Méjme nyni néjaky jiny rozklad bilinearni formy f = ¢gs + g, na symetrickou a
antisymetrickou ¢ast. Pak fs + fo = gs + ga, a proto fs — gs = go — fo- Podle
Pozndmky 2.7 je fs—gs € BS(V) ago—fo € BA(V),aprotoa fs—gs = 0 = go,— fa.
Tudiz fs = gs a fo = ga, ¢imz jsme dokéazali jednoznac¢nost volby rozkladu f na
symetrickou a antisymetrickou ¢ast. ([

Piiklad. Nad libovolnym télesem T' charakteristiky 2 plati, Ze a = —a pro kazdé
a € T, coz znamena, Ze bilinearni forma je nad takovym télesem symetrickd praveé
tehdy, kdyz je antisymetrickd. Vezmeme-li tedy bilinearni formu ¢ na vektorovém
prostoru Z2 nad télesem Zo danou piedpisem g((w1,72), (y1,%2)) = Z1y2 zfejmé
nejde o symetrickou (a proto ani antisymetrickou) formu. Protoze plati, Ze

BS(Z3) = BA(Z3) = BS(Z3) + BA(Z3) # T3,

nelze bilinearni formu ¢ rozloZit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast.
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Priklad. Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru Z2 nad télesem Zs a

1 2 4
[flz= (2 0 3| prongjakou bazi B prostoru Z3. Uvédomime-li si , Ze pfifazeni
2 1 1

f — [f]B je podle Poznamky 2.5 izomorfismus, miizeme pfedpis obsazeny v diikazu
Veéty 2.8 pro rozklad bilinearni formy na symetrickou a antisymetrickou ¢ast snadno
vyjadrit pomoci matic:

1 1 1 2 4 1 2 2 1 2 3
Fle=5s+ 1R =5-([2 0 3]+ (2 0 1])=(2 0 2
2 11 4 3 1 3 21

1 1 1 2 4 1 2 2 0 0 1

ol = 50— 1) =5 ([2 0 3] = (2 0 1])=[0 0 1
2 11 4 3 1 4 4 0

Definice. Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru V. Rekneme, Ze bize
B prostoru V je poldrni bdzi bilinearni formy f, jestlize f(u,v) = 0 pro vSechna
u,veB u#v.

Poznamka 2.9. B je poldrni bdze bilinearni formy f na konecné dimenziondlnim
prostoru, pravé kdyZ je [f]p diagondlni matice.

Driikaz. Plyne okamzité z definice. (]

Jsou-li a, b dva prvky obecného télesa a b # 0, budeme misto a - b~! psét -

Véta 2.10. Bud f nenulovd symetrickd bilinedrni forma na vektorovém prostoru
V nad télesem T'. Jestlize char(T') # 2, existuje vektor u € V', pro néjz f(u,u) # 0.

Diikaz. Protoze f je nenulova symetrickd bilinearni forma, existuji vektory v, w &
V, pro néz f(v,w) # 0. Jakmile f(v,v) # 0 nebo f(w,w) # 0 jsme hotovi.
V opaéném ptipadé f(v+w,v+w) = f(v,v)+ f(v,w) + f(w,v) + f(w,w) =
2f(v,w) # 0 nebot char(T) # 2. O

Véta 2.11. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T konecné dimenze a necht
f je bilinedrni forma na V. Jestlize char(T') # 2, pak f je symetrickd prdvé tehdy,
kdyz existuje néjakd polarni baze f.

Diikaz. (=) Pfimou implikaci budeme dokazovat indukei podle n = dim(V'), pfi-
¢em?z vyuzijeme Pozndmku 2.9. Jestlize dim(V) = 1, neni co dokazovat, protoze
kazd4 ¢tvercovd matice stupné 1 je diagonélni (tj. trividlné spliiuje podminku, Ze
ma vSude mimo diagonélu nuly).

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdou symetrickou bilinearni formu na
libovolném prostoru dimenze n a dokazme tvrzeni pro prostory dimenze n+1. Pokud
je f nulova, je kazda baze V polarni vzhledem k f. Je-li f nenulova symetricka
bilinearni forma na prostoru V' dimenze n + 1, pak podle Véty 2.10 existuje takovy
vektor ug, Ze f(up,up) # 0. Vektor muZeme doplnit na bézi ug,vi,va,..., v,

celého vektorového prostoru V. Nyni polozme w; = v; —% ug pro kazdé i =

1,2,...,n a ozna¢me W = (wy,Wa,...,W,). Nyni zfejmé

f(uo, v4) f(ug, v;)

f(uo, uo) to) = f(v0, Vi) - f(uo, o)

f(uo, w;) = f(ug,v; — f(ug,up) =0
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prokazdéi =1,2,...,n,aproto f(ug,w) = 0 pro kazdé w € W. Protoze f omezena
na podprostor W tvofi rovnéz symetrickou bilinearni formu a protoze dimW =
n, existuje podle indukéniho predpokladu néjakad polarni baze W vzhledem k f,
oznacme ji (ug, ug,...,u,). Tedy f(u;,u;) =0 pro vSechna i # j, i,j =1,2,...,n.
Navic vime, ze f(ug,u;) = f(u;,ug) =0 pro i = 1,2,...,n, tedy jsme nasli bazi
(ug,uy,...,u,) prostoru V polarni vzhledem k f.

(<) Protoze je matice f vzhledem k polarni bazi zjevné symetrickd, je f podle
Poznamky 2.6 symetrickou bilinearni formou. (I

Priklad (Vypocet polarni baze). (1) Mé&me f symetrickou bilinedrni formu na
prostoru Z# danou piedpisem f((z1,22,%3), (y1,92,93)) = 22191 + T1y3 + T3y1 +

2 01
2x9ys + 2x3y2. Matice [flx, = [0 0 2] je matici bilinedrni formy f vzhledem
1 2 0

ke kanonické bazi K3. Symetrickou elementarni tipravou nazyvejme dvojici elemn-
tarnich tprav stejného typu na fadky a zaroven jim odpovidajici sloupce matice.
Tedy vyménime-li fadky 7 a j, vyménime zaroven i sloupce i a j, jestlize i-ty fadek
vynasobime nenulovym skaldrem a, zaroven vynasobime i i-ty sloupec tymz skalé-
rem a konecné, pokud pficteme k i-tému fadku a-nasobek j-tého radku, pfi¢teme
zaroven k i-tému sloupci a-nasobek j-tého sloupce.

Uvédomime-li si, ze matice bilinearni formy upravend symetrickymi tipravami,
je matici téze bilinearni formy vzhledem k jisté nové bazi, zkusime matici upravo-
vat tak, aby postupné odpovidala maticim f vzhledem k bazim, které se vyskytuji
v dikazu Véty 2.11. Nejprve symetrickymi elementarnimi dpravami vynulujeme
v8echny hodnoty na prvnim radku a prvnim sloupci matice [f]x, kromé diagonalni
pozice (1,1). Potom postupné nulujeme hodnoty mimo diagonalu v dalsich fadcich
a sloupcich. Narazime-li na diagondle (na pozici (4,4)) na hodnotu 0, obdobné jako
je tomu ve Vété 2.10, kterou pouzivdme v dikazu Véty 2.11, bud najdeme nenu-
lovou hodnotu na pozici (j,j) pro j > i a poté vyménénou i-tého a j-tého Fadku
i sloupce dostaneme na pozici (i,4) nenulovou hodnotu nebo, neexistuje-li takovy
prvek diagondly, pfi¢teme k i-tému fadku takovy j-ty rfadek, ktery ma na misté i-té
soutadnice nenulovou hodnotu a zaroven pficteme k i-tému sloupci j-ty sloupec.
Postupné tak vytvorime diagonalni matici:

2 0 1 2 0 0 2 0 0 2 0 0
flis={0 0 2|~ [0 0 2|~ [0 3 2]~ [0 3 0
120 02 3 020 00 1

Budeme-li zaznamenavat do matice provedené fadkové upravy dostaneme podle
Véty 2.3 matici [Id];,, kde B je béze vici niz ma f diagondlni matici, kterou
jsme ziskali vySe uvedenymi tipravami. Tedy

2 0 1/1 0 0 2 0 0[1 0 0
(flx,JB)=10 0 2[0 1 0|~ [0 0 2/0 1 0f~,
1 2 0/0 0 1 02 33 01
2 0 0[1 0 0 2 0 0[1 0 0
~s [0 3 213 0 1]~ (0 3 0[3 0 1|=(flslldsx,)
0 2 00 10 00 1|5 1 4
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1 35
Dostali jsme matici pfechodu od kanonické k polarni bézi [Id]gpx, = (0 0 1],
0 1 4
a proto je baze ((1,0,0), (3,0,1), (5,1,4)) polarni bazi bilinedrni formy f.
To snadno ovéfime zkouskou:
2 0 1 3 2 0 1 5
(100)002 0:(100)002 1] =
1 20 1 1 20 4
2 0 1 5
=3 0 1)l0 0 2][1]=0.
1 20 4
(2) UvaZujme symetrickou bilinedrni formu g na realném vektorovém prostoru
0 1

R? s matici [g]k, = 10

v (1) najdeme jeji polarni bazi. VSimnéme si, Ze hodnota g(e;,e;) =0 pro i = 1,2,
tedy nam pri symetrickych tivahach nestaci prehodit radek a sloupec matice, nybrz
musime pric¢ist druhy fadek i sloupec k prvnimu:

0 1({1 O 2 1|1 1 2 0 1 1
(s -Gk -G Y | YD)

Nasli jsme tedy matici pfechodu od kanonické bazi k polarni, tedy hledanou polarni

bézi je napiiklad posloupnost vektort ((1,1), (—%, %)

> vzhledem ke kanonické bazi Ks. Stejnou metodou jako

Definice. Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru V. Levym (resp. pravym)
vrcholem bilinearni formy f nazveme mnozinu V;(f) = {u e V|VveV: f(u,v) =
0} (resp. Vo (f) ={uecV|VveV: f(v,u) =0}).

Poznamka 2.12. Je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru V', pak Vi(f) a
Vo (f) tvort podprostory prostoru V.

Diikaz. Podle 2.1 jsou f(—,v) a f(v,—) linedrni formy, tedy jadra Ker f(—,v) i
Ker f(v,—) jsou podprostory prostoru V. Z definice vrchola vidime, ze Vi(f) =

Nvey Ker f(—,v) a V,,(f) = Nyey Ker f(v, —), proto Vi(f) a V,(f) jsou rovnéz
podprostory. O

Poznamka 2.13. Méjme na koneéné dimenziondlnim vektorovém prostoru V- mad
télesem T bilinedrnd formu f a bud B bdze V. Potom mnoZina soutadnic vzhledem k
bdzi B vektori levého vrcholu {{u}p| u € Vi(f)} (resp. pravého vrcholu {{u}p| u €
Vp(f)}) je rovna prdvé mnoZiné vsech tesent homogenni soustavy rovnic s matici

[fI5 (resp- [f]B)-
Diikaz. Polozme n =dimV a S; = {x € T"| [f]% -x" = 0T}. Jestlize u € Vi(f), pak
diky 2.2 mame 0 = f(u,v) = {u}g[f|{v}% pro kazdé v € V, tedy transponujeme-
li rovnost a omezime-li se na vektory baze B = (by,...,b,), dostaneme

e [f]p - {utp = {bi}s  [fI5 {u} =0,
proto [f]% - {u}s = 07, tedy {u}p € S;. Vezmeme-li naopak vektor u € V, pro
ktery {u}p € S;, pak pomoci 2.2 pro kazdé ay,...,a, € T spocitdme, Ze

f(u, Zaibi) Z{bi}B [ - {utp = Ze [fl - {u} =0.
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Tim jsme ovéfili, ze f(u,v) = 0 pro kazdy vektor v € V.
Argument pro pravy vrchol je symetricky. (Il

Dusledek 2.14. Je-li f bilinedrni forma na konecnédimenziondlnim vektorovém
prostoru V, pak dim(Vi(f)) = dim(V,(f)) = dim(V') — h([f]B) pro kaZdou bdzi B

prostoru V.

Definice. Nulitou n(f) bilinearni formy f na vektorovém prostoru V nazveme ¢islo
dim(V;(f)). Jestlize n(f) = 0 mluvime o reguldrnd bilinedrni formsé f.

Poznamka 2.15. V|(f) = V,(f) pro kaZdou symetrickou bilinedrni formu f.

Dikaz. Plyne okamzité z definice. O

Definice. Bud f symetricka bilinedrni forma na vektorovém prostoru V. Pak pod-
prostor V(f) = Vi(f) = V,,(f) nazveme vrcholem symetrické bilinearni formy f.

Véta 2.16. Necht f je symetrickd bilinedrni forma na koneéné dimenziondinim
vektorovém prostoru V a B poldrni bdze f. Prdvée vSechny vektory u € B spliujici
podminku f(u,u) = 0 tvoit bdzi vrcholu V(f).

Dikaz. Oznaéme B = (uj, us,...u,) vektory polarni béze V' vzhledem k f. Ziejmé
plati, ze f(u;,u;) = 0 pro kazdé i # j. Pokud navic f(u;,u;) = 0 pro néjaké i < n,
lezi vektor u; ve vrcholu V(f). Pfipomenime, ze nulita (tedy dimenze V(f)) je podle
Pozndmky 2.13 rovna hodnoté n — h([f]p) a déle si uvédomme, Ze hodnost diago-
nalni matice h([f]p) je rovna préavé po¢tu nenulovych hodnot na diagonéle, tedy
naopak n— h([f]B) je poéet nulovych hodnot na diagonéle matice [f]5. Vezmeme-li
v8echny vektory u;, pro néz f(u;,u;) = 0 (tedy pravé i-t4 hodnota na diagonéle
matice [f]p je rovna nule), dostaneme n — h([f]p) linedrné nezédvislych vektort,
které vSechny lezi ve vrcholu V(f). Protoze dim(V(f)) = n — h([f]s) podle Po-
znédmky 2.14, musi uZ nutné jit o bazi celého podprostoru V(). O

Definice. Méjme bilinearni formu f na vektorovém prostoru V nad télesem T.
Zobrazeni fo : V — T dané piedpisem fo(v) = f(v,v) pro kazdy vektor v € V
nazveme kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Poznamka 2.17. Pro kazZdou antisymetrickou bilinearni formu g nad télesem T
charakteristiky char(T) # 2 je go = 0.

Diikaz. Protoze g(v,v) = —g(v,v), je g2(v) = g(v,v) = 0 pro kazdé v € V. O
Poznamka 2.18. Bud [ bilinedrni forma na vektorovém prostoru V nad télesem

T, char(T) # 2 a bud [ = fs + fo rozklad na symetrickou a antisymetrickou édst
podle Vety 2.8. Pak fy(v,w) = 5(f2(v+W) = fa(v) = fo(w)).

Dikaz. Protoze (fs+ fa)2 = (fs)2 + (fa)2 = (fs)2 podle 2.17 mZeme bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladat, ze f = f, je symetricka bilinearni forma. Potom pfimocaie
pocitame

fa(v+w) = fo(v) = fo(w) = f(v+ W, v+ W) — f(v,v) - f(W,w) =

:f(V,V)+f(V,W)+f(W,V)+f(W,W)ff(V,V)ff(W,W) :2f(V,W).
(]
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Véta 2.19. Pro kazZdou kvadratickou formu fo na vektorovém prostor nad téle-
sem chrakteristiky ruzné od 2 vytvorenou bilinedrni formou f existuje prdvé jedna
symetrickd bilinearni forma g tak, Ze fa(u) = go(u) pro vsechna u € V. Pritom
g= fs-

Diikaz. Z Poznamky 2.17 okamzité plyne, ze fa(u) = fs(u,u)+ fo(u,u) = fs(u,u),
tedy f2(u) = (fs)2(u). Mame-li symetrickou bilinedrni formu g splitujici podminku,
ze f2(u) = ga(u), potom g(v,w) = gs(v,w) = 3(g2(v+w) — g2(v) — ga(W)) =
$(fo(v+w)— fa(v) = fa(w)) = fs(v,w) podle Pozndmky 2.18, &im# mame ovéfenu
jednoznacnost. O

P¥iklad. Uvazujme zobrazeni hy : R?> — R dané ptedpisem ho(z1,72) = 27 +
4z1y2 + 323, Uvédomime si, 7ze jde o kvadratickou formu. Protoze mizeme dané

zobrazeni vyjadfit ve tvaru ho(z1, 22) = (21, 22)- (; g) . <;U1>, tedy ha(x1,22) =
2

h((z1,x2), (x1,22)) pro symetrickou bilinedrni formu h s matici [h|x, = (2 3)

vzhledem ke kanonické bazi, je ho podle definice kvadratickd forma.

Definice. Matici, poldrni bdzi a vrcholem kvadratické formy fo budeme nad téle-
sem s charakteristikou rtiznou od 2 rozumét matici, polarni bazi a vrchol prislusné
symetrické bilinearni formy fs. Déale fekneme, Ze kvadraticka forma fo je requldrny,
fs je-li regularni bilinearni forma.

Priklad (Vypocet polarni baze pomoci vrcholu). (1) Bud h symetrickd bilinedrni
forma na vektorovém prostoru Z3 dana podminkou h(e;, e;) = 2 pro vechna i,j =

1,...,n Najdeme nejprve néjakou bazi vrcholu a poté néjakou polarni bazi h.
7 podminky, jiz je zaddna bilinedrni forma h je ziejmé, Ze matice h zhledem
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
ke kanonické bazi se skladd ze samych dvojek, tedy [hlx, = |2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

Hledame-li vrchol, staéi diky 2.13 vyFesit homogenni soustavu rovnic s matici [h] g, .
Naptiklad posloupnost M = ((6,1,0,0,0),(6,0,1,0,0),(6,0,0,1,0), (6,0,0,0,1)) je
béze vrcholu h. Podle definice vrcholu je f(m,v) = 0 pro kazdé m € M a v € Z3.
Vzhledem k tomu, Ze je hodnost dané bilinearni formy (tj. hodnost kterékoli jeji ma-
tice) rovna jedné, sta¢i ndm v tomto piipadé najit libovolny doplnék posloupnosti M
na bézi Z5 a takto doplnénd posloupnost vektorti bude polarn{ bazi. Tedy naptiklad
posloupnost N = ((6,1,0,0,0),(6,0,1,0,0),(6,0,0,1,0), (6,0,0,0,1),(1,0,0,0,0))

~—

0 00 0O
0 00 0O
je polarni baze h a matice h vzhledemk Nje |0 0 0 0 O
0 00 0O
0 00 0 2

(2) Oznaéme f symetrickou bilinedrni formu na Z32, kterd vytvai{ kvadratickou
formu fo danou vztahem fo (21,9, 73) = 323 + x122 + 223 + 3w273 + 423. Najdeme
330

polarni bazi f (a tedy i f2). Nejprve pfimocafe uré¢ime matici [f]x, = [3 2 4
0 4 4
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a diky 2.13 spocitame vrchol V(f) jako feSeni homogenni soustavy a matici [f]k,.
Protoze
0 110
41 ~10 4 4
0 4 4 0 0 O
tvori bazi vrcholu vektor (1,4, 1). Nyni doplnime vektor p; = (1,4, 1) na bézi celého

Z3 napiiklad vektory e; a e; kanonické baze. Snadno uréime matici [ﬂ N = (g g)

bilinearni formy f, které je restrikci f na podprostor U = (e1, e2), vzhledem k bazi
N = (e1, e2). Déle poéitdme v soutadnicich vzhledem k N.

Nyni budeme hledat polarni bazi f Nejprve poznamenejme, ze urcité existuje
vektor pa, pro ktery fg(pg) # 0 (a k jeho nalezeni ndm opét muze pomoci 2.10).
Protoze fg(el) = 3 # 0 polozme py = e;. Nyni hleddme vektor ps € U, pro ktery
f(pg, p3) = 0. Vyuzijeme-li 2.2, pot¥ebujeme vyfesit homogenni soustavu rovnic s
matici

A 3 3
{p2}5 - [flv = (1,0) - <3 2) =(3 3).
Vidime, Ze soustavu fesi {ps} s = (4, 1), tedy ps = (4,1,0) a ﬁ(pg) =(4,1)- [ﬂN .
(4,1)T = 4. Nagli jsme poldrni bazi P = ((1,4,1),(1,0,0), (4,1,0)) formy f s matici

0 0 0
viaci této bézi [flp= (0 3 0
0 0 4

Vé&ta 2.20 (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem). Bud fo kvadratickd forma na
redlném konecéné dimenziondlnim vektorovém prostoru V a bud B a C dvé poldrni
bdze kvadratické formy fo. Pak plati, Ze

(a) pocet vektord w, pro néz je fo(w) = 0, je v bazich B a C stejny, tedy
n(f2) = [{u € B|fz(u) = 0}| = {v € C|fa(v) = 0},

(b) pocet vektori w, pro néZ je fo(w) kladné, je v bdzich B a C stejng, tedy
p(f2) = {u € B|fa(u) > 0} = {v € C[f2(v) > 0},

(¢c) pocet vektord w, pro néz je fo(w) zdaporné, je v bazich B a C stejny, tedy

q(f2) = [{u € Blf2(u) < 0} = {v € C|f2(v) < O}].
Navic n(f2) + p(f2) + q(f2) = dim(V)

Dikaz. Oznacme pp, g, pc a qc po fadé pocet vektori baze B s kladnou a
se zapornou hodnotou f; a bize C s kladnou a se zdpornou hodnotou fy. Po-
znamenejme, %e bod a) plyne okamzité z Véty 2.16. Dale zfejmé plati rovnosti
n(f2) + pe + g = dim(V) = n(f2) + pc + gc- Oznacme nyni uy, ..., u,, viechny
béazické vektory baze B, pro které je fa(u;) kladné a vy,..., vy vSechny bazické
vektory béze C, pro které fa(v;) < 0, kde k& = n(f2) + ¢c. VSimnéme si, Ze
fa(u) > 0 pro kazdy nenulovy vektor u € (ui,...,u,,) a ze fo(u) < 0 pro
kazdy vektor u € (vq,...,vg). To znamend, ze (uy,...,u,,) N (vy,...,vi) = {0}
a posloupnost vektor uy,...,up,,,vi,..., vy je tudiZ linedrné nezavislad. Proto
pg+k = pp+n(fa) + q¢c < dim(V) = n(f2) + pc + qc a odtud dostavame,
ze pp < pc. Symetrickou uvahou pro ty vektory C, na nichz je f; kladna, a ty vek-
tory B, na nichz je fs nulova nebo zaporna, dostaneme, Zze pc < pg. Tedy pp = pc,
a proto i qg = qc. [
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Dausledek 2.21. Bud fo kvadratickd forma na redlném konecnédimenziondlnim
vektorovém prostoru V. Pak matice [f2]p a [f2]c obsahuji na diagondle pro kaZdou
dvojici poldrnich bdzi B,C € V stejné mnozstvi nul, kladnych ¢isel s zdporngch
cisel.

Definice. Bud f; kvadratickd forma na redlném kone¢nédimenziondlnim vekto-
rovém prostoru. Vezméme nulitu n(f2) kvadratické formy fo a dale ¢isla p(fa) a
q(f2) z Véty 2.20. Pak uspofadanou trojici (n(f2), p(f2),¢(f2)) nazveme signaturou
kvadratické formy fo a bilinearni formy f.

Dusledek 2.22 (klasické znéni Zékona setrvacnosti kvadratickych forem). Bud' fo
kvadratickd forma na redlném konecénédimenziondlnim vektorovém prostoru, pak jeji
signatura (n(f2), p(f2), q(f2)) nezdvisi na volbé poldrni baze a n(f2)+p(f2)+q(f2) =
dim(V).

Poznamka 2.23. Bud f> kvadratickd forma na redlném konecéné dimenziondinim
vektorovém prostoru V. Pak existuje takovd poldrni bdze B, Ze fo(v) € {—1,0,1}
pro kazdy vektor v € B.

Dikaz. Zvolme néjakou polarni bazi B = (by,...,b,) kvadratické formy f,, kterd
existuje podle Véty 2.11. Polozime-li b, = by, jestlize fo(b;) =0ab/ = ——L— b,

 V1f2(by)]

v pfipadé, ze fa(b;) # 0, pak vidime, Ze posloupnost B = (b},...,b]) je baze
spliiujici podminku fo(b}) € {—1,0,1}. O

Poznamka 2.24. Necht V a W jsou dva rediné konecné dimenziondlni vektorové
prostory, fo kvadratickd forma na 'V a go kvadratickd forma na W. Maji-li fo a g2
stejnou signaturu, ezxistuje takovy izomorfismus ¢ : V. — W, Ze fo(v) = g2(0(v))
pro kaZdy vektor v € V.

Dikaz. Protoze maji V a W stejnou signaturu (n,p,q), maji i stejnou dimenzi
n+p+ q. Navic podle 2.23 mtizeme zvolit bézi B = {by,...,b,} prostoru V a bézi
C = (c1,...,¢,) prostoru W, pro néz plati fa(b;) = 0 = ga(c;) proi = 1,...n,
fa(bi) =1=ga(c;) proi =n+1,...n+pa fo(b;) = —1 = ga(c;) pro i > n+p.
Rozsifime-li nyni zobrazeni ¢(b;) = ¢; na homomorfismus vektorovych prostortt V'
a W, pak jde zjevné o izomorfismus a plati, ze

n+p+q n+p n+p+q n+p+q n+p+q
fa( Z a;b;) = Z a% - Z a% = ga( Z aici) = g2(( Z aib;)).
i=1 i=n+1 i=n+p+1 i=1 i=1

O

Véta 2.25 (Klasifikace kvadratickych forem). Necht fy je kvadratickd forma na
redlném konecné dimenziondlnim vektorovém prostoruV , fs ji prislusna symetrickd
bilinedrni forma a (n(f2),p(f2),q(f2)) signatura f.
(1) Jestlize q(f2) = 0 a n(f2) = 0, pak fa(v) > 0 pro kaZdy nenulovy vektor
v €V (Fikdme, Ze fo resp. fs je pozitivné definitni),
(2) jestlize q(f2) = 0 a n(fz2) > 0, pak fa(v) > 0 pro kazdy vektor v. € V
(fikdme, Ze fo resp. fs je pozitivné semidefinitni),
(3) jestlize p(f2) = 0 a n(f2) = 0, pak fa(v) < 0 pro kaZdy nenulovy vektor
v €V (Fikdme, Ze fo resp. fs je negativné definitni),
(4) jestlize p(f2) = 0 a n(fz2) > 0, pak fa(v) < 0 pro kazdy vektor v € V
(fikdme, Ze fo resp. fs je negativné semidefinitni),



16 PRAKTICKA LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE

(5) jestlize p(f2) > a q(f2) > 0, pak existuje v € V\V(f2), pro které fo(v) =0
(fikdme, Ze fo resp. fs je indefinitni).

Dikaz. Zvolme néjakou polarni bazi (uy,...,u,) symetrické bilinedrni formy f,

kteréd existuje podle Véty 2.11. Necht v € V je libovolny nenulovy vektor, potom

v =>"" , a;u; pro vhodné skaldry a; € R, z nichz alespoii jedno a; je nenulové.
(2) Pokud q(f2) = 0, pak fa(u;) > 0 pro vSechna i = 1,...,n. Tedy

fa(v) = fs(v,v) = fs Zal ul,Zaj u;) = Z a;a; f(u;,u;) = Za?f(ui,ui) > 0.
ij<1 i=1

(1) Pokud navic n(f) =0, je f2(ui) > 0 pro vSechna i = 1,...,n, a proto fa(v) =
S atf(u,u) >0

Body (3) a (4) se dokazuji obdobné

(5) Podle 2.23 existuje polarni baze (vi,...,v,) a dva rizné indexy i a j, pro
které fo(v;) =1 a fo(v;) = —1. Nyni sta¢i polozit v = v; +v;. Ziejmé v # 0 a
fa(v) = fs(v,v) = fs(Vvi+ v, vi+v;) = fs(vi, Vi) + fo(vj,v;) =1—-1=0. O

3. SKALARNI SOUCIN

V celé této kapitole je téleso T' bud télesem realnych nebo komplexnich &isel.
Jestlize ¢ = a + bi je komplexni ¢islo, kde a,b € R, budeme znacit ¢ = a — bi ¢islo
komplexné sdruzené. Je-li ¢ € R, zfejmé ¢ = c.

Definice. Skaldrnim soucdinem na vektorovém prostoru V nad télesem T’ (= R nebo
C) nazveme zobrazeni g : V x V — T spliiujici pro vSechny vektory u,v,w € V a
skalary a,b € T podminky:

(1) g(uya-v+4+b-w)=a-g(a,v)+b-g(uw),
(2) g(u,v) = g(v,u),

(3) g(u,u) € R a g(u,u) > 0, navic g(u,u) = 0, pravé kdyz u = 0.
Dvojici (V, g) nazveme (redlnym nebo komplexnim) unitdrnim prostorem.
Poznamka 3.1. Pro vSechny vektory u,v,w € V a skaldry a,b € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:

(a) gla-v+b-w,u) =a-g(v,u) +b-g(w,u),

9( )
(b) g(a-u,a-u) = |af® ( w),
(©) 9(u,0) = g(0,u) =

Diikaz. (a) Pouzijeme-li body (1) a (2) definice, pak

gla-v+b-w,u) =g(u,a-v+b-w)=a-g(u,v)+bgu,w)=a-g(v,u)+b g(w,u).

(b) Z (a) a bodu (1) definice plyne, Ze g(a - u,a - u) = aag(u,u) = |a|?g(u, u).
(¢) Z (a) plyne g(u,0) = g(u,00) = 0g(u,0) = 0. Druhou rovnost dostaneme
stejnym postupem piimo z definice. O

Véta 3.2. Bud V redlny vektorovy prostor koneéné dimenze a g zobrazeni V X
V' — R. Pak g je skaldarnim soucinem prdvé tehdy, kdyZ g je pozitivné definitni
symetrickou bilinedrni formou na V.

Diikaz. (=) Podle definice je skaldrni souéin g linedrni v druhé slozce a podle Po-
znadmky 3.1 a) je nad redlnym télesem linedrni i v prvni sloZce, tedy jde o bilinedrni
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formu. Déle bod (2) definice ¥iké, Ze skaldrni sou¢in na redlném vektorovém pro-
storu je symetrické bilinedrni forma. Koneéné podle bodu (3) definice je g pozitivné
definitni.

(<) Pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovém pro-
storu ziejmé spliiuje vSechny tii axiomy definice skalarniho soucinu. O

Priklad. 1) Zobrazeni w : T™ x T"™ — T definované pro kazdou dvojici vektort
x,y € R" pfedpisem w(x,y) = Xy' je (takzvanym standardnim) skaldrnim soudi-
nem.

2) Mé&jme néjakou bazi B konetné dimenziondlniho vektorového prostoru V.
Zobrazeni gg : V x V — T definované piedpisem gp(v,w) = {v}z{w}} pro
vsechny vektory v,w € V je skalarni soucin.

3) Symetrickd bilinearni forma I;(f, g) = f; fg na realném vektorovém prostoru
Co({a, b)) (viz pfiklad 4) bilinedrnich forem) je zFejmé pozitivné definitni, tedy jde
o skalarni soucin.

Definice. Necht (V, g) je unitarni prostor, potom zobrazeni || —||, : V' — R uréené
predpisem || v ||y = 1/g(v, v) nazveme normou danou skaldrnim soucinem g.

Poznamka 3.3. Pro vsechny vektory u,v € V a skaldry a € T na unitdrnim
prostoru (V, g) plati:

(@) [[vlg=0a|v]|y=0 privé kdyz v =0,

(b) llavllg =lal-[[vllg,

Dikaz. (a) dostavame bezprostiedné z bodu (3) definice skaldrniho soucinu a (b)
plyne z 3.1(b) O

Véta 3.4. Necht (V,g) je unitdrni prostor. Potom pro vSechny vektory u,v € V
plati:

(a) |g(u,v)| <|ulgllv]ly (Cachyho-Schwarzova nerovnost),

(b) Ju+vl]y <|lullg + vy (Trojahelnikova nerovnost).
Dikaz. a) Je-li u = 0, tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme, Ze u # 0, a oznacme

g(u,v)

Tul? - S vyuzitim definice a Poznamky 3.1 dostaneme:
g

CcC =
0<glcu—v,cu—v)=¢cc-g(u,u)—c-g(v,u)—c¢-g(u,v) + g(v,v) =
lg(u, v)[? 2 Hlg(u,v)P? 2 2 lg(u,v)?
= ully =2 vl =1vll— :

[[alfg ! [l ! 7 g
Proto |g(u,v)[* < [[u Il v ][ a |g(u, V)| < [[ullg] v,

b) Uvédomime-li si, Ze Re(g(u,v)) < |g(u,v)| < [|ullg||v |y, kde Re oznacuje
realnou ¢ast komplexniho ¢isla, snadno spocitame, ze

lutvl;=llulf+2-Re(g(u,v)) + | v <
<|Ivlig+2lalglvilg +11vIg = allg+lvilg?
Tedy [lu+vily < l[ullg +[[ vl O
Priklad (Geometrie na redlném unitadrnim prostoru). Na redlném unitdrnim pro-
storu (V, g) mizeme méfit thly a vzdalenosti vektort nasledujicim zptisobem: fek-
neme, ze dva vektory u a v sviraji thel «, pokud
g(u,v)

cosq = ———————
[allglvlg
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a vzdalenost dvou vektord u a v definujeme jako hodnotu ||u—v|,. Pozname-
nejme, Ze podle Véty 3.4(a) je thel dobfe definovan (tj. cosa € (—1,1)) a dva
vektory u a v jsou kolmé pravé tehdy, kdyz g(u,v) = 0. Podle Poznamky 3.3 a)
je velikost nenulového vektoru kladnd a Véta 3.3(b) fikd, ze plati trojuhelnikovi
nerovnost.

Definice. Necht (V) g) je kone¢né dimenzionédlni unitarni prostor a (ug, us, ..., u,)
je néjakd baze V. Matici [g](u,) = (ai;) nazveme matici skaldrniho soucinu g vzhle-
dem k bdzi (ui,ug, ..., uy,), jestlize a;; = g(u;,u;), kde 4, j < n.

Poznamka 3.5. Bud (V,g) unitdrni prostor a B néjakd koneénd baze V. Potom

I T -
(92 = (915, ddle [glo = oz [glslidlos a g(v,w) = V] glgl{w}l pro kasdeé
dva vektory v,w € V.

Diikaz. Obdoba tvrzeni 2.2 a 2.3. Oznacme si vektory baze B = (uy, ..., u,) a necht
v=3 1 auaw=) " bju;. Potom podle definice a diky 3.1(a) dostavame,
ze
g(v,w) = glaiwi, » bjw) =Y > @by g(ui,wy) = {v}glglp{w}p.
j=1 i=1 j=1

Podminka [g]p = [g]%; plyne z bodu (2) definice skalarniho sou¢inu. Koneéné rov-
nost [glc = [Id]¢ BT[g} p[ld]cp se dokdze stejnou Gvahou jako 2.3 s vyuzitim prave
ovéfené rovnosti g(v, w) = {v}z[g]p{w}%. O

Definice. Nechf je (V, g) unitarni prostor. Rekneme, Ze je posloupnost vektorit B C
V je ortogondlni, pokud g(u,v) = 0 pro kazdou dvojici vektord u,v € B, u # v.
Ortogonalni posloupnost B C V' nazveme ortonormdlni, jestlize navic g(u,u) =1
pro kazdy vektor u € B.

Véta 3.6 (Pythagorova véta). Jsou-li dva vektory u a v unitdrniho prostoru (V, g)
ortogondini, pak | u+v |2 = |lu|2+]v|2.
V redlném vektorovém prostoru plati i opacnd implikace.
Diikaz. Staéi uvazit rovnost
Ju+v s =[ul;+2 Re(g(u,v))+[ v
z dikazu Véty 3.4. O

Poznamka 3.7. KazZdd ortonormdlni posloupnost vektoru unitdrniho prostoru je
linedrné nezavisld.

Drikaz. Uvahu sta¢i provést pro koneéné posloupnosti. Je-li (uy,...,u,) ortonor-
malni posloupnost vektortt unitdrniho prostoru (V, g) a pfedpokladdme-li pro po-
sloupnost skalari ay,...a,, ze Z?Zl a; u; = 0, potom

n n
0= g(uj70) = g(ujazai ui) = Zaig(ujaui) = aj
=1 =1

pro vSechna j =1,...,n, tedy (uy,...,u,) je linedrné nezavisla. O
Véta 3.8. Necht (ug,ug,...,u,) je bdze unitdrniho prostoru (V, g). Potom existuje
(V1,Va,...,Vy) ortonormdlni baze V splitujici podminku (uy, ..., w;) = (vi,...,Vv;)

pro vSechna i =1,2,...,n.



PRAKTICKA LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE 19

Drikaz. Pii hledani ortonormalni baze s pozadovanymi vlastnostmi postupujme in-
dukci.
Protoze u; je béazicky vektor, u; # 0, a proto || u; |4 # 0 podle Poznamky 3.2.

Polozme vy = . Potom g(vi,vi) =1a (uy) = (vy).
g
Méjme definovanu ortonormaélni posloupnost vektortu vy, ..., v;_1, ktera spliiuje

podminku (uj,...,u;—1) = (v1,...,v;—1). Nyni nejprve definujme vektor

1—1

- Z 9(vj,u;) v,

j=1
Ziejmé plati, ze (ug,...,w—1,0;) = (vi,...,vi_1, ;) = (vq,...,v,_1,v}). Odtud
také plyne, ze posloupnost vi,...,Vv,;_1,V}; generuje podprostor dimenze %, tedy jde

o linedrné nezavislou posloupnost. Proto v} # 0 a || v} ||, # 0. Déle

i—1

g(Vk, V;) = g(vk’a ui) - g(vj7 ui)g(vk’v Vj) = g(vka ui) - g(Vk, 1.11;) =0
j=1
pro kazdé k =1,...,i — 1. KdyZ nyni polozime v; = ﬁ, dostavame || v; ||lg =1,
i 119

tedy vi,...,v; bude ortonormalni posloupnosti vektori. Koneéné (ui,...,u;) =
(V1,ee, Vi) = (V1,0 Vi) O
Priklad (klasickd Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Shriime postup, kterym
jsme v dtkazu predchozi véty ziskali z baze (uj,us,...,u,) unitdrniho prostoru
(V, g) ortonormalni bazi (vi,va,...,v,):

V prvnim kroku jsme polozili vi = ﬁ

g .

V i-tém kroku jsme nejprve hledali vektor ve tvaru v, = u; — Z;_ll c;j vj, ktery

by byl kolmy na vSechny pfedchozi vektory vy, tj. g(vi,vi) =0 pro vSechna k =

1,...,i—1. Odtud snadno odvodime, ze ¢c; = g(v;,u;) av; = u; — Z] 19(vi,w) vy

Konecné v; = W

z g
Vezméme si bazi ((1,1,0), (0,1,1), (1,1,1)) realného vektorového prostoru R3
se standardnim skaldrnim soucinem w. Najdeme vyse uvedenym postupem ortonor-

malni bazi: (v;).

L vi=piias = (L
v} ”(gl Bk f110 0,1,1))- %(1,1,0) = 1(~1,1,2). Prot
Vo = ( ) (\/5(7 9 )1(7 ) )) \f( ) 2( ) roto Vg =
%(_1@72)

3 Pi‘ednew(%(l,l,o),(1,1,1)): 2aw(%(71,1,2),(1,1,1)):%,proto
vy = (1,1,1) - V2 - %(LLO) - lﬁﬁ(—l,lﬂ) = %(1,—1,1). Konecéné
vy = %(1 ~1,1)

Priklad (modifikovand Gramova-Schmidtova ortogonalizace). V prvnim kroku mo-
difikovaného Gramova-Schmidtova algoritmu rovnéz polozme v; = H‘-:lﬁ a dale
pfifadme uy — v}, pro vSechna k =2,...,n.

V i-tém kroku algoritmu potom postupné nahradime vektory vj pro vSechna
k=1,94+1,...,n vektorem v} —g(v;_1,Vv},) vi—1. Nakonec polozime v, = m

Chceme-li vytvofit ortonormalni bazi z baze ((1,1,0), (0,1,1), (1,1,1)) unitér-
niho prostoru (R?,w) modifikovanym Gramovym-Schmidtovym algoritmem, dosta-
vame:
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1. vlz%( ,1,0), v =(0,1,1) a v = (1,1,1).
2. vh = 3(-1,1,2), v§ = (1,1,1) — V2~ %(1,1,0) = (0,0,1) a normujeme

3. vg:(0,0,l)———( 1,1,2) = ( ,—1,1)aV3:%(1,—1,1).
Vysledek modifikovaného algoitmu je stejny jako v pfipadé klasického algoritmu,
zménili jsme jen uspotradani uprav.

Poznamka 3.9. Bud (V,g) unitdrni prostor konecné dimenze a (vi,Va,...,Vy)
ortonormdlni baze V. Pakv =Y., g(v;,v)v; pro kaZdy vektor v € V.

Diikaz. Predpokladejme, ze {v}(y,) = (a1,...,an), tedy v = > | a; v;, potom
g(v;,v) =g(vj, i aiw) = >0 a;g(uj,u;) = a;j pro viechna j =1,...,n. 0O

Priklad. Uvazujem ortonormalni bazi M = (f(l,l,O) f( 1,1,2), f(l,fl,l))
redlného unitdrniho prostoru (R3,w). S vyuzitim 3.9 snadno spoc1tarne soufad-
nice {(1,2,3)}y = (al,ag,ag) kde a; = (%(1,1,0),( 2,3)) = ==, dile az =

w(%(fleQ)v (1,2,3)) = % a asz = w(f(]' 1 1) (17273)) % tedy

3 7 4
1,23 = (=, 2.
Poznamka 3.10. Bud (V,g) konecné dimenziondlni unitdrni prostor. Pak bdze
B C V je ortonormdlni pravé tehdy, kdyz [g)p je jednotkovd matice.

Dikaz. Okamzity dusledek definic pojmi. O

Definice. Necht (V,g) a (V’/,¢') jsou dva unitarni prostory nad stejnym télesem
(tj. bud nad R nebo C). Rekneme, %e homomorfismus ¢ : V — V' je unitdrni
zobrazent, jestlize g(v,w) = ¢'(p(v), ¢(w)) pro kazdou dvojici vektorti v,w € V.

Poznamka 3.11. KaZdé unitarni zobrazeni je proste.

Diikaz. Bud ¢ : V' — V' unitarni zobrazeni unitarnich prostort (V,g) a (V',¢’)
a vezméme v € Kerg. Potom 0 = ¢'(¢(v),p(v)) = g(v, V), tedy podle definice
skalarniho sou¢inu je v = 0. Dokézali jsme, Ze Ker o = {0}. d

Véta 3.12. Necht (V,g) je unitdrni prostor koneéné dimenze (zopakujme, Ze nad
télesem T = R nebo C) a B je ortonormdlni baze V, polozme n = dim(V'). Pak
zobrazeni ¢ : V. — T™ dané piedpisem o(u) = {u}p je unitdrni zobrazeni na
prostor (T™, w).

Diikaz. Zobrazeni ¢ je ziejmé izomorfismus. Déle diky 3.5 mame rovnost g(v, w) =
{v};lg9l5{w}% pro kazdé dva vektory v,w € V. Oviem matice [g]5 je podle 3.10
jednotkové, proto g(v,w) = {v} z{w}} = w(p(v), p(W)), tedy ¢ je unitdrni zob-
razeni. O

Definice. Bud (V, g) unitarni prostor a bud M néjakd podmnozina V. Mnozinu
Mt ={veV|Vue M: g(uv) =0} nazveme ortogondlnim dopliikem mnoziny
M v unitarnim prostoru (V, g).

Poznamka 3.13. Necht (V, g) je unitdrni prostor a M podmnozina V. Potom M=+
je podprostor V a plati, ze (M)*+ = M+
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Diikaz. Piedné si v§imnéme, ze 0 € M~ protoze g(v,0) pro kazdy vektor v € V.
Zvolme v,w € M™ a skalar r € T. Pak pro kazdé u € M je g(u,v+w) =
g(u,v)+g(u,w)=0ag(u,r-v)=r-g(u,v)=0,tedy v+w,r-ve M.

Zjevné plati (M)~ C M*. Zvolme naopak v € M~ a libovolné u € (M). Potom
existuji takové prvky w; ee M aa; € T, i=1,...,n, Ze u =Y., a; u;, a proto
podle 3.1(a)

g(u,V)ZQ(ZaluZ,V)ZZTg(u“V): 70:0
i=1 i=1 i=1
Tim jsem ovéiili, ze v € (M)+, a proto (M)t = M+, O

Véta 3.14. Necht (V,g) je unitdrni prostor a U jeho podprostor konecné dimenze.
Potom UNU+ ={0} a U+ U+ =V.

Diikaz. Pokud u € U N U™, zfejmé g(u,u) = 0, tedy podle definice u = 0. Tim
jsme ovéiili, ze U N U+ = {0}.

Poznamenejme, Ze zobrazeni g omezené na mnozinu U X U je skalarnim souci-
nem na konecné dimenzionalnim prostoru U. Vezméme néjakou ortonormalni bazi
(u1,us,...,ux) podprostoru U, kterou ndm zarucuje Véta 3.8. Necht v € V. Po-
lozme u = Zle g(u;,v)u; a ut = v—u. Ziejmé u € U. Dale g(u;,ut) =
g(u;,v) — g(u;,v) = 0, tedy ut € Ut podle 3.13. Tedy kazdy vektor z V lez
v prostoru U + U™, coz znamena, ze U + U+ = V. [l

Poznamka 3.15. Méjme (V,g) unitdrnd prostor a U jeho podprostor koneéné di-
menze. Potom pro kaZdy vektor v € V existuje prdvé jeden vektor Py(v) € U a
prdavé jeden vektor Pi(v) € UL tak, 7e v = Py(v) + Pi(v). Navic obé zobrazeni
Py:V = U iP#:V — UL jsou homomorfismy na (tj. epimorfismy), Py(u) = u
pro kazdyj vektor u € U a P (v) = v pro kazdy vektor v € U+.

Diikaz. Zvolme v,w € V ar € T. Existence a vektortt Py(v) € U a Pi(v) e Ut ,
pro néz v = Py (v) + P (v) plyne z 3.14. Navic vezmeme-li u € U a ut € U+, pro
néz v = u+ut, pak Py(v) —u =ul —PF(v) €e UnU* = {0}. Opét diky 3.14
tedy dostavdme jednoznacnost volby Py (v) a P (v). Kone¢nsd

Py(v) + Py (v) + Pu(w) + Py (w) = v+w = Py(v+w) + Py (v+w),

Py(r-v)+ Pg(r-v)=r-v=r-(Pu(v)+ Py (v)) =71 Py(v)+r- Pz (v).

7 jednoznaé¢nosti rozkladu a diky tomu, ze U i U+ jsou podprostory, tedy Py (v) +
Py(w),r - (Py(v) €U a PE(v) + Pt (w),r - (PF(v) € UL, dostavame

Py(v) + Pu(w) = Py(v+w), Pg(v)+Py(w)=Py(v+w),

Py(r-v)=r-Py(v), Pfj(r v)=r- Pd‘(v)7

tedy zobrazeni Py i Pﬁ jsou homomorfismy a podminky Py(u) = u pro kazdy
vektor u € U a P (v) = v pro kazdy vektor v € U=, které plati diky jednoznacnosti
rozkladu, fikaji, Ze jde o homomorfimsy na. U

Definice. Homomorfismus Py z predchozi poznamky se nazyva ortogondlni pro-
jekci prostoru V' na podprostor U.
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Priklad. Médme-li n&jaky podprostor U = (uj,us,...,u;) unitdrniho prostoru
(V,g) a budeme-li chtit najit ortogonélni projekci libovolného vektoru v € V,
nemusime nutné hledat ortogondlni bazi U, tak jak to vyzaduje postup dikazu
Véty 3.14. Mtizeme pozorovani, které vyuziva dikaz 3.14, aplikovat i na ptvodni
generujici mnozinu u, us, . . ., Uk, tj. vyjadiime si hledanou ortogonalni projekci ve
tvaru u = 2521 1+ = v —u musi byt kolmy na
v8echny generatory u;, tedy g(u;, v — u) =0proi=1,...k Dosadme a upravujme:

z;u; a uvédomime si, Ze vektor u

0=g(u;,v—u)=g(u;,v Zx]u] =g(u;,v ijg u;,u;)

Dostaneme tak obecné nehomogenni soustavu rovnic:
k
Zg(ui, u;)z; = g(ug, v).
j=1
Matici levych stran (g(u;,u;)) se zpravidla k4 Gramova matice (vSimnéme si, ze
se jedna pravé o matici skalarniho sou¢inu g umezeného na podprostor U vzhledem
k bazi (uy,...,ug)).

Pozndmka 3.15 ndm fikd, Ze existuje feSeni dané soustavy rovnic (tj. existuje
pfislusna ortogonalni projekece). Pokud je posloupnost uj, ua, ..., u; navic linedrné
nezavisla (tj. jde o bazi U) je FeSeni dané soustavy pravé jedno. Hledanou projekei
je linedrni kombinace u = Zle x;u;.

Vezméme si napiiklad podprostor U = ((1,2,1,-1), (1,1,0,1)) redlného unitar-
niho porostoru se standardnim skaldrnim sou¢inem (R*,w). Hledejme ortogonalni
projekci vektoru (—1,1,0,4). K tomu potfebujeme nejprve uréit soufadnice x1, zo
ortogonalni projekce u = z;-(1,2,1,—1)+m5-(1,1,0, 1). Resime tedy nehomogenni

soustavu rovnic s matici:
7 2 -3
2 3 4 -

Snadno zjistime, ze £1 = —1 a x93 = 2, proto Py(v) = u = (1,0,—1, 3). Pro kontrolu
jesté ovéfme, zda je vektor v—u = (—2,1,1,1) skuteéné kolmy na podprostor U.
Zrejmé w((—2,1,1,1),(1,2,1,—1)) =0 a w((—2,1,1,1),(1,1,0,1)) = 0.

Véta 3.16. Je-li (V,g) unitdrni prostor, U jeho podprostor koneéné dimenze a
v eV, pak |v—Py(v)|y < ||v—ully pro kazdy vektor u € U, u # Py (v).

Diikaz. Sta¢i vyuzit Vétu 3.6, pro ortogonalni dvojici vektortt Py(v) —u € U a
v—Py(v)=PF(v) e Ut

Iv=Py(v)llg + |1 Pu(v) —ullg =lv—Py(v) + Pu(v) —ulg = || v—u]g.

Z predpokladu u # Py(v), diky 3.3 plyne, ze (a) ||Py(v) — uly > 0, a proto
||V—PU(V)H§ < HV—PU(V)H!QJ + ||Py(v) — u||3. Dostavame, Ze HV—PU(V)H; <
| v—ul?, azavér ziskime po odmocnéni. O

Piiklad (Metoda nejmensich ¢tvercii). Bud Ax’ = y* nehomogenni soustava m
rovnic o n neznamych nad télesem T = R nebo C a ozna¢me a; sloupce matice
A zapsané do tadki, tj. A = (alla}]...|al). Pokud soustava nemé feSeni, potom
y ¢ (a1, as,...,a,). Soustavu miZzeme v takovém piipadé vyFesit pouze ”ptiblizné”,
tj. musime vzit n&jaky novy vektor pravych stran y’, ktery by uz lezel v podpro-
storu U = (a1, ag,...,a,). Uvazujeme-li na prostoru 7" standardni skalarni soucin
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w, je podle Poznamky 3.17 Py(y) nejblizsi (ve smyslu vzdélenosti, kterou jsme
pomoci normy zavedli v této kapitole) vektor k vektoru y lezici v podprostoru U.
Reseni nové soustavy rovnic AxT = Py(y)T nazveme piibliznym feSenim nalezené
metodou nejmensich ¢tvercti. Pfi samotném pocitani postupujeme obdobné jako v
predchozim prikladu.

Méjme soustavu rovnic:

r1 +2xo =0
2r1 +xo +2zx3 =0
X1 721‘2 +£l?3 =10
I +2£L’2 +2£L’3 = 7
X9 —x3 =3
Snadno nahlédneme, Ze soustava nema feseni. Budeme hledat pfiblizné feseni me-
todou nejmensich ¢tvercti. Mame vektor pravych strany = (1,4,6,2, —1) a vektory
levych stran a; = (1,2,1,1,0), az = (2,1,-2,2,1) a a3 = (0,2,1,2,—1). Hleddme
z; tak, aby P,y (y) = Z§:1 x;a;. To vede stejné jako v pfipadé ortogonalni projekce
k soustavé rovnic s matici

w(ar,a;) w(a,az) w(ai,as) w(ai,y)
w(ag,a;) w(az,az) w(az, asz) w(az,y)
w(az,a;) w(az,az) w(as, az) w(as,y)
Dosadime a hleddme feSeni soustavy rovnic s matici
7T 4 7 17
4 14 3 -3
7 3 10 21
Zbyvéa nam dopocitat, ze x1 =2, xo = —1 a x3 = 1.

4. VLASTNI GfSLA A VLASTN{ VEKTORY

Podobné jako nad realnymi nebo komplexnimi ¢isly budeme nad kazdym télesem
T pokladat za polynom zobrazeni p : T — T, které libovolnému prvku ¢t € T
prifadi hodnotu p(t) = >°"_, a;t*, pro néjaké pevné zvolené skaléry ag, ..., a, € T.
Kofenem polynomu budeme rozumét kazdé ¢islo tg € T, pro které p(to) = 0.
Vsimnéme si, Ze polynomy lze scitat a nasobit a vysledkem téchto operaci je opét
polynom.

Definice. Necht A je ¢tvercovd matice stupné n nad télesem T a E je jednot-
kova matice stupné n. Viastnim cislem matice A nazveme kazdé A\ € T, pro néjz
bude matice A — AE singularni. Kazdé nenulové feseni v, € T™ homogenni sou-
stavy rovnic s matici A — A\E potom budeme nazyvat viastnim vektorem prislusnym
vlastnimu ¢islu A. Mnoziné o(A) vSech vlastnich éisel matice budeme fikat spek-

trum matice A. Konec¢né charakteristickym polynomem matice A nazveme polynom
p(A) = det(A — AE).

Poznamka 4.1. Bud A c¢tvercovd matice stupné n nad télesem T. Pak je )\ vlastni
¢islo matice A a vy € T™ jemu prislusny vlastni vektor prdve tehdy, kdyz vy # 0
a Avi =Avi.

Diikaz. Je-li A\ vlastni ¢islo matice A a vy € T" piislusny vlastni vektor, tedy v
je Teseni homogenni soustavy rovnic se ¢tvercovou singularni matici A — AE, pak
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(A —)AE) - vl = 07, proto Av} = AE - v} = Av}. Naopak, jestlize A v} = Av],
pak (A — \E)- v} = 0", proto matice A — \E musi byt singulérni, tedy X je vlastni
¢islo a vektor vy je podle definice jemu pfislusny vlastni vektor. (|

Poznamka 4.2. Skaldr \ je vlastni ¢islo matice A prdvé tehdy, kdyz je \ kotenem
charakteristického polynomu matice A.

Diikaz. Stac¢i uvazit, ze je diky pozorovani z lonského semestru matice A — \E
singuldrni, pravé kdyz je p(A) = det(A — AE) = 0. O

Priklad. (1) Hledejme vlastni vektory a vlastni ¢isla redlné matice A = (? g)

Nejprve uréime charakteristicky polynom det(A—AE) = A2 =5 +4 = (A—1)(A—4),
tedy vlastni ¢isla jsou 1 a 4. Déle spocitdme mnozinu vSech feSeni homogennich

soustav rovnic:
1 2 -2 2
e (1), asem-(7 7).

Vidime, Zze vSechny nenulové nasobky vektoru (—2,1) jsou vlastnimi vektory pii-

slugnymi vlastnimu ¢islu 1 a v8echny nenulové ndsobky vektoru (1,1) jsou vlastnimi
vektory prislusnymi vlastnimu ¢islu 4.

. 1 -1

(2) Redlnd matice B = <2 1

74dné vlastni vektory, nebot jeji charakteristicky polynom je A% + 1.

) nema zadna redlna vlastni ¢isla, a tedy ani

Poznamka 4.3. Necht A a P jsou ctvercové matice stupné n nad télesem T, P je
navic requldrni. Potom jsou charakteristické polynomy matic A a P~1AP stejné,
a proto o(A) = o(P71AP).

Diikaz. Protoze diky distributivité nasobeni a s¢itani matic je P~ - (A — AE)-P =
P1.AP-P Ll AE.-P=P ! A .-P-)\E, dostavame

det(P™' - A-P — AE) = det(P)~! - det(A — AE) - det(P) = det(A — \E).
O

Definice. Necht ¢ : V' — V je endomorfismus vektorového prostoru V nad télesem
T. Rekneme, ze A € T je vlastni ¢islo endomorfismu o, existuje-li nenulovy vektor
vy € V, pro ktery o(vy) = Av,. Vektor v, potom nazveme vlastnim vektorem
endomorfismu ¢ prislusnym vlastnimu ¢islu A. Mnoziné o () vSech vlastnich ¢isel
endomorfismu ¢ budeme fikat spektrum endomorfismu .

Endomorfismu vektorového prostoru se ¢asto fika linearni operator na prostoru.
Je-li ¢ endomorfismus na prostoru koneéné dimenze V' a B béaze V oznacujme [¢]p
matici ¢ vzhledem k bazi B.

Véta 4.4. Méyme V' konecne dimenziondlni vektorovy prostor, ¢ néjaky endomor-
fismus na V' a B libovolnou bdzi V. Potom o(¢) = o([¢]p) a v je vlastni vektor
endomorfismu ¢ pravé tehdy kdyz {v}p je vlastni vektor matice [¢]p.

Diikaz. Podle Poznamky 4.1 je A vlastni ¢islo matice [¢]p a {va}p je jemu pFislusny
vlastni vektor pravé tehdy, kdyz [p]g{vi}% = M{va}%. To ovSem nastava tehdy a
jen tehdy, kdyZz p(vy) = Avy, protoze {¢(vy)}h = [p]s{va}y. Konetné v, # 0,
pravé kdyz {va}p # 0. O
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Priklad. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory endomorfismu ¢ : Z2 — Z2
daného predpisem ¢((z,y)) = (y, x+4y). Podle Véty 4.4 nam stadi najit vlastni ¢isla

a vlastni vektory matice [¢]xk,

0—A 1

1 4—-A
¢islo A = 2 matice [p]k, i endomorfismu ¢. Snadno nahlédneme, ze vektory (1, 2),
(2,4), (3,1) a (4,3) jsou pravé vsechny vlastni vektory matice [¢]k,. Podle Véty
4.4 jsou to zaroven soutadnice vlastniho vektoru vzhledem ke kanonické bazi. Tudiz
vektory (1,2), (2,4), (3,1), (4,3) jsou vSechny vlastni vektory endomorfismu .

= ? le endomorfismu ¢ vzhledem ke kanonické

bazi Ks. Tedy ’ ‘ = A2 — 4\ +4 = (A — 2)% Nagli jsme jedno vlastni

Poznamka 4.5. Bud ¢ endomorfismus na prostoru V koneéné dimenze a bud B
bdze V. Matice [p]p je diagondlni prdvé tehdy, kdyZ jsou vsechny vektory bdze B
vlastnimi vektory endomorfismu .

Diikaz. Ozna¢me B = (bq,...,b,) a (a;;) = [¢]p. Je-li [p]p diagondlni, pak
o(b;) = ai; - b;, tedy a;; jsou vlastni ¢isla a b; jim pfislusné vlastni vektory,
i = 1,...n. Naopak, jsou-li vektory b, vlastni vektory, pak ¢(b;) = A; - b; pro
vlastni ¢isla A;, tedy {¢(b;)}5 = Aie;, a proto je matice [p]p diagondlni s vlast-
nimi ¢isly A\; na diagonale. (]

Véta 4.6. Necht \1,...,\; jsou riznd vlastni ¢isla endomorfismu ¢ na prostoru V.
aVy,...,Vx, jsou po po radé jim prislusné vlastni vektory. Potom je posloupnost
vektori vy, ..., vy, linedrné nezdvisld.

Diikaz. Dokazujeme indukci podle poctu vlastnich cisel .

Vlastni vektor vy, je podle definice nenulovy, to znamena, ze jednoclend po-
sloupnost obsahujici pouze vy, je linedrné nezavisla.

Predpokladejme, ze vy,,...,Vy,_, je linedrné nezavisld posloupnost, a polozme
Z;zl aj vy, :.0' Potom 0 = '@(Zézl ajvy,) = Z;zl ajp(vy,) = Z;Zl ajAj vy,
Dale 0 = \; 23:1 a;j vy, = 22:1 a;jX\i Vy,, proto

i % i i—1
0= (Z aj/\i V)\].) - (Z aj)\j V)\].) = Zaj()\i - )\j)V)\j = Zaj()\i - )\j)V)\j .
j=1 j=1 j=1 j=1

Z indukéniho pfedpokladu plyne, ze a;(A; — ;) = 0, a déle A\; # A; pro vSechna
j=1,...,1—1. Proto a; = 0 pro vSechna j = 1,...,7 — 1. Protoze vy, # 0
aa;vy, = 2321 a; vy, = 0, dostavame, Ze a; = 0. Tudiz posloupnost vektorii
Vs ---,Va, je podle definice lineadrné nezévisla. (]

Definice. Rekneme, e dvé étvercové matice A a B stupné n nad télesem T jsou
podobné (znacime A ~ B), existuje-li reguldrni matice P stupné n nad télesem T,
pro kterou A = P~ !BP.

Poznamka 4.7. Jestlize A ~ B, pak o(A) = o(B).

Diikaz. Plyne okamzité z 4.3. O

Poznamka 4.8. Relace podobnosti je ekvivalenci na mnoZiné vsech ctvercovych
matice stupné n nad telesem T'.
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Diikaz. Relace je reflexivni, tedy A ~ A, protoze A = E"'AE. Jestlize A ~ B,
tji. A = P7!BP, pak B = (P71)"!AP™!, kde P! je regularni matice, tedy
B ~ A a relace ~ je symetrickd. Kone¢né predpokladejme, ze A ~ B a B ~ C,
tji. A = P7!BP a B = Q'CQ. Pak sta¢i polozit S = Q - P, abychom dostali
A =S7ICS, tedy A ~ C, ¢im7 jsme ovéfili tranzitivitu ~. O

Poznamka 4.9. Necht ¢ je endomorfismus na prostoru V. koneéné dimenze n, A
je &tvercovd matice stupné n a B je baze V. Pak matice [plp a A jsou podobné
pravé tehdy, kdyZ existuje baze C prostoru V tak, Ze [plc = A.

Diikaz. Stadi si uvédomit, Ze [p]p = [Id|5¢ - [¢lc - [Id] e O

Definice. Rekneme, Ze endomorfismu ¢ na prostoru V koneéné dimenze je diago-
nalizovatelny, pokud existuje baze B, vii¢i niZ je matice [¢]p diagonalni. Rekneme,
Ze Ctvercové matice A je diagonalizovatelnd, je-li A podobna néjaké diagonalni
matici.

Dusledek 4.10. Bud V koneéné dimenziondlni prostor, B néjakd jeho bdze a ¢
endomorfismus na V. Pak ¢ je diagonalizovatelny prdvé tehdy, kdyZ je matice [p]p
diagonalizovatelnd.

Véta 4.11. Necht' V' je koneéné dimenziondlni prostor a ¢ endomorfismus na V.
Nasledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) ¢ je diagonalizovatelny,
(2) existuje bdaze V sloZend z vlastnich vektord endomorfismu ¢,

(3) V=B co(y) Ker(p — A-1d).

Dikaz. (1) < (2) Ekvivalence je obsahem Poznamky 4.5.

(2) = (3) Ozna¢me V) = Ker(¢ — A-1d). Kazdy vektor baze prostoru V slozené
z vlastnich vektort pfitom lezi v podprostoru V) pro néjaké vlastni ¢islo A € o(yp),
a proto V = Z/\EJ(@) Vx. Necht u; € Vy,, kde i = 1,...,k a A; # A; pro ¢ # j.
Pokud u; +---+u; = 0, potom u; = 0 pro vSechna i = 1,...,k podle 4.6, a proto
V= 69/\60@1) V.

(3) = (2) Zvolme bazi By podprostoru Ker(¢—A-1d) pro kazdé A € o(p). Zfejmé
jsou v8echny vektory z bazi B) nenulové, a proto vlastni. Dale B = U/\Ea(m By je
linedrné nezavislou generujici mnozinou, tedy bazi prostoru V.

Vezmeme-li pro libovolnou ¢tvercovou matici A endomorfismus ¢ na 7™ s matici
vzhledem ke kanonické bézi [p]x, = A dostéavame:

Dusledek 4.12. Necht A je ctvercovd matice stupné n nad télesem T. Ndsledugict
turzent jsou ekvivalentni:

(1) A je diagonalizovatelnd,
(2) existuje baze T™ sloZend z vlastnich vektord matice A,
(8) T" = Dyeoay{x €T (A - AE)XT =07}

Poznamka 4.13. Necht A je ¢tvercovd matice stupnén a ¢ je endomorfismus na
prostoru dimenze n.

(a) Md-li ¢ n riznych vlastnich é&isel, je diagonalizovatelny.
(b) Md-li A n rizngch vlastnich disel, je A diagonalizovatelnd.
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Dikaz. (a) Vezmememe-li pro kazdé vlastni ¢islo endomorfismu ¢ jemu piislusny
vlastni vektor, dostaneme podle 4.6 linearné nezavislou posloupnost n vektort ve
vektorovém prostoru dimenze n, tedy ptijde o bazi sloZzenou z vlastnich vektort.
Pouzijeme-li 4.11, vidime, Ze je ¢ diagonalizovatelny endomorfismus.

(b) Podobné jako u 4.12 dostédvame z (a) a Dtisledku 4.10. O

2 2
1 3
podle Poznamky 4.13 diagonalizovatelna. Budeme-li matici A interpretovat jako
matici [¢] k, endomorfismu ¢ napfiklad vzhledem ke kanonické bazi Ks, pak [p]p =
[Id] k,B[¢] K, [Id] BK, = [Id]g}(2 [¢]k,[Id] BK,, kde B je béaze sestévajici z vlastnich
vektorti matice A. To znamena, Ze

O N ) )

(2) O endomorfismu ¢ na Z2 daném predpisem ¢((x,y)) = (y,z + 4y) jsme
zjistili, Ze m4 "malo” vlastnich vektort, tedy neexistuje baze Z? slozen4 z vlastnich
vektori endomorfismu ¢, a proto ¢ neni podle Véty 4.11 diagonalizovatelny.

Priklad. (1) Redlnd matice A =

méa dvé rtzna vlastni cisla, tedy je

2 00
(3) Reélnd trojihelnikovd matice M = [0 2 0| m4 zfejmé charakteristicky
2 31

polynom (2 — A)%(1 — \), a tudiz o(M) = {1,2}. Hleddme-li mnozinu vsech fegeni
homogenni soustavy rovnic s matici M — 1E, tj. vlastni vektory prislusné vlastnimu
¢islu 1, vidime, ze existuje jen jeden linedrné nezavisly takovy vlastni vektor, pro-
toze dimenze podprostoru vSech feseni je 3 — h(M — 1E) = 3 — 2 = 1. Podprostor
vsech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici M — 2E je ovSsem dvoudimenzio-
nalni, protoze hodnost matice M — 2E je h(M — 2E) = 1. Tedy pro vlastni ¢islo
2 dostéavame dva linedrné nezavislé vlastni vektory. Podle Véty 4.6 (nebo pfimo
Poznamky 4.12) méme tf¥iprvkou linedrné nezéavislou mnozinu vlastnich vektort
v tfidimenzionalnim prostoru, tedy jde o bazi a matice M je diagonalizovatelna.

2 00
(4) Reédlna trojuhelnikovd matice N = [ 4 2 0] méa stejny charakteristicky
2 31

polynom (2—\)?(1—\) jako matice M, a proto i o(N) = {1, 2}. Ziejmé h(N—1E) =
h(N —2E) = 2, tedy podprostory {x € R3| (N — AE)x" = 0"} pro A = 1, 2 jsou jen
jednodimenzionéalni. Tudiz neexistuje baze prostoru R? slozen4 z vlastnich vektort
matice N a matice N neni diagonalizovatelna.

Definice. Rekneme, 7Ze redlnd nebo komplexni ¢tvercova matice U je wunitdrni,
. ey Tl
jestlize U U = E.

Reélné unitarni matice se ¢asto nazyva ortogonalni matici.

Poznamka 4.14. Je-li U unitdrni matice, pak U je requldrni, U~! = T

také unitdrni.

T je

o v ve  TTL r s . s 1t s " .
Diikaz. Protoze je soucin U U regularni matice musi byt i U regularni, navic z
. o . . . . . . _ 5T v v TT— 75T
jednoznac¢nosti existence inverzni matice plyne, ze U~! = U . Kone¢né¢ U~ = U
je unitarni matice, protoze UU! = E. O
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Dusledek 4.15. Matice stupné n nad télesem T = R nebo C je unitarni pravé
tehdy, kdyz obsahuje ve sloupcich (v fadcich) ortonormdlni bazi unitdrniho prostoru
(T, w).

Poznamka 4.16. Soucin dvou unitdrnich matic stejného stupné je opét unitdrni
matice.

Dikaz. 7 definice plyne, e (UV) UV =V U UV=V EV=V'V=E. O

Poznamka 4.17. Bud B ortonormdlni bdze unitdrniho prostoru (V,g) a C je né-
jakd bdze V. Pak je C ortonormdlnig, pravé kdyz je matice pfechodu [Id]cp unitdrnd.

Diikaz. Bud n = dimV a B = (by,...,b,), C = (c1,...,¢,). Podle 3.12 existuje
unitérni izomorfismus ¢ : V' — T™ unitarnich prostort (V,g) a (I",w), pro néjz
o(b;) =e;,i=1,...n, tedy pro kazdé j, k plati, ze

w({c;}p - {ck}n) = g(cj, ck)
Je-li C' ortonormalni, pak jsou sloupce matice [Id]cp ortonormdlni vzhledem k w,
a proto je [Id]cp unitarni podle 4.15. Naopak, je-li [Id|cp unitdrni matice, tedy
jeji sloupce jsou ortonormélni, pak g(c;,c;) = d;k, tudiz C je ortonormalni baze
unitarniho prostoru (V, g). O

Definice. Necht je A ¢tvercovd matice nad télesem T = R nebo C a ¢ endo-
morfismus na unitarnim prostoru (V, g). Rekneme, ze A je unitdrné diagonalizo-
vatelnd, existuje-li takova unitarni matice U nad T, ze T'AU je diagondlni, a ¢
je unitdrné diagonalizovatelny, existuje-li ortonorméalni baze B prostoru (V, g) slo-
zend z vlastnich vektoru endomorfismu . Matici nazveme A je normdini, jestlize
AA =4 A
Priklad. (1) Kazda diagonalni matice je podle definice normalni.

(2) Redlné symetrickd matice je pfimo z definice normalni.

(3) Komplexni matice spliiujici podminku A = A je normalni, nebot v takovém
pifpadé AA" = AA = A A.

(4) Unitarni matice je diky 4.14 normélni.

Véta 4.18. Bud ¢ endomorfismus na konecné dimenziondlnim unitdrnim prostoru
(V,g) a bud B ortonormdlni bdze (V,g). Pak je ekvivalnini:

(1) ¢ je unitdrné diagonalizovatelny,

(2) existuje takovd ortonormdlni bdaze C prostoru (V,g), Ze [plc je diagondlni
matice,

(3) matice [p]p je unitdrné diagonalizovatelnd.

Diikaz. (1)<(2) Podle 4.5 je endomorfismus ¢ unitarné diagonalizovatelny, tj. exis-
tuje ortonormalni baze C prostoru (V, g) slozené z vlastnich vektort endomorfismu
¢, pravé tehdy existuje-li ortonormalni baze C, pro niZ je [¢]c diagondlni matice.

(2)=(3) Bud C ortonormalni baze prostoru (V, g), pro niz je [¢]c diagonalni ma-
tice. Potom je diky 4.17 matice U = [Id]¢p unitarni, a proto podle 4.14 [Id|pc =
U-! =T Protoze vime z minulého semestru, Ze [¢le = [Wd]sele]sId]cn, dosta-
vame, ze [p]lc = U [¢]BU je diagondlni, tedy [¢]p je unitdrné diagonalizovatelna.

(3)=(2) Predpokladejme, Ze existuje unitarni matice U, pro kterou je (o8 (] U
diagonélni. Pak existuje jednoznaéné uréend béze C, pro niz U = [Id]¢cp. Tedy



PRAKTICKA LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE 29

podle 4.17 je baze C ortonormélni a [p]c = [Id]|pc|v]p[ld]cp = T [¢]BU je dia-
gonalni. O

Poznamka 4.19. Necht A je ctvercovd matice stupné n nad télesem T = R nebo
C. Pak je A wunitdrné diagonalizovatelnd, prdve kdyZ existuje ortomormdini bdze
unitdrniho prostoru (T™,w) sestdvagict z vlastnich vektori matice A.

Diikaz. Poznamenejme, ze kanonickd baze K, je ortonormalni bazi unitarnim pro-
storu (7", w). Uvazujeme-li endomorfismus ¢ na unitarnim prostoru (7™,w) s ma-
tici [p]k, = A, tj. p(v) = v AT, pak je podle 4.4 v vlastni vektor endomorfismu
o, pravé kdyz je v = {v}g, vlastni vektor matice A, a tvrzeni je tudiz disledkem
Véty 4.18. O

Nasledujici tvrzeni vyslovime bez dikazu:

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy komplexni polynom stupné alespon jedna md
komplexni koten.

Poznamka 4.20. KaZdd neprdazdnd komplexni étvercovd matice a kazdy endomor-
fismus na komplexnim prostoru nenulove koneéné dimenze maji néjaké vlastni cislo.

Diikaz. Je-li A = (a;;) Ctvercova komplexni matice stupné n > 1, pak det(A —
AE) = q(A\) + [T~ (aii — A), kde polynom ¢(A) je stupné mensiho jak n. Proto ma
charakteristicky polynom stupeti det(A — AE) prévé n a diky Zakladni vété algebry
tedy existuje jeho kofen, tedy podle 4.2 vlastni ¢islo A. Existence vlastniho ¢isla
endomorfismu potom plyne ze Zakladni véta algebry Véty 4.4. O

Véta 4.21. Ctvercovd komplexni matice A je unitdrné diagonalizovatelnd, prdvé
kdyz je normdlni. Navic, pokud vsechna vlastni ¢isla normdlni matice A i vsechny
hodnoty A jsou redlné, potom A je redlnd unitarné diagonalizovatelnd matice.

Diikaz. (=) Je-li A unitdrné diagonalizovatelnd, existuje unitdrni matice U tak, Ze
D=T AU je diagonalni. Poznamenejme, Ze D'D=DD aA=UDU. Tudiz
AR’ — UDU'UDU" - UDU'UD'T’ - UDD'T
—T =T . —T' —T —T
=UD DU =UDU UDU =A A.
Tim jsme ovérili, ze A je norméalni matice.

(<) Predpokladejme, Ze je matice A norméalni. Nejprve ukdZeme, Ze pokud
Av" = Av" pro néjaké vlastni ¢islo A a vlastni vektor v matice A, pak AV =
AvT. K tomu pouzijeme vlastnosti standardniho skalarniho sou¢inu a jednoduché
pozorovani, ze AvT —AvT = 0T pravé tehdy, kdyz v AT — A\v = 0:

0=w( VAT - Av,vAT - Av) = (VAT - Av)(AvT -AvT)

— VA AVT AFA VT VA VT +VVT =

=VAA VI -\VA VI VA VI T VT = WVA - AV, vA - Av).

Podle definice skalarniho sou¢inu je v A—\v = 0, a proto je i vektor ATvT AT
nulovy a X je vlastni ¢islo matice A

Bud n stupeii matice A. Budeme postupné hledat ortonormélni bézi unitarniho
prostoru (C™,w) slozenou z vlastnich vektorti matice A. Podle Poznamky 4.20
existuje néjaké vlastni ¢islo \; matice A a jemu prislusny vlastni vektor v;, mizeme
pfedpoklddat, ze || vyl = 1. Uz vime, ze KTVF{ = A\ v]. Polozme U; = (vq)*.
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Ukazeme, 7e (A u®)T = u AT € Uy pro kazdy vektor u € U;. Staci ndm ovétit, Ze
w( AT vy) =0, k ¢emuz vyuZijeme prvni krok diikazu této implikace:

wuAT v) =uATv] = A’ vl = \uv; = \w(u,vi) =0,

Zobrazeni ¢; : Uy — Uy, které kazdému u € U pfifadi vektor ¢1(u) = u AT
je zfejmé endomorfismem. Pokud U; neni nulovy prostor, pak podle 4.20 existuje
vlastni ¢islo Ay endomorfismu ¢ a prislusny vlastni vektor vy € Uy, ktery opét mi-
zeme zvolit normovany. Tedy ¢1(va) = vo AT = Ay vy, déle vime, Ze vo A = Ay Vo,
protoze Ao je rovnéz vlastni ¢islo matice A, a vektory vi a vo jsou ortonormalni.
Vezmeme nyni podprostor Uy = (v, vo)®. Stejnym zptisobem jako v prvnim kroku
(tentokrat ovsem pro dva vektory) mizeme dokazat, ze u AT € Us pro kazdé u € Us
a pak definujeme endomorfismus 3 : Uy — U, opét predpisem ¢2(u) = u AT, Takto
budeme pokracovat, dokud U; nebude nulovy podprostor, coz nastane pravé v oka-
mziku, kdy 7 = n. Zkonstruujeme tak ortonormalni posloupnost vlastnich vektort
vi,...,V, matice a, kterd tvori bazi C", proto je podle 4.19 matice A unitarné
diagonalizovatelna.

Pokud byly realné vSechny hodnoty matice A i vSechna vlastni ¢isla \;, mohli
jsme A chapat jako matici endomorfismus na realném unitdrnim prostoru (R",w)
vzhledem ke kanonické bazi, resp. ¢; jako endomorfismy na realnych vektorovych
prostorech U;. Tedy jsme vSechny vlastni vektory v; mohli brat realné. Proto opét
pomoci Poznamky 4.19 zjistujeme, ze A je redlnou unitarné diagonalizovatelnou
matici, tj. existuje takova redlna unitarni matice U, ze T AU = UTAU je diago-
nalni redlnou matici. O

Priklad. (1) Mé&jme realnou symetrickou matici A. Uvazime, Ze vSechna komplexni
vlastni A jsou redlné. Zvolme A € o(A) a piislusny vlastni vektor v. V dikazu 4.21
jsme ukdzali, Ze A’ vT = AvT. Protoze je A redlné symetricka, tedy A =AT= A,
vidime, ze AvT = Av7, tedy v je vlastni vektor p¥islusny vlastnimu éslu A i A. To
ovéem podle 4.6 znamen4, ze A\ = A, tedy A je redlné. Protoze o(A) C R a A je
realna normalni matice, jde podle 4.21 o unitarné diagonalizovatelnou matici nad

, 3 2
(2) Bud A = 2 6
nom det(A —AE) = (3—A\)(6—)\) —4 =A% =9\ +14 = (A —2)(\ — 7). Vlastni &isla
matice A jsou tedy pravé koreny charakteristického polynomu, tedy realna cisla
2 a 7. Déle standardnim postupem najdeme vlastni vektory, tedy nenulova reseni
homogennich soustav rovnic s maticemi, ktera tvofi pravé soufadnicové vektory
vlastnich vektorti endomorfismu :

1 2 —4 2
N S e

Tedy vSechny nenulové ndsobky vektoru (—2,1) jsou vlastnimi vektory matice
A piislusnymi vlastnimu ¢&islu 2 a v8echny nenulové nasobky vektoru (1,2) jsou
vlastnimi vektory matice A pfislusnymi vlastnimu ¢islu 7. Oba vektory normalizu-
jeme a dostaneme ortonormélni bazi B = (%(72, 1), %(17 2)). Nyni staéi polozit

—2 1 2 0
U[Id]BKs\}g(l 2),abyUTAU<O 7).

realna symetricka matice. Spoc¢itame charkteristicky poly-
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Poznamka 4.22. Necht A je normdini komplexni ctvercovd matice a u, v dva
vlastni vektory A prislusné riznym vlastnim cislum. Potom u a v jsou ortogondlni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Dikaz. Stejné jako v 4.19 uvazujme endomorfismus ¢ na unitdrnim prostoru (7", w)
s matici [¢]k, = A. Podle 4.21 je [¢]k, unitdrné diagonalizovatelnd matice, tedy

diky 4.18 existuje takovd ortonormalni baze C' = (vy,...,Vv,) prostoru (17", w), slo-
A0

s . oL 0 X ... Lo o .

Zend z vlastnich vektort, tj. [¢]c = je diagonélni s vlastnimi
0 0 ... A\,

&isly A1,..., A\, na diagonéle. Protoze je zobrazeni v.— {v}c podle 3.12 unitdrni

automorfismus na (7", w), je w(v,w) = w({v}c,{w}c).
Vezmeéme nyni dva vlastni vektory v a w pfislusné riznym vlastnim ¢islim A,

a A\w a ozna¢me {v}c = (a1,...,a,) a {w}c = (b1,...,b,). Protoze {v}c[p]t =

M{vic a {wlc[olt = Aw{v}lc je a; = 0, jestlize \; # Ay, a b = 0, jestlize

i # Aw. Proto w(v,w) =w({vlic,{w}ec) = {vlc{w}i =327 aib; = 0. O
1 1—1 -1

Piiklad. O komplexni matici A = [ 1+ 2 —1 —4 | uz vime, Ze je nor-

-1 —-1+4: 1

malni, nebot A’ = A. Tudiz je podle 4.21 unitarné diagonalizovatelnd. Chceme-li
najit ortonormalni bazi C3 sloZenou z vlastnich vektort, sta¢i ndm najit ortonor-
malni baze podprostort feSeni homogeni soustavy rovnic s matici A — A\E pro jed-
notliva vlastni ¢isla A\, proto podle Poznamky 4.22 musi byt jednotlivé podprostory
vlastnich vektort vzajemné kolmé.

Charakteristicky polynom matice A je —\% +4A2, proto o(A) = {0, 4}. Snadno
najdeme ortonormalni bazi mnoziny vSech feseni soustavy s matici

1 1—1 -1 4 0 0 -3 1—1 -1
A—4E= |1+ 2 —1—-3]—-({0 4 0)=|1+1 -2 —1—13
-1 —1+: 1 0 0 4 -1 —1+3 -3

Podprostor vSech feSeni je jednodimenzionalni, jeho bazi tvori napiiklad vektor
(1,1+414,-1). Protoze ||(1,1+1,—1)||, = 2, je vektor (1,1 +4,—1) hledanym nor-
malizovanym vektorem. Dale snadno zjistime, 7ze napiiklad vektory (—1 +i,1,0),
(1,0,1) tvoii bazi dvoudimenzionalniho podprostoru vsech feSeni soustavy s ma-
tici a. Zbyva tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To mtzeme provést na-
priklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci, tak dostaneme ortonormalni béazi

4 00
%(1,0,1),ﬁ(—l—i—i,ll—i).Zjistilijsrne, ze [0 0 0O =
0 00
L1 1 : L e
? 22 2 1 1—1 -1 12 2 2\1/5Z
=l O [+ 2 -1-i||3+35 0 =
—1—i 1 1—3 -1 —1+34 1 _1 1 1-1
2v2 V2 2v2 2 V2 2v2

Uvazime-li, ze matice symetrické bilinearni formy na realném unitarnim prostoru
je vzhledem k libovolné ortonormalni bazi symetricka, ze symetrickd matice je podle
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4.21 realna unitarné diagonalizovatelna a Ze unitarni jsou podle 4.17 pravé matice
prechodu od ortonormalni k ortonormalni bazi, dostavame

Dusledek 4.23. Je-li f symetrickd bilinedrni forma na redlném unitdrnim prostoru
(V,g) konecné dimenze, pak existuje ortonormdlni bdze (V,g), kterd je zdrover po-
larni bazi f.

Priklad. Necht je f symetrickd bilinedrni forma na redlném unitdrnim prostoru

2 11
(R3,w) s matici [f]xg, = |1 2 1| vzhledem ke kanonické bazi. Najdeme bazi
1 1 2

B, ktera je ortonorméalni vzhledem ke skalarnimu souinu w a polarni vzhledem k
symetrické bilinearni formé f.

Prtoze je kanonicka baze ortonormalni vzhledem k w, stac¢i abychom unitarné
diagonalizovali matici A = [f]k,. Nejprve uréime spektrum o(A) = {1,4} a pro
obé vlastni ¢isla jim prislusné vlastni vektory, tedy pro A = 1 vyfeSime homo-

1 1 1
genni soustavu rovnic s matici A —1-E = |1 1 1| a dostaneme vlastni
1 11
vektory vi € ((—1,1,0),(—1,0,1)) \ {0}, a pro A = 4 vyfesime homogenni sou-
-2 1 1
stavu rovnic s matici A —4-E = 1 -2 1 | a dostaneme vlastni vektory
1 1 -2

vy € ((1,1,1)) \ {0}. Vsimnéme si, Ze podle 4.22 musel byt vlastni vektor pii-
slusny vlastnimu ¢islu 4 kolmy na vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 1, tedy
vy € <(717 1, O)a (717 0, 1)>J_

Nyni najdeme ortonormalni baze obou podprostort vlastnich vektort. Pro vlastni
¢islo 4 sta¢i normalizovat, abychom dostali vektor %(1, 1,1) a pro A = 1 najdeme

ortonormélni bazi (%(—1, 1,0), %(—1, —1,2)) podprostoru ((—1,1,0),(—1,0,1))
napfiklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Polozme dale B = (%(1, 1,1),
%(71, 1,0), %(71, —1,2)). Protoze jsou B stejné jako K3 ortonorméalni baze, je
podle 4.17 matice pfechodu U = [Id] gk, unitarni a

11 1 1 -1 -1
PRI A W A SR A v B B 40 0
U'AU=|5 » O 121|755 %5 Z%|=(010
RS QS Y AU TS A W - R VO R
Ve V6 V6 V3 V6
Podle 2.3 je [f]lp = (1|, [f]x,[Id]px, = UTAU diagonalni matice, tedy B je

polarni baze f.

5. ROZKLADY MATIC

Rozkladem matice A budeme rozumét posloupnost (zpravidla dvou nebo t¥{) ma-
tic Rq,...,R; takovych, Ze plati A = R4 ...R;. Zajimavé (nejen) pro nas budou
ty rozklady, které nam usnadni pocitani s danou matici, af uz matici interpretu-
jeme jako matici néjaké soustavy linearnich rovnic, matici homomorfismu vzhledem
k néjakym bazim, matici skalarniho soucinu ¢i jinak.

Tak napiiklad vime, Ze kazdou matici A typu (n,m) miZeme elementdrnimi
transformacemi na fadky a sloupce prevést na matici D = (d;;), kterd méa mimo
hlavni diagondlu vSechny hodnoty nulové, tedy d;; = 0 pro vSechna i # j. V
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maticovém zapisu to znamend, ze D = PAQ pro vhodné regularni matice P stupné
n a Q stupné m. Je-li A = [h]p, B, matice homomorfismu h : V — W a By a
By baze prostora V a W, potom existuji baze Cy a Cy prostori V a W, tak,
7e P =[dgycow, Q= [1dc, 5, a D = [hc, oy (pripomerite si, jak baze Cy a
Cw najit), tj. [hleyvew = [d]Bwcow [Pl By Bw [Id]cy By - To znamend, ze budeme-li
pracovat s homomorfismem A v soufadnicich vzhledem k bazim Cy a Cy, bude
pocitani (s matici homomorfismu h) mnohem jednodussi.

LU rozklad

Definice. Rekneme, 7ze matice Ay = (a;;) je typu U, jde-li o ¢tvercovou horni
trojuhelnikovou matici (tj. a;; = 0 pro vSechna ¢ > j), matice Ay = (a;;) je typu
L, jde-li o ¢tvercovou dolni trojahelnikovou matici (tj. a;; = 0 pro vSechna i < j) a
navic mé na diagondle jedni¢ky (tj. a;; = 1 pro vSechna i). LU rozkladem libovolné
Ctvercové matice A rozumime rozklad A = LU, kde L je matice typu L a U je
matice typu U.

Poznamka 5.1. Nechtf L1 a Lo jsou dvé matice stejného stupné typu L a U; a
Us jsou dve matice stejného stupné typu U. Pak soucin LiLo je opét matici typu
L a soucin U1U; je matict typu U. Navic L1_1 vZdy existuje a je typu L, a je-li Uy
reguldrni, potom Ufl je typu U.

Dikaz. Necht ¢ > j a oznaéme r = (rq1,...,7,) -ty faddek matice Uy a s =
S1,. .-, 8n) j-ty sloupec matice Us. Spo¢itdme hodnotu na pozici (i,j) matice U; Us:
n 7 n
rst = Zr,,s,, = ZOSU + Z r,0 =0,
v=1 v=1 v=j+1
tedy matice U; U, je typu U. Protoze jsou matice L a LI typu U, je (L1Ly)" =
LIL! typu U. Vezmeme-li koneéné r = (rq,...,7,) i-ty fadek matice L; a s =
S1,...,8y) i-ty sloupec matice Lo, pak
n i—1 n
rsT:Zr,,SV:ZOS,,—i—l-l—F Z 7,0 =1,
v=1 v=1 v=i+1

proto je L1Ly typu L.

Kone¢nég, piipomeneme-li pro regularni matici A, ze A~! = det(A)~tadjA, ze
adjungovana matice horni nebo dolni trojuhelnikové matice je opét horni nebo dolni
trojuhelnikové, a ze determinant horni nebo dolni trojihelnikové matice dostaneme
jako soucin hodnot na diagondle, vidime, Ze matice Ly je regularni a Lfl je typu
La Ul_1 je typu U pro regularni a Uj;. O

Poznamka 5.2. FEzistuje-li LU rozklad requldarni matice, pak je uréen jednoznacneé.

Diikaz. Mé&me dva LU rozklady A = L;U; = LyU,. Potom Ly 'Ly = Uy U ! je
podle 5.1 zéroveii typu L i U, tedy L; 'L; = UoU; ' = E, odkud dostévame, 7e
L1 = L2 a U1 = U2 O
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1 1 2
Piiklad. Zjistime, zda existuje LU rozklad redlné matice A = | -4 -1 1

2 5 -1
K tomu acelu zkusime A gaussovsky upravovat a prislusné tpravy budeme zazna-
mendvat do (pfipadné) matice L:

1 1 2 11 2 11 2
A=|-4 -1 1 |~[|0 3 9]~1|0 3 9 =U.
2 5 -1 0 3 -5 0 0 —-14

Pfi upravovani jsme nepotfebovali pfehazovat fadky (ani ndsobit fddek nenulovym
skalarem), tedy dostali jsme Ly ...L;A = U, kde L; jsou vSechno elementérni
transformac¢ni matice odpovidajici pfi¢teni vySe poloZeného Fadku k fadku nize
polozenému. Matice L; jsou ziejmé typu L a podle 5.1 je soucin L = Lfl e L,;l
rovnéz typu L, navic A = LU. Tudiz jsme nasli LU rozklad matice A. VSimnéme si,
7e soucin matic Ly .. .L,;l obsahuje na prislusnych pozicich hodnoty jednotlivych
transformacénich matic (tj. i-ty fadek a j-tj sloupec, ¢ > j, obsahuje hodotu ¢;;,
pravé kdyz jsme béhem Gaussovy eliminace odecitali od i-tého fadku matice A a
¢i;-nasobek jejiho j-tého fadku):

1 00 1 0 0 1 0 0 1 00
—4 1 0 01 0 01 0)J=|-4 1 0] =L.
0 0 1 2 01 0 1 1 2 1 1
Nasli jsme tedy (jednoznacéné uréeny) LU rozklad
1 1 2 1 0 0 11 2
-4 -1 1 |=|1-4 10 03 9
2 5 -1 2 1 1 0 0 —-14

Definice. Permutacni matici budeme rozumét ¢tvercovou matici P, kterd v kaz-
dém tadku a kazdém sloupci obsahuje pravé jednu hodnotu 1 a jinak samé 0.

Poznamka 5.3. Necht P a Q jsou dvé permutacni matice stupné n.

(a) Kazdou permutacni matici dostaneme z jednotkové matice vhodnym prehd-
zenim fadkd (sloupct).

(b) Soucin PQ je permutacéni matice.

(c) P~1 = PT je permutacni matice.

Dikaz. (a) Plyne okamzité z definice.

(b) Sou¢in PQ pomoci permutace odpovidajici matici P podle (a) pfehazi fadky
matice Q, tedy opét diky (a) je PQ permutacni matice.

(c) P¥imym vypoctem zjistime, Ze PT-P = E a PT je permutac¢ni podle (a). [

Véta 5.4. Pro kaZdou ctvercovou matici A existuje permutacni matice P tak, Ze
matice PA md LU rozklad.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle stupné matice pomoci Gaussova algoritmu.
Vse je trividlni pro matice stupné 1, tedy (a) = (1) - (a) je LU rozklad matice (a).

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdou ¢tvercovou matici stupné n — 1
a méjme ¢tvercovou matici A,, = (a;;) stupné n. Budeme gaussovsky upravovat
jeji prvni sloupec. Je-li cely nulovy, pak polozime ¢ = 1, jinak vezmeme nejmensi
i < n, pro které a;; # 0, pfehodime i-ty fddek s prvnim fadkem a vynulujeme
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ostatni pozice prvniho sloupce takto upravené matice A,. Vyjadiime to pomoci

maticového zapisu:
1 0 _ (@1 ap—
(v 5) T = (G 27,

kde vT je vhodny sloupcovy vektor o n — 1 souiadnicich, T}; elementarni transfor-
macni matice (tj. permutaéni matice), kterd odpovida prehozeni prvniho a i-tého
fadku, a,—1 = (a2, @3, . .- ain) & Ap_1 je Ctvercovd matice stupné n — 1. Nyni vy-
uzijeme pro matici A,,_; indukéni predpoklad, ktery fika, ze existuje permutacni
matice P,,_1, matice L, _; typu L a matice U,,_; typu U (vSechny stupné n — 1)
tak, ze P,_1A,_1 =L,_1U,_1. To ovSem znameni, ze

1 0 1 0 ) _ 1 0 a;1 an_—1 _
<0T Pnl) (vT E) Tuiln = (oT Pn1> <0T An1> B
_ (ai ap_1 (1 0 ;1 Ap—1
N OT Pn—lAn—l n OT Ln—l OT Un—l '

Dale si uvédomme, Ze

1 0 1 0\ 1 0\ /1 o0
OT Pn,1 VT E - Pn,1 VT E OT Pn,1 ’

P v . N _ 1 0 _ [ Qi an_1
Nyni uz staci jen polozit P,, = (01- Pnl) Ty, U, = <0T Unl) a

Lo 1 o\ '/1 o0\ _ 1 0
" \Ppvh E o’ L,1) \-Pp1v' L,y)’

abychom dostali rovnost P, A, = L,U,,. Koneéné diky 5.1 je matice L, typu L a
podle 5.3(b) je matice P,, permutacni, tedy jsme opravdu nasli LU rozklad matice
P,.A,. O

1 1 2 2
v . . -1 -1 -2 1 . " -
Priklad. Pro realnou matici A = 9 1 0 1 najdeme permutacni matici
2 2 -1 1
P tak, aby matice PA méla LU rozklad. Stejné jako v dikazu Véty 5.4 budeme
matici postupné Gausovsky upravovat, pouzivat budeme pouze prehazovani radki
a pri¢itani nasobku vyse polozeného k nize polozenému fadku. Oba typy tprav
budeme zaznamenévat (pravy sloupec jen ¢isluje fadky):

1 1 2 2 |1 11 2 2 |1 1 1 2 2 |1
-1 -1 -2 1 |2 0 0 0 3 |2 0 -1 -4 -3 |3
2 1 0 1 (8| o -1 -4 =3 3] lo 0o -5 -3 |y
2 2 -1 1 |4 0 0 -5 -3 |4 0o 0 0 3 |2

Tedy permutac¢ni matice, kterou potfebujeme zménit ptivodni matici A, odpovida
1 0 00

permutaci fadk® zachycené v pravém sloupci, ¢ili P = . Pivodnim

0 010
0 0 01
01 00

transformacim typu pfic¢teni vySe polozeného fadku k niZe polozenému odpovidala
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1 0 0 O
-1 1 0 0
2 010

2 0 01
udélali i v priabéhu dikazu Véty 5.4, zménit polohu upravovanych radkd, takze
L = PL’ a dostavame LU rozklad matice PA:

matice L' = , my ale musime adekvatné matici P, jako jsme to

1.0 00 1 1 2 2 1 0 0 0 1 1 2 2
0 010 -1 -1 -2 1] |2 100 0 -1 —4 -3
0 0 01 2 1 0 1] |2 010 0 0 -5 -3
0 1 0O 2 2 -1 1 -1 0 0 1 0 O 0 3

Piiklad. Mame-li LU rozklad matice A = LU a uvazujeme-li nehomogenni sou-
stavu rovnic Ax' = yT, potom miiZzeme tilohu rozdélit na dva jednodussi tikoly,
najit nejprve feseni soustavy Lz’ = yT a poté soustavy UxT = z'. V obou piipa-
dech pocitame s trojuhelnikovymi maticemi, takze pfi vypoctu uz jen dosazujeme,
aniz musime matice jakkoli dale gausovsky upravovat.

Pocitejme s LU rozkladem realné matice

2 1 -2 1 0 0 2 1 =2
A=|-2 2 3 |]=|-1 10 0 3 1
2 7 2 1 21 0 0 2
pro vektor pravych stran y = (—3,2,—1). Potom pro z = (z1, 22, 23) spocitdme
71 = y1 = —3,déle —1z1 + 29 = 34 20 = yo = 2, tedy 22 = —1 a konecné
z3=—-1—-1-(=3)—2-(—1) = 4. Nyni poéitdme soustavu Ux" = z": 2z3 = 23,
tedyx;,»z?,déle:cgz%:—laxlzw:l.

QR rozklad

Definice. Rekneme, Ze matice Q je typu @, je-li redlna nebo komplexni a plati,
Ze soucin QTQ je jednotkovd matice. QR-rozkladem matice A nad redlnym nebo
komplexnim télesem T  rozumime rozklad A = QR, kde Q je typu Q a R je regularni
horni trojihelnikova matice s kladnymi readlnymi hodnotami na diagonéle.

Piiklad. Kazd4 unitarni matice je typu Q.

Poznamka 5.5. Matice nad télesem T = R nebo C je typu Q, praveé kdyz ob-
sahuje ve sloupcich ortonormdlni posloupnost vektori vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu soucinu w.

Dikaz. Okamzity dusledek definice. O

Poznamka 5.6. Necht A = QR je QR rozklad matice A typu (n,m), pak Q je typu
(n,m), h(A) = h(Q) = m a QR rozklad je uréen jednoznacéné. Navic, oznacime-li
A= (af|...|1a%) a Q = (q]|...|d%,), pak (ai,...,a;) = {qi,...,q;) pro vechna
1=1,...,m.

Dikaz. Typ matice Q je zjevny z definice QR rozkladu.

Uvazujme dva QR rozklady matice A = QR = Q'R/, kde Q = (qf]|...|q},) a
Q' = (af|---lay,). Dile ozna¢me R = (r;;) a R’ = (r};). Indukei podle i dokazeme,
ze (ar,...,a;) = (d1,...,Qi), Qi =q; arj =715 proj=1,... i
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ProtoZze a; = r11q1 = r{;d}), kde 11 # 0, dostavame (a;) = (q1) = (q}). Navic
r11, 711 jsou kladnd redlnd &isla a ||q1]le = ||d}]lw, proto diky 3.3(b) je

rin = rullalle = laille = rillayflo =,
tudiz q1 = qj.

Pfedpokladejme, ze (ai,...,a;-1) = (d1,...,q;—1) a q; = q; pro viechna j =
1,...,2 — 1. VSimnéme si, ze a; = r;q; + Z;;ll rjid;, kde 75 # 0, a proto q; =
Tz_il[ai + Z;;ll r;;d;]. Tedy a; € (q1,...,d;) a naopak q; € (qi,...,q;—1,a;)
(a1,...,a,1,a;) podle indkéniho pfedpokladu. Tim jsme dokézali, ze (a;, ..., a;)
(d1,---,9:) 1 (q1,-..,4:) € (a1,...,a;). Diky indukénimu predpokladu vidime, ze

Nl

i—1 i—1 i—1
_ A AP A A /
a =rydi + ) Tl =rud; T ) il =+ ) rad),

=1 =1 =1

a proto rj; = w(qj,ai) = r}; pro véechna j = 1,...,i — 1. Tedy dostévame, Ze
i—1 . . .

a; = rq; + Z] 1759 = T + Ej:l rjiq;, a tudiz ry;q; = r;;q;. ProtoZe jsou
i1, 71 kKladnd redlnd ¢isla a ||q; ||, = ||d}]|w, opakovanym pouzitim 3.3(b) zjistujeme,

ze
rii = riil|Qllw = Tilldillw = 75

a proto q; = d.
Koneéné, h(Q) = m podle 3.7 a dokazali jsme, ze h(A) = dim(ay,...,a,) =

dim(qy,...,qm) = h(Q). O
Véta 5.7. Necht T je rediné nebo komplexni téleso, ay,. .., a,, je posloupnost line-
arné nezavislyjch vektord prostoru T™ a qi,...,Qm je posloupnost ortonormdlnich

vektord unitdrniho prostoru (T™, w), kterou z ni vytvorime Gramovou-Schmidtovou
ortogonalizaci. Polozme A = (aj|...|al), Q = (qdf|...|q},) a R = (ri;), kde
ri; = w(q;,a;). Potom A = QR je QR rozklad matice A.

Diikaz. Podle3.9jea; = > 1" w(q;,a;)q;, proto plati, ze A = QR. Jelikoz diky 5.6
(ar,...,a;) = {(qi1,...,d;), je k-t soufadnice vektoru a; vzhledem k bézi qi,...,q;
pro vSechna k = j +1,...,m nulova. Tedy r;; = 0, pokud 7 > j. To znamen4, Ze
matice R je horni tIOJuhelnlkova Prlpomenme 7ze béhem Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace dostédvame q; = ”q i , kde ¢} = a; — 2]211 rj;q; (viz 3.8). Proto
a; = ||q}||lwa; + ijl rjidj, a tudiz r; = w(q;, a;) = ||q}||o > 0. Kone¢né diky 5.5
je Q matice typu Q. O

Dusledek 5.8. Pro redlnou nebo komplexni matici A existuje QR rozklad, pravé
kdyz se jeji hodnost rovnd poctu jejich sloupci.

1 10
Piiklad. Budeme hledat QR rozklad realné matice } (1) (1) . Podle 5.7 staci
1 0 2

klasickou Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linearné nezavislou po-
sloupnost vektori (1,1,1,1), (1,0,1,0), (0,1,0,2) unitarnitho prostoru (R*,w) a
mezivysledky sepsat do matic Q a R. VSimnéme si, ze r; = w(q;, a;) = ||d}]|w-

11,11
Loa= M =(3:3:3.9) arn = [(1,1,1,1)[lo = 2.
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Proto r12 :w(%(l, ‘%( —LL-D,=1a
q2:(%7_%7%7_%)
3. Koneéné m3 = w(qi,(0,1,0,2)) = %, rog = w(qo, (0,1,0,2)) = —%, proto
L= (0,1,0,2) — 3. (L, L L Ly 3 (1 111y 109 1) Teq
a3 D) T 21203202 2\ 72272 » 32U 5). Ledy
33 = ||(0a_§707§)||w = V2 aqs = (Oa_?voa 72
11
Lol
} (1) (1) A L) /21 3
Dostavame QR rozklad 11 0|7 i f 6/5 0 1 —%
A 1 00 I
10 2 I L V3

URYV rozklad

Véta 5.9. Necht T je téleso redlnyjch nebo komplexnich ¢isel a A matice typu
(n,m) hodnosti k nad télesem T. Potom nad T existuji unitdrni matice U stupné
n a V stupné m a regudrni matice D stupné k, pro néz plati, Ze

_ D 01 <51
A_U<02 OS)V,

kde 01 je nulovd matice typu (k,m — k), 02 je nulovd matice typu (n — k,k) a O3
je nulovd matice typu (n — k,m — k).

Dikaz. Oznatme R(A) podprostor vektorového prostoru T™ generovany vsemi
fadky matice A a S(A) budiZ podprostor vektorového prostoru T™ generovany
viemi sloupci matice A. Vime, ze k = h(A) = h(A) = dim(R(A)) = dim(S(A)).
Podle 3.8 existuji ortonormalni baze vy, . .., v, unitdrniho prostoru (7™, w) a orto-
normalni baze uy, ..., u, unitdrniho prostoru (1T",w) tak, ze R(A) = (vi,...,Vg)
a S(A) = (uy,...,u). Umistéme sloupcové nektory téchto bazi do matic V a U,
tj U= (ul|ul|...|ut) aV = (vI[vl|...|v]). Poznamenejme, 7e jde podle 4.15 o
unitarni matice. Koneéné polosme R = U’ AV. Potom A = UU AVV' = URV .
Zbyva si uvédomit, ze matice R mé pozadovany tvar. Pfipomenme, ze vektory u;

proi=k+1,...,n jsou kolmé na S(A) = (uy,...,ux). To znamen3, ze W;A = 0,
atedy iu; AV =0V =0 pro vSechna ¢+ = k+ 1,...,n. Tedy tadky £+ 1,...,n
matice R jsou nulové. Symetrickou tivahou ovéfime, Ze i sloupce k+1, ..., m matice

. PR s L D o w1k
R jsou nulové, ¢imz jsme dokazali, ze matice je R tvaru (O 01). Konec¢né obé
2 03

matice U'i V jsou regularni, proto h(A) = h(R) = k. To znamen4, %e prvnich
k ta4dkt i sloupcit matice R je linedrné nezavislych, proto je ¢tvercova matice D
stupné k nutné regularni. |

02 O3
rozkladem realné nebo komplexni matice A.

. . D 0 = P
Definice. Posloupnost matic U, ( 1) aV' 7 predchozi véty nazveme URV
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1 1 01
Piiklad. Hledejme URV rozklad realné matice A = |2 0 1 1|. Nejdfive
1 -1 1 0

musime najit ortonormalni baze podprostort generovanych radky a sloupci ma-
tice A, které doplnime na ortonormalni baze celych prostorii. Snadno nahlédneme,
o1 1 1 1 11 ” s

«34(%7 75 0, ﬁ)’ (ﬁ’ REVARveE 0) tvoii ortonormalni bazi podpros;coru1 pro;toru
R* tvoreného fadky matice A, kterou muzeme doplnit vektory (—%, 75 %70),

(% \% 0, %) na ortonormaln{ bazi celého R*. Podobné najdeme ortonormélni
bazi (%,% i), (%,0,—%) podprostoru generovaného sloupci, a vektorem
(\}5, f%, %) ji doplnime na ortonormalni bazi R3.
1 1 1 1
1 1 1 V3 V3 V6 V6
5V S T
TedyU= |7 0 —5|aV= \(/)g f ﬁ *66
4 1 1 V3 V6
V6 v2 VB % 0 0 _%
V souladu s pozorovanim provedenym v ditkazu Véty 5.9 dopocitdme matici R:
1 1 1 1
T 401 1 1
v R S WS S S N A I GG SR G
R=|[Z 0 -2 2 0 1 1)V ¥ ¥ V6
% - %3 1110/ B w0
w00 -5
3 3
vz vz 00
Tedy R = % 7% 0 0|, nasli jsme redlny URV rozklad A = URV™.
0 0 0 0

Poznamka 5.10. h(A) = h(KTA) = h(AKT) pro kazdou komplezni matici A.

Dikaz. Vezmeme-li URV rozklad A = U <(])) 81> v zaruceny Vétou 5.9, pak
2 03
—T —T
AA—u (P O\yyv(D 0)g'_y (DD 0y
02 03 02 03 02 03

Protoze je matice D, a proto i matice DD’ regularni stupné h(A) je h(A) =
T

hA") = (DD").
Symetrickou tivahou pro soudin AR dostaneme rovnost h(A) = h(AXT). O

Priklad. (1) O redlné matici A = <§ i) podle predchozi poznamky bez pocitani
vime, ze h(AAT) = h(A) =1
(2) Uvazime-li matici A = <é i) nad télesem Zs, pak AAT = 0, tedy h(AAT) =

0#1=h(A).

Poznamka 5.11. Necht ¢ : Wi — Wy je homomorfismus, kde (W1, g1) a (W2, go)
jsou unitdrni prostory konecné dimenze nad tymZz télesem. Potom existuji takové
ortonormdlni bdze By prostoru (Wi,g1) a Bz prostoru (Wa,gs), Ze [¢leiB, =

D . L ) , ) NP
(0 81) , kde D je regqularni matice a 0; nulové matice prislusného typu.
2 O3
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Dikaz. Zvolme néjakou ortonormélni bazi M; prostoru (Wi, ¢1) a ortonormélni
bazi M prostoru (Ws, g2), ktera existuje podle 3.8, a URV rozklad matice [p]ar, a1, =

U ((]]:) 81) V'. Vezmeme-li nyni bazi By prostoru Wy, pro niz [Id]p,a, = V a
2 3

bazi B prostoru Wa, pro niz [Id]p,n, = U, pak jde o ortonormélni baze podle
4.17, proto [Id|y, 5, = U a dostavame

)55, = (1d]a, 5, [¢] 2000, [1d] 5,07, = T U (D 01) V'V = (D 01) .

0z O3 0 03
O
Piiklad. Mame-li homomorfismus ¢ : R* — R3, jehoz matice vzhledem ke kano-
1 1 01
nickym bazim je [¢]x,xk, = [2 0 1 1| paks vyuzitim hodnot z pfedchozého
1 -1 1 0
prikladu zjistime, Ze pro matice pfechodu
L L 1 1 _ 1 1
1
AR S T
ld]ck, = % 0 *% a [dpg, =¥ ¥ ¥ V5| je
N T 0O B % 0
1 2
V6 V2 VB NE 0 0 —-=
3 3
RS 0 0
lelpe = [ld]k;cle]k, Ml x, = Id]ek, [¢]kax 1A Br, = % —% 0 0]
0 0 00
Hledané ortonormdlni béze najdeme piimo ve sloupeccich matic [Id] gk, a [Id]ck,,
— ((L 1 1 1 1 1 1 1 2 11 _ 2
tedy B = (( 0, \/g)a (\/gv V3 \/370)7 ( 5 V5’ \/6,0), (\/6’ \/6a0’ \/g))

ﬁa?)

< 21 1 11
Obdobné C' = ((%,%,%), (%,0,— 2)7 (ﬁ’fﬁ’ﬁ))'

1
V2’

o

Véta 5.12. Mé¢jme A = U, <]?)1 g) VlT = U, (132 0) V72T dva URV rozklady

-1
matice A nad R nebo C, kde D; jsou requldrni matice. Pak V1 (Dl 0) U71T =

0 0
D;! 0\
V2<§ 0)U2T.

Diikaz. Otézku podobné jako v 5.11 pfevedeme na pocitani s homomorfismy. Bud
A matice typu (n,m). Nejprve vezméme homomorfismus ¢ : T — T™ s matici
[k, K, = A vzhledem ke kanonickym bazim a ortonormélni baze B a B’ prostoru
(T™,w) a ortonormalni baze C' a C' prostoru (T",w), pro néz plati, ze [Id]px,, =
Vi, [d]pk,, = Vo, [Idlck, = U a [Id]crk, = Us. Pak snadno spocitame, zZe

lelsc = (?)l 8) , lelper = (132 8)

Nyni definujme homomorfismy 1,99 : T — T matici

[V1]es = (Dél g) , [elop = (Dél g) )
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Opét snadnym vypoctem zjistime, ze

D! 0\ D;! 0\
(V1] k, Kk, = V1 ( 6 0> U, W2l K, k,, = Va2 < 3 0) U,

proto staci dokézat, ze Py = YPa.

Oznaéme si B = (by,...,by,) B = (b},...,b],), C = (c1,...,¢cp) C' =
(ch,...,ch,). Koneéne polozme s = h(A) a véimnéme, si, Ze z matic [¢]gc, [¢]pcr,
[Y]cp a []c g podle definice matice homomorfismu zjistime, Ze

Ker@: <bs+17~~'7bm> - <b;+1,...7b,/nl>,

adaleImy; = (by,...,bs) almyse = (b},...,b,). To znamena, ze mame Im(z);) =
<b17"'7bs> = <bs+1;"'7bm>l_ = <cs+17"'7c7n>J_ = <C17...,Cs> = Im(%) Po-

dobné z matic homomorfismi nahlédneme, ze Imp = {(c1,...,¢c5) = (c},...,cs) a
ze Kerty = (Csp1,...,¢p) a Kertpg = (., ,...,cl), proto i Ker(¢1) = Impt =
Ker(19).

Protoze [¢y1]cc = (lg g) a [pe]orer = f)) g) méame ¢1p; = Id = ¢1po na

Imyp a ¢1p; = 0 = ¢o na Imp*. Tudiz ¢(¢; — 1h2) = 0 a Im(¢h; — b)) C Ker ¢.
Koneéné protoZze Im(¢1 — 12) C by,...,bs) a Kergp = (bst1,...,b,,), dostdvame,
ze Im(¢1 — 9) = {0}, tedy b1 = 1s. O

Definice. Bud A =U (D 0) V' URV rozklad realné nebo komplexni matice A

1 —
typu (n, m), kde D je regularni. Jednozna¢né uréenou matici AT = V <DO g) U
typu (m,n) nazveme (Moore-Penroseovou) pseudoinverzni matici k matici A.

Poznamka 5.13. Necht A je redlnd nebo komplexni matice. Pak plati:
(a) je-li A reguldrni, pak AT = A~1.
(b) AATA =A a ATAAT = AT,
(c) AAJr (AAT) a ATA = (ATA)T,
(d)
)

d) A" =AAAT = ATAXT,
(e) AT = A",
. .. D O
Diikaz. Uvazujme URV rozklad A = U ( 0 0) v Pfimocarym vypoctem zjis-
time, ze
D 0\gry, (D! 0\t E 0\t
T— —
AA _U<0 O)VV<0 0>U—U(O 0>U,
D! o D o E 0\t
TA — _
AA—V(0 0>UU<0 0>V —V<0 0>V
proto

(a) AAT = E pro regularni A,

(b) AAfA=U (E °> Tu <]3 8) V' = A a obdobné ATAAT = AT,
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_ 1
(c) (AADHT=TU (E 0) T =U (E 0) T’ = AAT a podobné (ATA)T =

0 0 0 0
N
E 0\t E 0\t
_ — Af
V(O 0>V _V<O O)V =ATA,
—T —T
@) A =v (D O\ gy (B YT v (D 0T -2 asyme
0 O 0 0 0 O
—T —T
mricky ATART =V (B O\¥'v(D O\g'_v(D 0)g'_a"
0 O 0 O 0 O
T
—T D—l 0\ —rt ﬁ—l 0\ =T -
éné AT = = = T
(e) Konecné A V< 0 0) U ( 0 0 U =(A)
([l
- s . , .. . . 1 1 1 .
Priklad. Spocitejme pseudoinverzni matici k matici A = 1 —1 1) Uvédo-

mme si, Ze ndm Poznamky 5.10 a 5.13(d) v tomto pfipadé poskytuji jinou metodu
nalezeni pseudoinverzni matice, nez je URV rozklad. Protoze matice A ma hod-

nost dva, a tudiz méa podle 5.10 i ¢tvercovd matice ARA' stupné dva hodnost dva,
je AR" regularni matice. Jednoduchou tpravou druhé ¢asti 5.13(d) dostavame, ze

_ _ . -1 3 1
Af = AT(AAT)*l. Snadno zjistime, Ze (AAT)*1 = (3 1) = ( 8 8), a

1 3
13 ~§ %
proto
11 3 1 % il
Af=11 -1 (_81 38)— 2

Piiklad. Necht Ax" =y je obecné nehomogenni soustava rovnic. Podle 5.13(d)
je KTAATyT = KTyT. Pokud polozime xj = ATyT, vidime, zZe XTAxg = XTyT,
tedy AfyT je pfibliznym fesenim soustavy AxT = yT metodou nejmensich ¢tverci
(pokud je soustava Fesitelnd, tak je to, jak vime, exaktni feSeni dané soustavy).

3 1 1
Vezmeme-li naptiklad soustavu rovnic A <x1) =|(2],kde A=|1 -1],
2 1 11
i1 1
pak ur¢ime AT = ( % 1 ) pomoci predchoziho prikladu a Poznamky 5.16.
1 2 1
3 2
Piiblizné feseni soustavy metodou nejmensich étverci je xj = AT | 2 | = <0>
1

SVD rozklad

Poznamka 5.14. Necht A je komplezni étvercovd matice. Pak A'A je normdalnt
matice a viechna viastni éisla A' A jsou redlnd a mezdpornd.

Dikaz. Oznac¢me C = KTA, pak C = C, proto C.c=cc=cC ~6T, tedy C
je normalni. Diky 4.21 existuje unitarni matice U, pro kterou TU'cu je diagonalni
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matice na jejiz diagonale jsou postupné vSechna vlastni ¢isla A; matice C. Oznacime-
liuy,...,u, sloupce matice U, pak \; = u; ATA ul = w(u; AT, u; A7), tedy \; jsou
nezaporna realna cisla. ([

Véta 5.15. Necht T je redlné nebo komplexni téleso a A je matice typu (n,m)
hodnosti k nad T. Potom nad télesem T existuji unitdirni matice U stupné n a
V stupné m a diagondlni matice D s kladnymi redlnymi hodnotami na diagondle

stupné k tak, Ze
_ D 01 ~T
A=TU (02 03) v,

kde 01 je nulovd matice typu (k,m — k), 02 je nulovd matice typu (n — k,k) a O3
je nulovd matice typu (n — k,m — k).

Driikaz. Podle 5.14 je matice A'A normélni a viechna vlastni ¢isla A' A jsou ne-
zépornd realné. Véta 4.21 1ika, ze A'A je unitarné diagonalizovatelna, navic, je-li
A redlna, jde o realnou unitarné diagonalizovatelnou matici. Tedy existuje takova
unitarni matice V.= (v1|...|v!) stupné m nad télesem T', Z%e v (KTA)V je diago-
nalni matice, kterd mé na diagonale po radé prave vlastni ¢isla Aq,..., A, vS8echna
nezéporna. Podle 5.10 je h(A) = h(KTA) = h(VT(XTA)V), proto pravé k ¢isel
A; je kladnych, mtzeme predpokladat, ze jsou to pravé vlastni Cisla Ap,..., Ay a
Ak+1 = - = Ay, = 0. VSimnéme si, ze pro vSechna i =k +1,...,m:

wvi; AT, v; AT) = vﬁXTAV;-f =0-v;v; =0,

tedy Av! = 0" v disledku definice skaldrniho sou¢inu. Dale polozime o; = \/A; a
T_ Av;

u; = —* pro vSechna ¢ =1,..., k. Potom
[ex3
VTKT AV! W(KTA) vl NVivE
w(uia 'I_LL) = = = = 17
ag; ag; )\i /\i
_ T _
VA Avi Vi(AA)V] \Viv]
w(u;,u;) = = = =0,
ag; 0 0i0; 0i0;
pro kazdé i,57 = 1,...,k, i # j. Tedy posloupnost vektort u;...,u; je ortonor-
malni v unitdrnim prostoru (7",w) a mizeme ji podle Véty 3.8 doplnit na or-
tonormélni bézi uy ..., ug, gy ..., u, prostoru (7", w). Definujme nyni matici
U= (u;{ |...|ul) a spoéitejme hodnotu r;; na i-tém fadku a j-tém sloupci matice
R=TU AV:
— _ 0 proi#j,
rij = WA V] = Wo;u; = ojw(u;, ;) = { T
0j Proi=j,
pro kazdé ¢ = 1,...,n a kazdé j = 1,...,k. Konecné pro i = 1,...,n a j =
k+1,...,m

rij = LAV =1; 0" = 0.

Matice U a 'V jsou unitarni, proto A = UU AVV = URVT7 kde R zjevné splnuje
pozadavky véty. O
Definice. Posloupnost matic U, D 0,

0, 03
rozkladem (anglicky single value decomposition) realné nebo komplexni matice A.

) aV z predchozi véty nazveme SVD
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Kladnym redlnym ¢islim na diagonale matice D budeme fikat singuldrni hodnoty
matice A.

Dusledek 5.16. Singuldrni hodnoty komplezni (redlné) matice A jsou uréeny jed-
noznacéné jako /X pro viechna kladnd vlastni ¢isla X matice A'A nebo AA".

Dusledek 5.17. Necht ¢ : V. — W je homomorfismus, kde (V,w) a (W,w) jsou
unitdrni prostory nad tymz telesem. Potom existuji ortonormdlni bdze By prostoru

(V,w) a Bw prostoru (W,w) tak, Ze [¢|By Bw = ((]):) 81>’ kde D je diagondlni
2 03

matice s kladnou diagondlou a 0; nulové matice prislusného typu.
1 1 01

Piiklad. Najdéme SVD rozklad redlné matice A= |2 0 1 1 |.Nejprvespo-
1 -1 1 0

6 0 3 3
T 0o 2 -1 1 » —T .
Gitdme A" A = 3 _1 9 | ®urcime tak spektrum o(A"A) = {0, 3,9}. Sin-

3 1 1 2

gularni hodnoty matice A jsou v/3, 3. Snadno najdeme normalizované vlastni vek-

tory pfislugné vlastnim ¢islim 3 a 9: v = (0, %, —%, %) avg = (%, 0, %, %)

Uz jsme spocitali, ze tuto dvojici mizeme doplnit dvojici vektort (7%, %, %, 0),
(ﬁ, %, 0,— %) vlastnich vzhledem k vlastnimu ¢islu 0 na ortonormédlni bézi celého
(R*, w).
p s 1 T_ (1 g _ 1 _1 T_ (1l 2
Nyni spocitame ug = \/§V3A = (\/5,07 \/5) aug = zvg Al = (\/é’ NG \/6)'

Vektor (%, f%, %) dopliiuje dvojici uz, ug na ortonormalni bazi R3. Nyni uz
1 1 01
muzeme napsat SVD rozklad matice A= 12 0 1 1| =
1 -1 1 0
0 =z _1 1
N R T YA I
= 0 % -s|(0o 300 8 4 ¥F F
V6 V6 V6

Priklad. Vyhledavac.

Méjme systém n vyraz a m dokumenttl, v nichz budeme chtit vyhledavat vyrazy.
Na, i-té soufadnici vektoru c; budeme mit zaznamenan pocet vyskytt i-tého slova
v j-tém dokumentu. Predpokladejme, Ze kazdy dokument obsahuje alespon jeden
vyraz, tedy c; # 0. Normalizujeme-li tento vektor d; = H:yﬁ, budeme mit na i-té
soufadnici vektoru d; podil i-tého slova v j-tém dokumentu vztaZzeny k tomuto
dokumentu. Polozme A = (d}]|...|d}).

Zadame-li otazku sestavajici z jisté mnoziny vySetfovanych vyrazi, budeme se
ptat na relevanci jednotlivych dokumenti vzhledem k této otazce. K tomu tucelu
vytvorime vektor q, ktery ma na i-té soufadnici hodnotu 1, pokud otazka obsa-
huje i-ty vyraz a vSude jinde budou nuly. Uvédomme si, jaky vyznam ma vektor
(@1, @m) = ﬁ- Podle 3.4(a) aqdi = w(q,d;) < [ldllv[ldillo = llallw, proto
x; < 1. Z¥ejmé x; = qd] = 0 pravé tehdy, kdyz se zadny z dotazovanych vyrazi
nevyskytuje v i-tém dokumentu.
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Pomoci SVD faktorizace mtizeme odstranit ”Sumy” metody a zaroven zjednodu-
8it vypocet. Necht U = (u]|...|ul) a V = (v]|...|vl) a A = URVT je SVD
rozklad se singuldrnimi hodnotami oy > -+ > 0,., kde r = h(A). Snadno spoc¢itdme,
ze A=Y""_,o;ulv; (kde ul v; je matice typu (n,m)). Pfedpokladejme, Ze singu-

larni hodnoty oy1,...,0, jsou vyrazné mensi nez singularni hodnoty o4, ..., 0.
Vezméme misto matice A = Y._, o, ul v; matici 4 = Ele oiul v;. Dale vez-
méme U, = (ul|...|u}), Vi = (v]]...|v}) a Dy bud diagonalni ¢tvercova
matice stupné k, kterd ma na diagonale po fadé hodnoty oq,...,0r. Tedy plati:
A, = UkaVi. Nahradme ptivodni hodnoty z; hodnotami

¢ qAe’!

=TT AT

”qnwneiAi”w

Kone¢né polozme S = Dy Vi = (sq]...|s;). Potom Aiel = Uys!. Uvédomime-li

si, Ze zobrazeni s — sU" je unitarni pro libovolnou matici U typu Q, pak [|s|, =
sU"|.,, a proto
lei ALl = lIsiUkllw = lIsille-

Tedy k urceni relevance i-tého dokumentu staci spocitat
qUys;]
g =

lallwlsille
a k tomu ndm stac¢i pfedem znat (a pro dany systém dokumentii jednou spocitat)
matice Sy a Uy. Jeli k vyrazné mensi nez r (v mnoha konkrétnich situacich to
opravdu nastéva) je vypocet hodnot §; vyrazné jednodussi nez vypocet ;.

Choleskyho rozklad symetrické matice

Definice. Rekneme, Ze symetricka realnd ¢tvercova matice A stupné n je pozitivné
definitni, jestlize v AvT > 0 pro kazdy nenulovy vektor v € R™.

Poznamka 5.18. Bud A symetrickd redlnd étvercovd matice stupné n. Pak je
ndsledugict ekvivalentni:
(1) A je pozitivné definitni,
(2) Zobrazeni f : R™ x R® — R dané predpisem f(u,v) = uAv?' je pozitivné
definitni symetrickd bilinearni forma,
(3) emistuje requldrni matice P tak, Ze A = PTP.

Diikaz. (1)=(2) Protoze je A symetrickd ¢tvercovd matice, zobrazeni f je podle
2.6 symetricka bilinearni forma s matici vzhledem ke kanonické bazi A, navic, je-li
A pozitivné definitni, pak je diky 3.2 f pozitivné definitni.

(2)=(3) Protoze je A matice f vzhledem ke kanonické bazi a diky 2.23 existuje
baze B viuéi niz mé f jednotkovou matici, staéi polozit P = [Id|k, p a vyuzit Vétu
2.3, podle které A = [flx, = [[d| plf]k,[Id]k, 5 = PTEP = P'P.

(3)=(1) Vezmeme-li nenulovy vektor v € R", pak v PT je pro reguldrni matici

P opét nenulovy, a proto vA v = v PTPvI = w(v PT,v P") > 0 O
1 -1 1

Piiklad. Zjistime, zda je redlnd matice A = | —1 5 1| pozitivné definitni.
1 1 3

Budeme-li ji chdpat jako matici redlné bilinearni f formy vzhledem ke kanonické
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bazi, staci podle Poznamky 5.18 ovérit, zda je tato forma pozitivné definitni. Tedy
potfebujeme zjistit, zda matice formy f vzhledem k polarni bazi obsahuje na dia-
gonale samé kladnéa ¢isla. Budeme tedy symetricky upravovat matici A:

1 -1 1 1 0 0 1 0 0
-1 5 1|~|0 4 2] ~10 4 0
1 1 3 0 2 2 0 01

Vidime, ze matice mé na diagonale pouze kladni ¢isla, tudiz je pozitivné definitni.

Véta 5.19. Je-li A pozitivné definitni symetrickd redlnd ctvercovd matice stupné
n, pak existuje prave jedna takovd redlnd horni trojihelnikovd matice R stupné n s
kladnymi hodnotami na diagondle, e A = RTR.

Diikaz. Vezmé&me regularni matici P, pro niz A = PTP, kterou zarucuje Po-
znédmka 5.18. Podle 5.7 existuje QR rozklad matice P = QR, proto A = PTP =
RTQTQR = RTR. Matice R je podle definice QR rozkladu horni trojihelnikova s
kladnymi ¢isly na diagonale.

Zbyva nadm ovéfit jednoznacnost. Necht tedy A = RTR = S'S pro dv¢ horni troj-
thelnikové matice R = (r;;) a S = (s;;) takové, Ze r;; > 0 a s;; > 0. Nejprve si vSim-
néme, %e diagondla matice SR™! je opét kladnd. Ziejmé (RS™!)T = (ST)"'RT =
SR~!. Matice R a S jsou obé typu U, proto i sou¢in RS™! a SR~ jsou podle 5.1
typu U. To oviem znamen4, Ze jsou matice RS™! a SR™! horni a zarovei dolni
trojihelnikové, tedy diagonalni. Dale (SR™!)"! = RS™! = (RS™1)T = SR,
tudiz SR™! je diagonalni matice s kladnou diagonédlou inverzni sama k sobg, tj.
SR~ ! =E, a proto S = R. [l

Definice. Necht A je pozitivné definitni symetrické realné ¢tvercova matice. Potom
jednozna¢né uréenému rozkladu A = RTR, kde R je redlna horni trojihelnikova
matice s kladnymi ¢isly na diagonale, budeme tikat Choleskyho rozklad.

1 -1 1
Priklad. Spoditejme Choleskyho rozklad matice A = | -1 5 1 |. Budeme-li
1 1 3

pocitat v souladu s dikazem 5.19, méli bychom nejprve najit regularni matici P
tak, aby PTP = A, a potom bychom hledali QR rozklad matice P. Jednodussi
ovsem bude, kdyZ se nam podafi rovnou urcit matici P jako horni trojihelnikovou
s kladnymi ¢isly na digonéle. Upravujme opét matici A symetrickymi elementarnimi
upravami na fadky a na sloupce tak, abychom dostali jednotkovou matici (tj. kromé
od¢iténi fadka budeme fadky a zaroven odpovidajici sloupce nasobit také skaldrem)
a upravy inverzni k provedenym tpravam na radky si zapamatujeme

1 -1 1 1 0 0 1 1 00
-1 5 1|]~|0 4 2] ~1]0 1 1]~1(0 1 O
1 1 3 0 2 2 0 1 2 0 01

Inverzni tpravy k provedenym jsou:
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Ziejmé (RT)"'AR™! = E, tedy R"TR = A a matice R spliiuje podminky Choles-

1 -1 1 1 00 1 -1 1
kyho rozkladu. Tedy A= -1 5 1] =([-1 2 0 0 2 1
1 1 3 1 11 0 0 1

6. JORDANUV KANONICKY TVAR MATICE

Je-li f endomorfismus na prostoru V', bude f* = f... f znacit slozeni n endo-
morfismii f pro kazdé n > 1 a fO = Id. Je-li B n&jakd mnozina, pak zapisem f[B]
budeme rozumét mnozinu {f(b) | b € B}.

Poznamka 6.1. Necht f je endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru V/
konecéné dimenze n. Potom Im f* D Im f*+1 a Ker f* C Ker f**1 pro kazdé k > 1
a ddle

(a) Im f™ =TIm f™ pro viechna m > n,

(b) Ker f™ = Ker f™ pro vsechna m > n,

(¢) V=Imf"®Ker f".

Diikaz. Nejprve si v§imnéme, ze f*1(V) = fE(f(V)) C fF(V), a jestlize f*(v) =
0, pak f1(v) = f(/(v)) = £(0) = 0, proto Tm f* D Tm fi*! a Ker f* C
Ker fF+1,

(a) Protoze dim(Im f*) < dim(Im f**1), jakmile Im f* # Im f**!, existuje k,
pro které Im f* = Im f*+1. Kdyby k > n méli bychom n = dim(V') > dim(Im f) >
dim(Im f2) > --- > dim(Im f**1) > dim(Im f**!) > 0, coZ neni mozné, proto
Im f* =Im "t =Im "2 = .. ..

(b) Dostévame z (a), inkluze Ker f* C Ker f*+! a z dokézaného faktu, Ze
dim(Ker f*) = n — dim(Im fF¥).

(c) Zvolme v € V. Protoze Im f?" = Im f", existuje vektor w € V, pro ktery
J2(w) = fr(v). Nyni f2(v—f"(w)) = f7(v) — f2"(w) = 0, proto v — ["(w) €
Kerf" av = f"(w)+ (v—f"(w)) € Im f* VvV Ker f*. Tedy V = Im f" V Ker f".
Kone¢né protoze n = dim(V) = dim(Im f™) + dim(Ker f™). O

Definice. Bud ¢ endomorfismus na vektorovém prostoru V', fekneme, %e podpro-
stor U prostoru V je invariantnim podprostorem endomorfismu o, pokud ¢(U) C U.

Priklad. (1) Trividlni podprostory {0} a V prostoru V jsou invariantnimi podpro-
story libovolného endomorfismu na V.

(2) Mé&jme podprostor U = (vy, ..., Vy) prostoru V generovany vlastnimi vektory
endomorfimsu ¢ na V. Pak U je invariantnim podprostorem endomorfismu ¢.

Je-1i o endomorfimus na vektorovém prostoru V' a U je jeho invariantnim podpro-
stor, pak restrikci endomorfismu ¢ na invariantnim podprostor U budeme rozumét
endomorfismus ¢y na U dany pfedpisem ¢ (u) = ¢(u) pro kazdé u € U.

Véta 6.2. Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru konecné
dimenze n, A € o(p) a f = ¢ — AId. Pak Im f* a Ker f* jsou invariantni podpro-
story endomorfismu @ pro kazdé k > 1.

Diikaz. Je-li u € Im f*, pak p(u) = f(u) + Au. Protoze Au i f(u) lezi v Im f*,
lezi také p(u) v Im f* a prostor je invariantni.

Necht u € Ker f*. Ptame se, zda ¢(u) € Ker f*. Plati f*(¢o(u)) = f(f*(u)) +
Af¥(u) = 0 a prostor Ker f* je tedy invariantni. O
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Poznamka 6.3. Bud [ endomorfismus na vektorovém prostoru koneéné dimenze.
Je-lir > 1 a B linedrné nezdvisld podmnozina néjakého dopliku Ker f7—1 v Ker f7,
pak je f[B] linedrné nezdvisld podmnoZina néjakého dopliiku Ker =2 v Ker 1.
Dikaz. Necht B = {uy,...,u;}. Mame-li linedrni kombinaci Z?zl a; f(u;) =0,
pak také f (Zle o uj> = 0. Protoze (B) m4 nulovy prinik s Ker f*~1, a tedy
také s Ker f, plati 2?21 a; u; = 0. VSechny koeficienty jsou tedy nulové, nebot B

je linearné nezavisl4 mnozina. Vztah f[B] C Ker f"~! plyne z toho, Ze pro kazdé

u € B plati 0 = f"(u) = f"~!(f(u)). Koneéng, pokud f"—2 (Zle ajf(uj)) =0,

pak fr—1! (Z?Zl o uj> = 0, a tedy jsou jako vyse vSechny koeficienty nulové, diky
(B)NKer fr—1 = {0}. O

Véta 6.4. Bud ¢ endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru V konecné
dimenze n, A € o(yp) a necht plati, Ze Ker(p — A1d)¥ =V pro néjaké k > 0. Potom

o(p) ={A} a existuje baze B prostoru V a takovd ¢isla €1, ..., e,—1 € {0,1}, Ze
A €1 0 e 0
0 A €9 0
lg=|(: =+ -~ -~
0 0 ... X €1
0O 0 ... 0 A

Diikaz. Polozme f = ¢ — AId. Necht s > 0 je takové ¢islo, pro které Ker f* =V a
Ker f~1 # V. Budeme postupné konstruovat bézi s pozadovanymi vlastnostmi.

Nejprve zvolme bézi B, néjakého doplitku podprostoru Ker f*~! v prostoru
Ker f* =V a oznacime ji B,. Déle postupné definujeme mnoziny B, r =1,...,s—
1, tak, aby B, byla baze néjakého dopliitku podprostoru Ker f"~! v prostoru Ker f”
a souasné f[By4+1] C B,. To je mozné diky Vété 6.2. Dostaneme tak bazi B =
\J;_, Bi celého prostoru V. Vektory baze lze sefadit tak, aby pro libovolné po sobé
nasledujici vektory v;_1,v; platilo

0 nebo Av; nebo
f(vi) = { atedy ¢(v;) = {

Vi1, AVi+vi_g.

To ovSem znamend, ze méa matice endomorfismu ¢ vzhledem k bazi B pravé poza-
dovany tvar. ([l

Definice. Méjme ¢tvercové komplexni matice

N1 0 ...00

J. o0 0
0 N 1 ... 0 o 1, 0
0 0 ... N 1 :
0 0 ... 0 X\ 0 0 T

Potom matici J;, kterd ma na diagonale komplexni ¢islo A;, nad diagonalou, t;j.
na pozicich (i,i + 1), jedni¢ku a vSude jinde nuly, nazveme Jordanovou burikou a
matici J obsahujici v blocich na diagonale Jordanovy bunky J; nazveme Jordanovou
matict.
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Poznamka 6.5. Necht J je Jordanova matice podobnd matici A, bud A € o(A).
Oznacime-li F = A — AE, pak h(F71) + h(Fs*1) — 2h(F®) uddvd prdvé pocet
Jordanovych bunék matice stupné s s hodnotou \ na diagondle v matici J.

Diikaz. Protoze jsou matice A a J podobné, existuje regularni matice P, pro niz
J = P7'AP. Snadno nahlédneme, 7 J — \E = P"}(A — AE)P a (J — AE)® =
P~1(A — AE)*P pro kazdé s, proto h((J — AE)®) = h((A — AE)®) a miizeme tedy
bez Gjmy na obecnosti pocitat s matici F =J — AE.

Je-li J; Jordanova buiika stupné s matice J a o(J;) = {\}, potom a h((J; —
AE)*~%) = k pro vSechna pfirozend k < s a (J; — A\E)* = 0. Jestlize A & o(J;), pak
h((J;—AE)*) = s pro vSechna k. Odtud vidime, ze h((J;—AE)*~1)—h((J;—AE)*~1)
je to rovno jedné, pravé kdyz o(J;) = {\} a stupeti J; je aspoil s, a je to rovno nule
jindy. Nyni sta¢i poznamenat, Ze rozdil hodnosti A(F*~1) —h(F*) udava prave pocet
Jordanovych bunék stupné aspoit s v matice J, proto h(F$~1) — h(F*) — (h(F*) —
h(Fs*1)) = h(F*~1) 4+ h(F**1) — 2h(F*) je pocet Jordanovych bunék matice stupné
pravé s s vlastnim cislam A. ([

Diky 6.4 a pfedchozimu pozorovani dostavame

Dausledek 6.6. Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru V
konecné dimenze, A € o(p) a necht plati, Ze Ker(¢ — A1d)* =V pro néjaké k > 0.
Potom ezistuje bdze B prostoru V takovd, Ze je [p]|p Jordanova matice. Tato matice
je uréena jednoznacné az na poradi Jordanoviych bunek

Véta 6.7 (Jordanova véta). Bud ¢ endomorfismus na koneéné dimenziondlnim
komplexnim vektorovém prostoru V. Pak existuje bdze B prostoru V', pro niz je [¢]p
Jordanovou matici. Tato matice je urcena jednoznacné aZ na poradi Jordanovych
bunek.

Diikaz. Polozme n = dim(V') a predpoklddejme, ze n > 0, v opa¢ném piipadé je
tvrzeni trividlni. Nejprve rozlozime vektorovy prostor V' na direktni soucet invari-
antnich podprostort, na nichz bude restrikce endomorfismu ¢ spliiovat predpoklady
Véty 6.4.

Podle 4.20 existuje vlastni ¢islo A\; endomorfismu ¢. Definujme f; = ¢ — A\ Id.
Potom 6.2 zarucuje, ze Im f{* a Ker f{* jsou invariantni podprostory endomorfismu
¢ a podle 6.1(c) mdme V = Im f{* & Ker f7". Ozna¢me nyni 1); restrikci endo-
morfismu ¢ na invariantni podprostor Im f{*. Pokud Im f]* # {0} pouzijeme opét
Poznamku 4.20, podle niz existuje vlastni ¢islo A2 endomorfismu ; (a tedy i endo-
morfismu ¢). Ozna¢me nyni fo = 11 — Ay Id. Diky 6.1(c) a 6.2 dostdvame rozklad
Im f7* = Im f3' & Ker fJ podprostoru Im f; na dva invariantni podprostory. Dale
definujme restrikci 1 endomorfismu 1, (a zaroveii ¢) na invariantni podprostor
Im f3'a je-li tento prostor nenulovy dostavame vlastni ¢islo A3 endomorfismu 5 a
. Opét definujeme f3 = 13 — A3Id a dostdvame invariantni (vzhledem k ¢ i 15)
rozklad Im f3' = Im f3' @ Ker f3 atd.

Vsimnéme si, ze v kazdém kroku je dim(Ker f*) > 1, protoze podprostor Ker f7
obsahuje vlastni vektory pfislusné vlastnimu c¢islu A;. Proto po kone¢né mnoha
krocich nastane Im f;* = {0} a ziskdme tak rozklad

V=Ker f{'®Ker f3' & - & Ker f].

Definujeme-li nyni endomorfismus ; jako restrikci endomorfismu ¢ na invari-
n

antni podprostor Ker f*, pak ¢, spliuje pfedpoklady 6.6. Tudiz existuji baze B;
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podprostort Ker f* tak, Ze [p;]p, je Jordanova matice. Konetné polozme B =
Ule B;. Ziejmé je B béaze celého V a navic

[(pl]Bl 0 N 0
0 [(,02]32 e 0
lels = : : : )
0 0 .. [(pk}Bk

tedy [¢]s je opét Jordanova matice.
Zbyvé ovérit jednoznaénost nalezené Jordanovy matice. Necht tedy B a C jsou
dvé béze takové, Ze [p]p a [p]c jsou Jordanovy matice. Potom jsou matice [¢]p a

[¢]c podobné a z&vér plyne z 6.5. O
2 -2 -1

P¥iklad. Méjme endomorfismus ¢ na C3 s matici [p]g, = |1 3 1 | vzhle-
1 2 4

dem ke kanonické bazi K3. Najdeme bazi, vici niz bude mit ¢ Jordanovu matici.
Nejprve musime urcit spektrum o(p) = {3}. Definujme f = ¢ — 31d. Uréime ji-
dra Ker f a Ker 2 (Ker f3 uz nutné musi byt cely prostor C?). Nejprve spo¢itdme
matice

1 -2 -1 2 0 -2
fls =lelc, =3E=[ 1 0 1|, [fPlg,=[flik, =10 0 0
1 2 1 2 0 2

Déle najdeme feseni homogennich soustav rovnic s danymi maticemi, coz budou
pravé jadra endomorfismii f a f2. Tedy Ker f2 = C3, Ker f2 = ((0,1,0), (1,0, —1))
a Ker f = ((1,0, —1)). Zvolime vektor doplitku Ker f2 v prostoru Ker f3, naptiklad
(1,0,0). Koneéné spocitame vektory f(1,0,0) = (—1,1,1) a £2(1,0,0) = (-2,0,2)

31 0
a polozime B = ((—2,0,2),(—-1,1,1),(1,0,0)). Potom [p]p =0 3 1
0 0 3

Uvazime-li, ze ¢tvercovou komplexni matici muzeme chapat jako matici endo-
morfismu vzhledem ke kanonické bazi prostoru C”, dostavame

Definice. Jordanovu matici podobnou komplexni ¢tvercové matici A nazveme Jor-
danovym kanonickym tvarem matice A.

Dausledek 6.8. (1) Kazdd kompexni ¢tvercovd matice md Jordaniv kanonickym
tvar, ktery je urcen jednozmacné aZ na portadi bunék.

(2) Dvé kompexni ctvercové matice jsou podobné, prdvé kdyZ maji aZ na pofadi
Jordanovych bunék stejny Jordantiv kanonicky tvar.

Vsimnéme si, ze na diagonale Jordanova kanonického tvaru matice se vyskytuji
vsechna vlastni cisla, kazdé tolikrat, jaka je jeho nasobnost v charakteristickém
polynomu.

2 00
Piiklad. Spocitame Jordantv kanonicky tvar komplexni matice A= (1 2 0

3 4 2
Okamzité vidime, ze o(A) = {2}. Snadno také zjistime, Ze matice A — 2E mé

hodnost 2, proto existuje az na nasobek jen jeden vlastni vektor matice A. Je-li A
podobna Jordanové matici J, pak P"1AP = J, proto i P"1(A — 2E)P = J — 2E
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pro néjakou regularni matici P. Tedy hodnosti matic A —2E a J — 2E jsou stejné.
To ovSem znamenad, ze ze t¥1 moznych Jordanovych matic

2.0 0 2 1 0 2 1 0
02 0|, (o2 o0, [0 21
00 2 00 2 00 2

je matici A podobnd pravé posledni z nich.

Piiklad. Komplexni matice <53 31> a (3 g) maji obé stejny Jordanuv ka-

nonicky tvar ((2) ;), a proto jsou podobné.

k-krat
—
Pfipomefime pfirozenou definici k-té mocniny ¢tvercové matice A¥ = AA ... A.

Piiklad. Jordanova véta ndm muiize pomoct pfi poc¢itdni mocnin matic. Nejd¥ive si
uvédomme, ze mocninou libovolné Jordanovy matice J skladajici se z Jordanovych
bunék Jq,...,J; je

k

Jb o ... 0 Jyoo ... o0
Jh_ 0 J, ... O _ 0o J5 ... 0
0 o0 Js 0 o Jk
a mocninu Jordanovy bunky dostaneme jako
Ao1o0 o 0\" AE N (AR (A
I I (T P
Je= o =] : .y . :
0 0o ... 0 Ai 0 0 . 0 )\éﬁ?

kde definitoricky polozime (’;) )\ffr = 0 pro r > k. Dale z 6.8 vime, ze pro kazdou
¢tvercovou komplexni matici A existuji regularni matice P a Jordanova matice J
tak, ze A = PJP~!, proto A¥ = PJP~'PJP~! ... PJP~! = PJP~ L.

2 -2 -1
Popsanym postupem najdeme mocnimu A*® pro matici A = % 1 3 1
1 2 4
Uz jsme spoditali (viz piiklad po 6.7), ze
2 -2 -1 —2 -1 1\ /3 1 0\ /-2 -1 1\ '
3A=1|1 3 1 |=1(0 1 0 0 3 1 0 1 0
1 2 4 2 1 0 0 0 3 2 1 0
Proto
1 -2 -1 1 34 45.3% 990343 —2 -1 1\ '
A¥=—[0 1 0 0 3% 45.3% 0 1 0] =
345 45
2 1 0 0 0 3 2 1 0
-2 -1 1\ /1 15 110\ /0 - 1 —-234 —-30 —235
=(0 1 0 0 1 15 0 1 0= 15 1 15
2 1 0 0 0 1 1 0 1 235 30 236
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Definice. Spektralnim polomérem komplexni ¢tvercové matice A nazveme realné
¢islo p(A) = max{|A\| e R | A € o(A)}.

Poznamka 6.9. Je-li A komplexni ¢tvercovd matice a k pFirozené ¢éislo, pak
(a) a(A*) ={A\}, ... \F), destlize o(A) = {\1,..., \s},
(b) p(A*) = p(A)",
(c) p(A) =0, prdvé kdy? existuje k > 0 tak, Ze AF =0,
(d) p(a-A)=|a|lp(A) pro kaZdé a € C.

Diikaz. Oznac¢me J Jordantv kanonicky tvar matice A.

(a) Staci spocitat J* a uvazit, ze o(AF) = o(I*).

(b) Plyne okamzité z (a).

(c) Protoze p(A) = 0, pravé kdyz o(A) = {0}, tedy Jordaniiv kanonicky tvar
J matice A mé na diagonale samé 0. Proto existuje k > 0 tak, ze J* = 0, a tedy
AF =o0.

(d) Je-li 0(A) = {A1,..., As}, stadi si vSimnout, ze 0(aA) = {aA1,...,aXs}. O

-2 3 2
Piiklad. Snado spoditdme, Ze pro komplexni matici M = | =1 1 1| je spek-
-1 2 1

trum o (M) = {0}, proto p(M) = 0 a M* = 0 pro vhodné piirozené é&islo k (zfejmé
uz M3 = 0).

Budeme psat A = lim A,, kde A = (a;;) a A,, = (an;;) jsou redlné nebo kom-

n—oo
plexni matice stejného typu, pokud a;; = lim an;; pro vsechna ¢, j. Pokud vSechny
n—oo
posloupnosti {an;}» konverguji, fikdme, ze posloupnost matic {A, }, konverguje.
Poznimka 6.10. Necht je A komplexni ctvercovd matice a p(A) < 1.
(a) lim A™=0,

n—oo

(b) nlln;o(E+A+A2+~~~+A”):(E—A)*l.

J 0 ... 0
0 J, ... O

Diikaz. Bud J = . Jordantv kanonicky tvar matice A, tedy
o o0 ... J;

existuje reguldrni matice P, pro niz A = PJP~1.
(a) Protoze

J9 0 ... 0
0o Jr ... 0
A"=PJ'Pt=P| . | o |lpt
0o 0 .. I
staci dokazat, ze lim J" = 0. Pfipomenme, Ze
X100\ /A (DA N (A
0 a1 o] [o T a  (ae
Ji = . = : :
0 0 Ao 1 0 0 AT (7{))\?71
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kde s je stupeil matice J;. Protoze je |A;| < 0, dostdvame, ze lim A = 0 a

n—oo

lim (Z))\Z’_k =0pro k < s, tedy lim J* =0.

n—oo
(b) Podobné jako v (a) nahlédneme, Ze existuje limita lim (3" J%), a proto
n—oo
existuje lim (.7, A"). Poté sta¢i dokazat, ze
n—oo
n

lim (E—A)> A’) = lim (E-A""') =0,
n—oo i—o n—oo

coz plati diky (a). O
7. NEZAPORNE MATICE

Jsou-li A = (a;5) a B = (b;;) dvé redlné matice stejného typu, potom budeme
psat A > B resp. A > B, pokud a;; > b;; resp. a;; > b;; pro vSechny indexy

i,j. Podobné pro redlné (fddkové nebo sloupcové) vektory u = (uq,...,u,) a v =
(v1,...,vy,) budeme psat u > v resp. u > v pokud u; > v; resp. u; > v; pro vSechna
i=1,...,n.

Definice. Nechf A je matice. Rekneme, Ze A je kladnd resp. nezdpornd, pokud je
redlnd a A > 0 resp A > 0. Podobné nazveme vektor v kladngm resp. nezdpornym,
pokud se jedné o redlny vektor a v > 0, resp. v > 0.

Poznamka 7.1. Necht N a N3 jsou nezdporné matice typu (n,m) a No a Ny jsou
nezdporné matice typu (m,k). Pokud N1 > N3 a Ny > Ny, pak N1Ng > N3Ny.
Jestlie N1 > N3 a No > Ny, pak N1Ny > N3Ny.

Dukaz. Sta¢i uvazit, ze N1No > NNy > N3Ny v prvnim pfipadé, a NyNy >

N1N4 > N3Ny. O
Pro realnou nebo komplexni matici A = (a;;) budeme znaéit |A| = (Ja;j|) a
podobné pro vektor v = (vq,...,v,) budeme znaéit |v| = (Jvi|,...,|vs|). ZFejmé

|A| = A pro kazdou nezdpornou matici.

Poznamka 7.2. Nechi P je kladnd a N nezdpornd ¢étvercovd matice. Potom
(a) P* je kladnd a N* je nezdpornd matice pro kazdé k > 0,
(b) Nu® > NvT, jestlize u>v > 0 a maji-li souciny smysl,
(c) Pu® > Pv', jestlize u > v >0, v # u a maji-li souciny smysl,
(d) Nju|* > |Nu'| pro kazdy vektor u, magi-li souciny smysl,
(e) p(P) > 0.

Dikaz. (a) Indukéni rozsifeni 7.1.

(b) a (c) Okamzity dusledek 7.1.

(d) Snadno dostaneme N|u|T = |N||u|" > [N u']|.

(e) Protoze P* # 0 podle (a), neni p(P) rovno nule diky 6.9(c). O
Véta 7.3. Necht A je kladnd ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni ¢islo matice
A, a pokud je v vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu cislu p(A), pak |v| je
kladnygm vlastnim vektorem piislusngm p(A).

Diikaz. Vezméme vlastni ¢islo A\, pro néz |A\| = p(A) a bud v pfislusny vlastni
vektor. Podle 6.9 a 7.2(e) mtizeme bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze p(A) = 1,
tj. p(A) > 0 a misto matice A vezmeme matici ﬁ. Potom podle 7.2(d) plati, ze

Alv[ = Al[v] = [AVT [ = AVT = A v[T = p(A)|v [T = | v [,
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nebot A je kladna. Dokazme nyni, ze |v|T > A|v|T.

Polozme u' = A|v|" a ke sporu ptedpokladejme, Ze u # | v |. UZ jsme dokézali,
zeu' = A|v|T > |v|T, protow =u—|v| > 0aw # 0. Podle 7.2(c) u’ > 0" a
AwT" > 07, tedy existuje (dostate¢né malé) € > 0 takové, ze AwT > eu’. Proto

T
Au"—u"=Aw'>eu’, tudiz h >u'.
€
Polozime B = %6. 7 7.2(c) plyne, ze Bu' > u’, B2u’ > Bu' > u' atd. Tedy
B*u® > u' pro kazdé k > 0. Podle 6.9 je p(B) = pl(fé) < 1, proto nadm 6.10(a)
zarucuje, ze lim B™ = 0. Dostali jsme spor s tim, Ze u je kladny vektor, nebot
n—oo
B*u’ > u”, a proto 0T = lim B"u” > u” > 0. Tudiz |v|T = A|v [T O

n—oo

Véta 7.4 (Perronova véta). Necht A je kladnd dtvercovd matice. Potom p(A)
je vlastni c¢islo matice A a existuje prdavé jeden jeho kladny vlastni vektor p =
(p1,-..,pn) tak, Zep1+---+p, = 1. Navic kazdy vlastni vektor prislusng vlastnimu
cislu p(A) je ndasobkem vektoru p.

Dikaz. Ve Vété 7.3 jsme dokézali, Ze p(A) je vlastnim ¢islem matice A, a Ze pro néj
existuje kladny vlastni vektor |v| = v = (v1,...,v,). PoloZime-li p = PP
pak p zfejmé spliuje pozadavek véty. Koneéné predpoklddejme, Ze u je vlastnim
vektorem piislusnym vlastnimu ¢&islu p(A), pro néjz u = (uq,...,u,) ¢ (v) = (p).
Vektor u je nenulovy, tedy existuje i tak, ze u; # 0. Zfejmé je w = v 75—1 u opét
(nenulovym) vlastnim vektorem, jehoZ i-t4 soufadnice je ovSem nulova, tedy | w |
nen{ kladny vektor. Podle 7.3 ovSem vektor |w | kladnym vlastnim vektorem je,
¢imz jsme odvodili spor. (|

Poznamka 7.5. Jsou-li A a B dvé nezdporné c¢tvercové matice stejného stupné a
A > B, pak p(A) = p(B).

Diikaz. Predpokladejme, ze p(A) < p(B), a Ay = ﬁA a B = ﬁB Potom
p(A1) < 1, a proto A7 — 0 podle 6.10(a), tedy i B} — 0. Kone¢né, protoze
p(B1) = 1, existuje komplexni vlastni ¢islo A a vlastni vektor v, pro které [A| =1

a B vl = A" vT. Oviem A" 4 0, zatimco B7 vT — 0, spor. O

Poznamka 7.6. Je-li A nezdpornd étvercovd matice, pak je p(A) vlastni é&islo
matice A a existuje nezdaporny vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu &islu
p(A).

Diikaz. Pro kazdé pfirozené ¢islo k > 1 definujme kladnou matici Ay, takto: (Ay);
+, pokud (A);; = 0 a jinak (Ay);; = (A);;. Matice A je zfejmé limitou po-
sloupnosti (A)?°. Podle Perronovy véty mé kazda matice Ay kladny vlastni vek-
tor vg, jehoZ soucet soufadnic je jedna. Z posloupnosti (vg)5° tedy mtizeme vy-
brat konvergentni podposloupnost konvergujici k néjakému vektoru v. Diky 7.5
p(AL) > p(Aky1) > p(A), proto p(Ay) konverguje k redlnému A > p(A). Pozna-
menejme, ze soucet jeho souradnic je 1, proto je v nenulovy. Konecné

T . . T . T . T T
AV =l Awe g vie= i A=l o) VE= AV

Tedy v je vlastni vektor matice A a A > p(A). O
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Piiklad. Je-li A = <8 (1)>, pak p(A) = 0 a nezdporny vlastni vektor matice A je

tvaru (r,0) pro r kladné, tedy kladny vlastni vektor ani kladné vlastni ¢islo matice
A neexistuje.

Definice. Rekneme, ze matice A je primitivni, pokud je nezdporna ¢tvercova a
existuje k > 0 takové, ze A* > 0.

Véta 7.7 (Perronova-Frobeniova véta). Necht A je primitivni matice. Potom p(A)
je kladné vlastni c¢islo matice A a existuje prdvé jeden kladny vlastni vektor p =
(p1,...,pn) tak, Zep1+---+p, = 1. Navic kazdy vlastni vektor prislusnyg vlastnimu
éislu p(A) je ndsobkem vektoru p.

Diikaz. Podle 7.6 je p(A) vlastni ¢islo A a diky 7.4 s 6.9(b) je p(AF) = p(A)¥
vlastni &islo AF a p(A)* > 0, jeli k > 0 takové, Ze A¥ > 0. Navic mame-li
AvT = p(A)VvT, pak A*vT = p(A)*¥vT. Z unicity vlastniho vektoru matice A*
piislugného vlastnimu éislu p(A¥) plyne zaver. O

Jednoznacéné uréenému vektoru p z 7.4 a 7.7 budeme fikat Perronuv vektor ma-
tice A.

Priklad. Mé&jme orientovany (pfipadné kladnymi redlnymi hodnotami ohodnoceny
orientovany) graf G s mnozinou vrcholi {v1, ..., v,} a bud A matice incidence grafu
g, tj.

] 1 pokud existuje hrana v; — v,

Y= 0 jindy

(v pfipadé ohodnoceného grafu je a;; rovno hodnoté hrany v; — v;). Pozname-
nejme, ze A je nezaporna ¢tvercovd matice. Predpoklddejme, Ze jsou kazdé dva
rizné vrcholy grafu G spojeny orientovanou cestou (tj. pro kazdé ¢ a j existuje po-
sloupnost hran v; — v;; — ...v;, — v;, fekneme, Ze G je silné souvisly), ukazeme,
7e (A +E)" > 0, tedy ze A + E je primitivni matice. Uvédomme si, Ze nejkratsi
orientovand cesta z vrcholu 7 do vrcholu j mé nejvyse n — 1 hran, vezméme si ta-
kovou orientovanou cestu v; — v;; — ...v;,_, — vj;, kterd zfejmé obsahuje pravé
k < n hran. Dale si véimnéme, Ze &slo na pozici (i, ) matice A¥*1 je souctem
nezapornych hodnot, z nichz s¢itanec a;;, @i i, - - - Qiy_nif_, @iy, _,; j€ ziejmé kladny.
Protoze viak je hodnota na j-té pozici diagonaly matice (A +E)"~*~! také kladna,
méme na misté (i, j) matice (A + E)" = (A + E)*1(A + E)"~*~! kladné ¢islo.
Tim jsme dokdzali, Ze (A + E)™ je kladna matice, tedy matice A + E je primitivni.
Navic si vS§imnéme, ze A™ # 0, proto p(A) > 0 podle 6.9(d).

Priklad (Google). Mé&jme systém webovych stranek oznafenych éisly 1,2,...,n,
ktery budeme reprezentovat jako vrcholy grafu G, pfitom z vrcholu (stranky) ¢
povede j do hrana préavé tehdy, kdyZ bude na stranku i odkazovat stranka j. Necht
A = (a;;) je matice incidence tohoto grafu. Vyslovme pozadavek, ze dulezitost
i-té webové stranky je linedrné zavisld na souctu dulezitosti stranek, které na ni
odkazuji. To miZeme pomoci matice A vyjadrit tak, ze z; = 02?21 a;;rj, kde
x; je "hodnota dilezitosti” i-té stranky a c je kladnd konstanta vyjadiujici nasi
pfimou umérnost. Oznacime-li x = (z1,. .., x,) vektor dileZitosti, pak Ax" = 1xT.
Pochopitelné chceme, aby byl vektor dilezitost nezaporny.

Budeme predpokladat, Ze orientovany graf webu G je silné souvisly (tj. vySet-
fujeme zvl4st kazdou komponentu silné souvislosti grafu webu, hrany v takovém
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pfipadé mohou vést pouze z ”dilezitéjsi” komponenty do komponenty ”méné dule-
7it€”, zadna opacné). Zjistili jsme (viz predchozi piiklad), ze p(A) > 0, déle podle
7.6 je p(A) vlastni ¢islo matice A, a podle 7.7 je p(A) + 1 > 1 vlastni ¢islo matice
A+E. Tudiz r = p(A+E) > p(A)+1 > 1. Navic vime, Zze A +E je primitivni ma-
tice, tedy podle 7.7 existuje kladny Perroniiv vektor x, pro néjz (A + E)x' = rx”,
a proto Ax" = (r — 1)x". Polozime-li ¢ = 15 > 0, nasli jsme vektor dilezitosti
(dané komponenty souvislosti) naseho systém webovych stranek.

Definice. Stochastickou matici budeme rozumét nezapornou ¢tvercovou matici,
jejiz kazdy radek ma soucet hodnot roven jedné.

Poznamka 7.8. Soucin stochastickyjch matic stejného stupné je stochastickou ma-
tict.

Diikaz. Méjme stochastické matice S = (s;;), P = (p;;), pak soucet hodnot v i-tém

Ffadku matice SP je Zj D ok SikPkj = Dk Sik Zj Prj = > Sik = 1. O
Priklad. Bud Si,S5;,..., S, stavy (néjakého déje ¢i pristroje) a ozna¢me p;; prav-

dépodobnost toho, Ze po uplynuti jedné ¢asové jednotky nastane po stavu .S; stav
S;. Protoze po kazdém stavu nastane néktery ze stavt S, plati, Zze Z?:I pij = 1.
Tedy P = (p;;) je stochastickd matice. Pozice (4, j) (podle 7.9 rovnéz stochastické)
matice P* pFitom obsahuje pravé pravdépodobnost toho, Ze se po uplynuti & ¢aso-
vych jednotek stav S; zméni na stav 5.

Poznamka 7.9. Necht A je stochastickd matice stupnén ae = (1,1,...,1) € R™.
Pak Ae" =€ a p(A) =1.

Diikaz. Podminka Ae’ = e' plyne piimo z definice stochastické matice. Diky 7.6
je p(A) vlastni ¢islo a existuje jeho nezdporny vlastni vektor v = (v1,...,v,),
pro ktery plati v; < 1 pro vSechna i a existuje takové j, ze v; # 0. Potom
AsvT = p(A)*vT pro vechna s € N. Oznacime-li (z1,...,2,) = A®vT, pak
T; = Zj Ay < Zj A?; =1, protoze A® je stochastickd matice podle 7.8. To
ovSem znamend, ze p(A)*v; <1 pro vSechna s, tedy p(A) = 1. O

Poznamka 7.10. Necht S je stochastickd matice a A nezdpornd matice, pro ni
A #£S,S> A a existuje kladng vlastni vektor matice AT prislusny vlastnimu ¢islu
p(A) = p(AT). Pak p(A) < 1.

Dikaz. Podle 7.5 a 7.9 je p(A) < 1 vlastni ¢islo A. Bu A = p(A) a v kladny vlastni
vektor matice AT p¥isluiny \. Potom e = eST > eAT a existuje souiadnice, kde se
souciny lisi, proto e vl = eSTvT > eATvT = e v’ tudiz A < 1. O

Priklad (Leontieviv ekonomicky model). UvaZujeme uzavienou soustavu primys-
lovych podniktl oznacenych Py, ..., P,, z nichz kazdy vyrabi pravé jeden vyrobek.
P-jednotkou nazveme pocet (resp. podil) vyrobkl podniku P s cenou rovnou jedné
finanéni jednotce (napt 1 US dolar). Ozna¢me

s; pocet P;-jednotek produkovanych podnikem P; za rok a

a;; pocet P;-jednotek potiebnych pro produkci jedné P;-jednotky, potom je

ai;s; pocet Pj-jednotek spotiebovanych podnikem P; za rok,

Z?Zl ai;s; pocet Pj-jednotek spotiebovanych vsemi podniky za rok a



PRAKTICKA LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE 57

¢j = Y., a;; je mnozstvi finan¢nich jednotek nutnych k vyrobé P;-jednotky.
Konec¢né

d; = s; — Z?:l a;;s; je poet Pi-jednotek uréenych k (vnéjsi) spotiebé.

Polozme A = (a;;) > 0 a nazvéme d = (ds,...,d,) > 0 vektorem poptdvky a
s = (81,...,8n) vektorem nabidky. Radi bychom uréili vektor s pro pfedem dany
vektor poptavky d, samoziejmé rozumnym feSenim tlohy budou jen nezdporné
hodnoty s;, tj pozadujeme, aby s > 0.

Ptevedeme-li ilohu do maticového tvaru mame najit s tak, aby d* = (E — A)s”,
tedy pro regularni matici dostavame, ze sT = (E — A)~!d". Nemdme ovSem ni¢im
zaruceno, ze matice (E— A)~! a vektor s budou nezdporné (koneckonct nevime ani
to, zda je matice (E — A) reguldrni), proto musime uvézit dalsi podminky kladené
na systém. Predné mizeme opravnéné piredpokladat, ze kazdy vyrobek alespon
zprostiedkované ke své produkci potfebuje vSechny ostatni vyrobky, tj. orientovany
ohodnoceny graf s matici A je silné souvisly. Navic by ve zdravé ekonomice mélo
pro vSechna j platit, ze ¢; < 1 (tj. ndklady na vyrobek by nemély prevySovat cenu
vyrobku) a alespoti jeden podnik Py, by mél vydélavat, tj. ¢ < 1. Potom S > AT pro
néjakou stochastickou matici S # AT, stejnou tivahou jako v piedchozim piikladu
najdeme kladny vlastni vektor matice A p¥islusny p(A), proto podle Poznamky 7.10
je p(A) = p(AT) < 1. Tudiz z 6.10(b) dostéavame, ze (E — A)~! = nli_)rrgo(E + A+
A? + ...+ A") > 0 (mohli bychom dokonce dokézat, ze (E — A)~! je kladni
matice, coz plyne z pozorovani, které jsme ucinili v pfedchozich dvou pfikladech,
totiz ze (E + A)* > 0). Ukézali jsme, Ze za vyslovenych piedpokladi je matice
(E — A) regularni a vektor nabidky je jednoznacéné urceny nezaporny vektor s =
(E—A)~1d" > 0o".

8. AFINNI A EUKLIDOVSKE PROSTORY

Definice. Afinnim prostorem nazveme dvojici (4, V'), kde A je neprazdnd mnoZina
(bodt) a V je vektorovy prostor koneéné dimenze, spolu se zobrazenim + : AxV —
A spliujicim podminky

(1) a+0=aaa+(u+v)=(a+u)+vproviechnaac AauveV,
(2) pro kazdé a,b € A existuje pravé jeden vektor v € V tak, ze a + v = b.

Jednoznac¢né urceny vektor v pro néjz a + v = b budeme znacit b — a.
Euklidovskgm prostorem budeme rozumét trojici (A,V, g), kde (A, V) je afinni a
(V, g) redlny unitarni prostor.

Vsimnéme si, ze symbolem + znac¢ime dvé rizné zobrazeni, jednak binarni ope-
raci na vektorovém prostoru a potom zobrazeni ,,posunuti bodu o vektor”. Podobné
i symbol — pouzivdme ve dvou rtiznych (vzajemné nezaménitelnych) vyznamech.

Priklad. 1) Necht V je libovolny vektorovy prostor koneéné dimenze, potom dvo-
jice (V, V) s afinnim zobrazenim V xV — V danym vektorovym sé¢itdnim je afinnim
prostorem.

2) Necht (V] g) je libovolny redlny unitarni prostor koneéné dimenze, potom dvo-
jice (V,V, g) se zobrazenim V xV — V danym vektorovym s¢itdnim je euklidovskym
prostorem.
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3) Obvykly ,geometricky” tiidimenzionalni prostor bodii a vektortt v R? se stan-
dardnim pojmem vzdalenosti, je euklidovskym prostorem (R?,R? w) z predchozi
konstrukce.

Poznamka 8.1. Bud (A,V) afinnim prostoru, a,b,c € A au,v € V. Pak

a) a+(b—a)=0b (e A),

b) (a—b)+(b—c)=a—c (eV),

¢c) (a+u)—(b+v)=(a—b+u-v (eV),

d) (a+u)—(b+u)=(a—0),

e) (a+u)—(a+v)=u—v.
Definice. Podprostorem afinniho prostoru (A, V') nazveme takovou dvojici (B, W),
7e B C A, W je podprostorem V a (B, W) je afinnim prostorem s operaci posunuti
bodu o vektor + : A x V — A omezenou na podmnozinu B x W. Podprostorem
euklidovského prostoru (A,V, g) nazveme podprostor (B, W) afinniho podprostoru
(A, V).

Kazdy euklidovsky prostor je zaroveni afinnim prostorem (zapomeneme-li na ska-

larni souéin), proto nésledujici tvrzeni o afinnich prostorech popisuji i vlastnosti
euklidovskych prostori.

Poznamka 8.2. Necht (A,V) je afinni prostor, ) # B C A a W je podprostor V.
Pak (B,W) je podprostorem (A, V) prdvé tehdy, kdyz pro kaZdé a,b € B av € W
jeb—aeW aa+veB.

Poznamka 8.3. Necht (A, V) je afinni prostor.
a) Je-li W podprostor V, a € A a B={a+w| w e W}, pak (B,W) je
podprostor (A,V).
b) Je-li (B,W) podprostor (A,V) aa € B, pak B={a+w| we W}.

Pfedchozi pozndmka umoziiuje zépis libovolnéhp podprostoru (B, W) afinniho
podprostoru (A, V) ve tvaru B = b+ W, tj. jako souc¢tu vybraného bodu b € B a
podprostoru W. V§imnéme si, ze A = a + V pro vSechny body a € A.

P¥iklad. M&jme afinni prostor (R3 R?) (nebo euklidovsky prostor (R?, R3,w)).
Pak kazdou redlnou p¥imku mtzeme vyjadfit ve tvaru {a +tv|t € R} = a+ (v)
a kazdou rovinu mizeme vyjadfit ve tvaru {a + (su+tv)| s,t € R} = a + (u,v),
kde u a v jsou linedrné nezévislé vektory. V Poznamce 8.2 a) jsme ukdzali, Ze
piimky a roviny jsou podprostory afinniho prostoru (R3 R?). Pfidame-li k nim
jesté podprostory tvaru a + {0} a R = a + R?, pak nam Poznamka 8.2 b) tik4, Ze
uz #z4dné dalsi podprostory afinnfho prostoru (R3, R?) neexistuji.

Definice. Soutadnou soustavou afinniho prostoru (A, V') budeme rozumét takovou
posloupnost S = {a,vy,va,...,vp}, Z2e a € A a B = (vy,...,v,) je baze V.
Soutadnicemi bodu b € A vzhledem k soufadné soustavé S nazveme soufadnice
vektoru b — a vzhledem k bézi B, piSeme {b}s = {b—a}p.

Kartézskou soutadnou soustavou euklidovského prostoru (A,V, g) nazveme sou-
fadnou soustavu S = {a, vy, va,...,Vv,} afinniho prostoru (A, V), v niz (vy,...,vy)
tvori ortonormélni bazi unitdrniho prostoru (V, g).

Poznamka 8.4 (Transformace soufadnic). Necht S = {a,v1,V2,..., vy} a §' =
{d', v, vh, ..., vl,} jsou dvé soutadné soustavy v afinnim prostoru (A, V). Pak pro
kazdy bod b € A plati

{b}s ={a'}s + {b}s[1d](y1) (v,
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kde [Id](v/)(v,) je matice prechodu od bdze (vi,...,vn) k bdzi (Vi,...,v}).

P¥iklad. Uvazujme afinni prostor (R?, R?) se s¢itanfm bodu a vektoru po slozkéch
(tj. danym s¢itanim v redlném vektorovém prostoru R?). Pro piehlednost budeme
body i jejich soutadnice oznacovat [r, s] € R? narozdil od vektorii znacenych (r, s) €
R2. M&jme soufadné soustavy S = {[0,0], (1,0),(0,1)} a S’ = {[1,1],(1,1),(1,-1)}
a ozna¢me B = ((1,0),(0,1)) a B’ = ((1,1),(1,—1)). Zndme-li soufadnice bodu
{b}s = [1,2]. Uréime podle Pozndmky 8.3 jeho soufadnice vzhledem ke (kanonické)
bazi S:

(¥ = (1. hs + (L2000 = (110 - 000+ 1.2 (] ) =

=[1,1]+[3,—1] = [4,0].

Véta 8.5 (Popis podprostorii rovnicemi). Bud V' vektorovy prostor nad télesem T
dimenze n, W jeho podprostor dimenze n — k, S = {a,v1,va,...,v,} sourfadnd
soustava v afinnim prostoru (A, V) a necht (B,W) je podprostor (A,V), kde B =
b+ W. Pak existuje matice M typu (k,n) a vektor y € T* tak, Ze bod c € A leZi v
B pravé tehdy, kdyz M{c}§ =y".

Dikaz. Ozna¢me D = (v1,va,...,vy) a Wp ={{w}p € T"| w € W} C T". Pak

je Wp podprostor dimenze n —k prostoru T". Zvolme néjakou bazi (w1, ..., W,_g)
w1

podprostoru Wp a sefadme vektory w; do matice B = : . Matice B ma
Wn—k

z¥ejmé hodnost n — k a existuje n&jakd baze (vi,...,vg) C T" podprostoru vSech
Vi

feSeni homogenni soustavy s matici B. Polozme M = : |. Snadno nahléd-
Vi

neme, ze M je matice hodnosti k, jejiz mnozinu vSech feSeni tvoii prave Wp.
Podle Pozndmky 8.3 je ¢ € B, pravé kdyz ¢ — b € W, tj. {c — b}p € Wph.
To nastava v disledku Poznamky 8.1 b) pravé tehdy, kdyz 0 = M{c — b}}, =
M{c—a}}, — M{b—a}], = M{c}s — M{b}%, coz je konecné ekvivalentni tomu, ze
M{c}s =y", kde y = M{b}s. O

Piiklad. Bud S = {[0,0,0,0], (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} soufadna
soustava v afinnim prostoru (R*, R*) a bud (B, W) podprostor (R* R*), kde W =
((2,1,-2,-1),(1,1,3,1)) a B = [0,2,1,0] + W. Najdeme podle Véty 8.5 rovnice,
které nam vzhledem k soufadné soustavé S urcuji podprostor B.

Snadno zjistime, Ze napiiklad vektory (5,—8,1,0) a (2,—3,0,1) tvofi bazi fe-
Seni homogenni soustavy rovnic s matici (? } _32 _11 . Déle {[0,2,1,0]}s =

[0,2,1,0], proto v podprostoru B lezi pravé ty body x € A pro néz

5 -8 1 0\ r_ (5 -8 10 T
(2 -3 0 1)93 <2 3 0 1)[0,2,1,0] = [-15,—6]".

Tedy {[z1, 22, %3, 24]}s = [21, T2, T3, 4] € B pravé tehdy, kdyz

5ry —8xo +x3 = —15,
211 - 3%2 +x4 = —6.
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Definice. Bud (By, W) a (Bg, W3) dva podprostory afinniho prostoru (A, V). Pak
fekneme, Ze podprostory (By, W1) a (Bs, Ws) jsou

— rovnobezné, pokud Wy C Wy nebo Wy C Wy,

— riiznobéiné, pokud nejsou rovnobézné a By N By # 0,

— mimobézné, pokud nejsou rovnobézné ani riznobézné.

Poznamka 8.6. Necht (B1,W1) a (B2, Ws) jsou dva podprostory afinniho prostoru
(A, V). Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

(1) BynN By # 0.

(2) Pro kaZdé by € By a by € By je by — by € Wi + Wh.

(3) Ezistuji by € By a by € By takové, Ze by — by € Wi + Wh.

P¥iklad. Podprostory [1,1,2,0] + ((1,0,1,0), (1,1,0,0)) a [0,0,1,0] + ((0,0,0,1))
afinniho prostoru (R*, R*) podle definice zfejmé nejsou rovnobézné, nebot plati, ze
((1,0,1,0),(1,1,0,0))n{(0,0,0,1)) = {0}. Navic (1,1,1,0) = [1,1,2,0]—[0,0,1,0] ¢
((1,0,1,0),(1,1,0,0),(0,0,0,1)), proto jsou podprostory podle Poznamky 8.6 mi-
mobézné.

Priklad (Vzdalenost mimobéznych podprostorti). Bud (By, W1) a (Ba, W) dvojice
mimobéznych podprostort euklidovského prostoru (4, V, g). Vzddlenosti dvou bodi
a,b € A budeme rozumét hodnotu |ja — b||, a vzdalenosti podprostori By a B,
budeme nazyvat hodnotu d(Bi, By) = min{||by — ba||4| b1 € Bi, by € By}. Pokud
By = a1 + W1 a By = as + W», hleddme minimalni hodnotu ||(a1 — a2) — w ||4, kde
w € Wi + Ws,. Z Poznamky 3.17 vime, Ze hodnota ||(a; — a2) — W ||4 je minimalni,
pokud w = Py, 1w, (a1 — a2), tj. vektor je (a; — ag) — w kolmy na W. MuZeme
tedy tkol fesit pomoci metody nejmensich ¢tvercu.

Méjme By = [1,0,5]+((1,1,2)) a By = [0,0,1] 4+ ((1,0, 1)) dva mimobé&zné pod-
prostory euklidovského prostoru (R3, R?,w). Pomoci metody nejmensich &tvercii
zjistime, ze ([1,0,5]—[0,0,1])—1-(1,1,2) —=1-(1,0,1) = (—1,—1,1) je kolmou ¢4sti
rozkladu vektoru [1,0,5] — [0,0,1] na ¢ast vektoru z W a W+, Z predchozi tvahy
plyne, 7e vzdalenost podprostortt By a By je ||(—1,—1,1)|l, = v/3.



