PISEMKY A DOMACI UKOLY (UTERY, 14:00, M4)

1 (2.3). Bud M = ((1,2,1),(3,0,2),(4,4,1)) baze vektorového prostoru Z3. Spo-
C¢itejte soutadnice vektoru (0, 3,2) vzhledem k bazi M a najdéte vektor v, jehoz
soufadnice vzhledem k M jsou (3,0,1).

Reseni: Soufadnice vektoru u vzhledem k bazi M tvoii vektor (21, z2,73) € Z3
splitujici podminku u = x1(1,2,1) + x2(3,0,2) + x3(4,4,1). V prvnim piipadé tedy
feSime nehomogenni soustavu rovnic:

1 3 4 0 1 0 2 4 1 0 2 4

2 0 4 31 ~10 3 2 1] ~10 3 2 1

1 2 1 2 0 2 4 3 0 0 1 4
Odtud uz snadno dopo¢itame [(0,3,2)]a = (21,22, 23) = (1,1,4).

V druhém pripadé stac¢i dosadit zndmé souradnice
v=3-(1,2,1)+0-(3,0,2) +1-(4,4,1) = (2,0,4).
O

Domaci tkol k 1.pisemce (prosim odevzdat do 16.3):Bud B = ((1,1,1, 2),
(1,1,2,1), (1,2,1,1),(2,1,1,1)) a C = ((2,1,0,0),(1,1,0,1),(2,2,1,2),(1,1,0,0))
posloupnosti vektori vektorového prostoru Zji. Dokazte, ¥e jde o bdze a najdéte
matici [Id|cp (tj. matici prechodu od bdze B k bdzi C).

2 (9.3). Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru Z2 nad télesem Z; s ma-

tici A = (} ;) vzhledem k bazi B = ((3,1),(5,5)). Najdéte matice vzhledem

ke kanonické bézi a) bilinedrni formy f, b) symetrické bilinedrni formy fs a c)
antisymetrické bilinearni formy f,, pro které f = fs + fa.

Ozna¢me D matici f, dale D, matici fs a D, matici f, vzhledem k bazi B
a pfipomenime, ze D = [Id]%, 5 - A - [Id]k,5. Nejprve tedy spocitdme napiiklad
pomoci adjungované matice a hodnoty det([Id]x,5) = 3 matici pfechodu [Id]x,p =

_ 5 2 4 3
1 _ g1, _ , . .
[1d] BK, — 3 (6 3> <2 1). Nyni vynasobime matice

o ami— (3 2)-(12)- (2 1) (4 2)

Uvédomime-li si, ze hledané matice jsou pravé matice rozkladu D na symetrickou
a antisymetrickou ¢ast, sta¢i nam tento rozklad spocitat:

Ds;(D+DT)21~(<g §)+<2 2))(2 2)

1
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6 4 6 3 0 6
D.=D-D, = (2 6)_ (3 6) - (1 0>'

Domaci tkol k 2.pisemce (prosim odevzdat do 23.3, ti, co za 2.pisemku

ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spocitaji-li spravné ¢ast a)): Bud f biline-
1 6 2

drni forma na vektorovém prostoru Z3 nad télesem Zy s matici [f]p = | 4

2

O

5 1
0 4
vzhledem k bdzi B = ((4,0,1),(1,5,0),(1,3,0)).

a) Spocitejte hodnoty f((0,0,1),(1,1,0)) a f((1,1,0)(0,0,1)).

b) Najdéte matice symetrické bilinedrni formy fs a antisymetrické bilinedrnid

formy f, vzhledem k bdzi C = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)), pro které f = fs + fa.

3 (16.3). M&jme fo kvadratickou forma na Z3 danou predpisem fa(z1,72,73) =
m% +2x1x9+ 123+ 22023. Spocitejte vzhledem ke kanonické bazi matici symetrické
bilinedrni formy f, kterd vytvaii fo (tj. fo(v) = f(v,v)), a najdéte n&jakou polarni
bazi f.

Okamzité vidime, ze

f((z1, 2, 23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + 1Y2 + Tay1 + 221y3 + 223y1 + T2ys + T3Y2,

. Vyfesime-li homogenni soustavu rovnic s touto matici,

[ R SY
O =N

1
aproto [flx, = [ 1
2

najdeme bazi vrcholu p; = (2,2,1). Postupujeme-li metodou I*, doplnime vektor
p1 na bazi Z3 napiiklad vektory e; a e kanonické baze. Definujeme symetrickou

bilinedrni formy f na podprostor U = (e1, e2), pfedpisem f(u,v) = f(u,v) pro

kazdé u,v € U, pak pfimocarie spocitdme matici [f] N vzhledem k bazi

(1 1
T\l 0
N = (e1,e3). Nejprve tedy pfimo vidime, ze fa(e;) = 1 # 0, tedy mame 2. vektor
polarni baze pa = (1,0,0) a poté vyfFesime homogenni soustavu rovnic s matici

[P2]N[f]1v = (1,0) - G (1)> =(1 1).

Vidime, Ze soustavu fesi [ps]p = (2,1), tedy ps = 2-e; + e2 = (2,1,0) Nasli jsme
polarni bézi ((2,2,1),(1,0,0),(2,1,0)). O

Domaci ukol k 3.pisemce (prosim odevzdat do 30.3, ti, co za 2.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné ¢ast a)): Bud b; =
(1,1,1), by = (1,0,1), by = (1,0,2) € Z2 a bud g symetrickd bilinedrni forma
na Z3 spliugici podminky g(b;,b;) = 1 proi = 1,2,3 a g(b;,b;) = 3 pro i # j.
Najdéte a) vrchol g, b) néjakou poldrni bdzi g.
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4 (23.3). Mg&jme f, kvadratickou forma na R? danou ptredpisem fo(z1,z2) = 322 +
4x129+13. Najdéte néjakou polarni bazi P symetrické bilinearni formy f vytvéiejici
fo, matici [f]p a nenulovy vektor v € R?, pro ktery fa(v) = 0.

Nejprve obvyklym zptsobem ur¢ime matici symetrické bilinearni formy f vzhle-

dem ke kanonické bazi [f]k, = (g 3) a postupujeme metodou II z prednésky,

tj. upravujeme posloupnosti symetrickych elementarnich tprav a tyto tpravy (ve
skuteénosti provedeme jedinou symetrickou pravu) zaznamenavame.

3 2 1 0 -1 0 1 -2
2 1 0 1) *\0 1 0 1)

Protoze je prava Cast matice pravé matice transponovana k matici prechodu
od polarni baze P ke kanonické bézi, tedy [Id|pk, = <_12 (1)>, méme P =
((1,-2),(0,1)) a [flp = (_01 (1)) Vezmeme-li nyni vektory polarni baze P a
hodnoty f2((1,—-2)) = —1 a f2((0,1)) = 1, vidime, ze f2((1,-2) + (0,1)) =
f2((1,-2)) + f2((0,1)) = =14+ 1 = 0, tedy f2((1,—1)) = 0 a hledanym vekto-
rem v je napiiklad v = (1, -1). a

Domaéci tkol k 4.pisemce (prosim odevzdat do 6.4, ti, co za 4.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoditaji-li spravné ¢ast a)): Méjme fo
kvadratickou formu na R* danou predpisem fa(x1, e, 23, 24) = 233% — 2x129 +
22104 + 23 + 493 — 279wy — 23 — 2x324. Oznacme f symetrickou bilinedrni formu
f vytvdrejici fs.

a) Spocitejte signaturu f,

b) najdéte néjakou poldrni bazi f.

5 (30.3). Rozhodnéte, zda je zobrazeni g((z1, z2, 3), (y1,Y2,y3)) = 2T1Y1 — T1Y2 —
Toy1 + 3x2ys — 2x2ys — 2x3y2 + 2x3y3 skaldrni soucin na R3.

Nad reélnym vektorovym prostorem R? potiebujeme zjistit, zda je ¢ pozitivné
definitni symetricka bilinearni forma. P¥itom z definice zobrazeni vidime, Ze se jedna

2 -1 0
o bilinedrni formu s matici [g]x, = | =1 3 —2]. ProtoZe je [g]k, symetricka
0o -2 2

matice, je g symetrickd bilinedrni forma. Zbyva nam urcit signaturu, pouzijme k
tomu naptiklad metodou II a symetricky upravujme:

2 -1 0 2 -1 0 100
1 3 —2]~;|-1 1 o)l~.[0 10
0 -2 2 0 0 2 0 0 2

Vidime, Ze na diagonéle nalezené diagonalni matice jsou vSechny hodnoty kladné,
tedy g méa signaturu (0, 3,0), proto jde to pozitivné definitni symetrickou bilinedrni
forma.
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Podobné snadno jsme mohli pouzit metodu III, spocitat determinanty

— 2 -1 0
det (2) =2, det =5 det| -1 3 —2|=2
-3 0o -2 2

a odtud diky jejich kladnosti usoudit, ze se je g pozitivné definitni.
Zjistili jsme, ze g je skalarni soucin. O

Domaéci tkol k 5.pisemce (prosim odevzdat do 13.4, ti, co za 5.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné ¢ast a)): Méjme M =
((1,0,1,1,1),(1,1,1,0,1),(1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)) ortonormdini bdzi
skaldrniho soucinu g na redlném vektorovém prostoru RS.

a) Spocitejte g((1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0)),

b) najdéte matici g zhledem ke kanonické bazi.

6 (6.4). Uvazujme standardni skaldrni souin - na reélném vektorovém prostoru

R*. Ovette, 7 jo B = ((3,4,5,3). (5=} —1 1. (-3~ 5. D). (.3, -1, )

je ortonormalni baze R* vzhledem k - a spoéitejte soutadnice [(1,2,0,3)] 5.

Ozna¢me si vektory posloupnosti B = (b, bs, b, bs). Nyni pfimocarym vypo-
Ctem zjistime, Ze b; - b; = d;;, tedy jsme zjistili, Ze B je ortonormalni posloupnost.
Tudiz je B linearné nezavisla posloupnost délky 4 ve vektorovém prostoru dimenze
4, a proto jde o ortonormalni bazi R*.

Protoze pro kazdy vektor v € R? a ortonormalni bazi B plati [v]p = (b1 -v,ba-
v,bs - v, by - v), spocitdme

(%é%%) (1,2,0,3):%(1+2+3):3,
(;, ;,—%,;) (1,2,0,3) = ~(1-243) =1
(—%,—%,%,%).(1,2,0,3):%(_1—2+3):o,
(—%,%,-%,%)41,2,@3):%(—1+2+3):2,
tedy [(1,2,0,3)]5 = (3,1,0,2). 0

Domaci tkol k 6.pisemce (prosim odevzdat do 20.4, ti, co za 6.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spocitaji-li spravné &ast a)): UvaZujme
standardni skaldrni soucin - na redlném vektorovém prostoru R* a méjme vektory
u; = %(1,251,0) up = ﬁu,o, 1,3) auz = ﬁ(l,z,aﬂ).

a) Dokazte, Ze je posloupnost (uy,uz,us) ortonormdlni a doprite ji na ortonor-
malni bazi M.

b) Spocitejte souradnice [(1,2,0,3)]ar a [(1,1,1,—1)]as-
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7 (13.4). Uvazujme standardni skaldrni sou¢in - na redlném vektorovém prostoru
R?. Najdéte ortogonalni bazi podprostoru V = ((1,1,2,1), (0,1,1,1), (1,2,1,3)) a
né&jakou bazi ortogonalniho doplitku V.

Ozna¢me uw; = (1,1,2,1), us = (0,1,1,1), ug = (1,2,1,3), Vytvofime pomoc
Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace dokonce ortonormalni posloupnost vy, va, vs,
pro kterou plati, Ze (vi) = (u1), (v1,v2) = (ui,uz) a (v, v, v3) = (ur, uz, u3).

1,1,2,1
1. vl—m: f(1,1,2,1)

2. v, = (0,1,1,1) — f(1’1’2’1) (0,1,1,1) - f(l’l’Q’l) = (0,1,1,1) —
2(1,1,2,1) = 1(—4,3,-1,3). Proto vy = jﬁ( 4,3,-1,3).

3. Nejprve spoéitame ¢; = vy -(1,2,1,3) = % acy =vse-(1,2,1 3) f
Potom vi =u3z —cy vy —ca vy = (1,2,1,3) — (1,1,2,1) 2(—4 ,3) =
2(7,0,-7,7) = (1,0,—1,1) Tedy v3 = %(1 0 ,1).

Nasli jsme ortonormélni bazi (\[(1 1,2,1), r( —4,3,-1,3), %( —1,1)). Ko-
necné poznamenejme 7e ortogonalni bazi tvori naptiklad i posloupnost ((1,1,2,1),

(=4,3,-1,3), (1,0,—1,1)).
Protoze potfebujeme najit vektor kolmy na vSechny vektory up, us, ug, staci
napftiklad, abychom vyftesili homogenni soustavu s matici

11 2 1 11 2 1 11 2 1
011 1)~(0 1 1 1|~f(0 1 1 1],
1 2 1 3 01 -1 2 00 -2 1
tedy vidime, ze béazi feSeni soustavy i bazi V- je vektor (—1,-3,1,2). O

Domaéci kol k 7.pisemce (prosim odevzdat do 27.4, ti, co za 7.pi-
semku ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné ¢ast a)): Uva-
Zujme standardni skaldrni soucin - na redlném vektorovém prostoru R* a vektory
w = (1,1,-1,2), uz = (1,2,-2,3), a uz = (0,2,1,5). Najdéte ortonormdini bdze
podprostori:

a) (u1,ug) a (ug,ug,us),

b) <112,113> a <111,113>.

8 (20.4). Spocitejte ortogonédlni projekci vektoru (2,—3,2,0,2) do podprostoru
U = {(1,0,1,1,1), (0,1,1,1,1)) vektorovém prostoru R® se standardnim skalér-
nim soucinem.

Hleddme takovou linedrni kombinaci vektorti x; - (1,0,1,1,1) + 25 - (0,1,1,1,1),
aby byl vektor (2,-3,2,0,2) — 27 -(1,0,1,1,1) — 2z - (0,1,1,1,1) kolmy na prostor
U, tedy na oba generujici vektory (1,0,1,1,1), (0,1,1,1,1). Spocitame-li skalarni
souciny

(1,0,1,1,1)-(1,0,1,1,1) =4, (1,0,1,1,1)-(0,1,1,1,1) = 3,

(0,1,1,1,1)-(0,1,1,1,1) =4, (1,0,1,1,1)-(2,-3,2,0,2) =6
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a(0,1,1,1,1)-(2,-3,2,0,2) = 1, dostaneme z této tvahu Gramovu matici soustavy,

kterou upravime:
4 3 6 1 -1 5
3 4 1 0o 7 14/

Odtud jiz zjistime, ze x1 = 3 a x3 = —2, proto je ortogonalni projekce vek-
toru (2,-3,2,0,2) na podprostor U vektor 3 - (1,0,1,1,1) — 2-(0,1,1,1,1) =
(3,-2,1,1,1). O

Domaci tkol k 8.pisemce (prosim odevzdat do 4.5: Spoditejte ortogo-
ndlni projekci vektoru (1,i,1—14,0) do podprostoru U = {((1,0,4,1+1), (i,—1,0,1))
komplezniho vektorovém prostoru C* se standardnim skaldrnim soucinem.

?

(27.4). Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory matice A =

nad télesem Z-

w N o
o O =
S O N

Nejprve spocitdme charakteristicky polynom matice A, tedy det(A — AE) =

-2 1 2
det|{ 2 =X 6 | =X +4+3+6)+A+2\ = —(A\? + 5)\. Dosazenim
36 -

najdeme vlastni ¢isla 0, 3, 4. Déle hledame vlastni vektory, tj. feSime homogenni
soustavy rovnic s matici A, A—-3-Ea A —-4-E:

01 2 2 0 6
A=[2 0 6|~]0 1 2],
36 0 00 0

tedy ((4,5,1),) \ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu

)

4 1 2 4 1 2
A-3E=12 4 6|~10 0 5],
3 6 4 0 0 O

tedy ((5,1,0),) \ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu
3,

3 1 2 3 1 2
A-4E=12 3 6| ~10 0 0],
3 6 3 0 5 1

tedy ((5,4,1),) \ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu
4. O
Domaéci tkol k 9.pisemce (prosim odevzdat do 11.5, ti, co za 9.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné éast a)): Bud A =
11 2 3
2 1 4 3 .
33 1 4 nad télesem Zs.
3 2 3 2
jdéte

a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla A,
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b) najdéte vsechny vlastni vektory A.

10 (4.5). Necht ¢ je endomorfismus na vektorové prostoru R? nad télesem redlnych
¢isel dany predpisem ¥ (x,y,z) = (z + y + 2,2y + 2,2y + 3z). Existuje-li, najdéte
bazi B, vi¢i niz ma endomorfismus ¢ diagonalni matici a urcete [¢] 5.

1 1 1
Nejprve uréime matici endomorfismu [¢]x, = |0 2 1| vzhledem ke kano-
0 2 3
nické bazi K3 a spo¢itdme charakteristicky polynom (A — 1)%(\ — 4), tedy dme dvé
0 1 1
vlastni éisla 1 a 4. Vyfesime-li soustavy s maticemi [¢]g, —1E = [0 1 1] a
0 2 2
-3 1 1
Wk, —4E = [ 0 —2 1 |, najdeme bazi B = ((1,0,0),(0,—1,1),(1,1,2))
0o 2 -1
prostoru R? sloZenou z vlastnich vektorit matice [1]k,. ProtoZe jsme pracovali s
matici 1 vzhledem ke kanonické bazi, jedna se vlastni vektory endomorfismu 1.

1 0 0
Proto []p=(0 1 0]. O
0 0 4

Domaéci tukol k 10.pisemce (prosim odevzdat do 18.5, ti, co za 10.pi-
semku ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spo¢itaji-li spravné €ast a)): Bud

1 4 4 4
4 1 4 4 .

C= 44 1 4 nad télesem Ziy.
4 4 4 1

a) Najdéte requldrni matici P, aby byla P~*CP diagondlni,
b) spocitejte kolik takovych matic existuje



