INTEGRACE POMOCI TRIGONOMETRICKYCH SUBSTITUCI
Spoctéte nasledujici primitivni funkce.

1 f sin z—sin z cos> dz
* cost z+2cos? x+1

3sin? z4cos’ x
f51n2¢+3c0s2 dz

24cosx

sin x+cos x



Cviceni z MA — Primitivni funkce Matéj Dolezalek

1. Pouzijeme substituci ¢(z) = cosz. Poté ¢'(x) = —sinz a tedy pro funkci
2
- —1
)= ———
f( ) (x2 ¥ 1)2
plati

sinx — sin z cos?

costz +2cos?x+1

= fe())¢' (x).

Postaci tedy k f nalézt na R primitivn{ funkci F', nacez bude primitivni funkei k zadané funkei F'(¢(x)).

Plati
2
% —1 1 1 c
—dz= | —dz -2 | ————=dx =
/(m2+1)2 /ac2+1 /(x2—|—1)2
C arct 2 A x
= arctanz — —— + —arctanz | = —
2(x2+1) 2 x?+1
Z toho pak
/ sinz — sinz cos? c Ccos & cR
r=———— =z .
costx +2cos?2z+1 cos2x +1’
2. Naleznéme nejprve primitivni funkci na intervalu (—%, %) Pouzijme substituci t = tan x. Potom dz = ﬁdt,
z ¢ehoz
3sin’z + cos? z 3tan?z + 1 32 +1
sin“x + 3 cos? x 3+ tan® x 2+ 1)(t2+3)
Rozlozime

3w+1 4 1
2+1)(2+3) 2+3 2+1°

z ¢ehoz zintegrujeme

o

/ 37 + 1 de¢ 4acta (t) arctant
—_— —— arctan | —= | — arctan
2+ 1)(t*+3) V3 V3

a dosazenim ¢t = tan z mame

3sin®z 4 cos’z . ¢ 4 tan T
—————— dz = — arctan —z=F(x), z€ (_7’7).
sin® z + 3cos? V3 V3 272

Nyni primitivni funkci rozsifime na celou redlnou osu tim, ze hodnoty F' na kazdém z intervalu (7r (k — %) , T (k + %))
posuneme o k-nasobek vhodné konstanty. Tou musi byt

lim (4 arctan <tanx> — x> — lim i arctan (tanx) —r=
z—Z~ V3 V3 z—3+ V3 V3

4 T 9w 4 T T 47

-(553) (5 (D-3)-%

kde vyuzivame lim,_, x - arctan ( ti‘;‘;) = Z, nebot

. tan x . s
lim =00 lim arctanz = 5

PN V3 ’ z—00

a funkce arctan je spojitd, takze lze pouzit vétu o limité slozené funkce. Potom muZeme dodefinovat

Sparctan (252) —o k-2 we (n(k- )7 (k+ 1)) ke,

m(k+d) (&-1), v=m(k+3)keL.

F(z) =

_ 3 sin? m+c052 T
sin? x+3 cos2 x

funkce i F' spojité, z cehoz musi (vétou 5.11) derivace zprava F, (7r (k + %)) byti rovna lim, (k+3) F'(t),
w(k+3

Potom musf platit F’(x) na kazdém z intervali (w (k — §), 7 (k + 3)). Déle jsou integrovand

coz je ale pouze limita z integrované funkce, tedy (spojitost{) jeji funkén{ hodnota vz = 7 (k + %) Analogicky
pro derivaci zleva, takze F' je skute¢né hledanou primitivni funkci na celém R, z ¢ehoz jsou vSechny primitivni
funkce k integrované funkci tvaru F(x) + C.
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3. Nalezneme primitivn{ funkeci na intervalu (—m, ) substituci ¢ = tan (%) To dava cosz = }+t2 s sine = 75,
de = th dt, ¢imz se integral upravi na
2(1+1%) +1 2 t2+3
. dt = dt.
3A+82) 420 +1—12 1412 (2 +t+3)(2 +1)
Tuto racionalni funkci rozlozime na parcialni zlomky:
* 43 _ At+B | Ct+D
(t2+t+3)(t2+1) 2+t+2 241
Roznésobenim a porovnanim koeficientu pii mocninach ¢ ziskdme soustavu
0=A+C,
1=B+C+D,
0=A+2C+ D,
3=B+2D,
jejimz fesenim je A= B = D =1, C = —1. Nyni zintegrujeme
2
t+1 1/ 2t+1 1 N c1 9 1 2t +1
——dt=- | 57— dt+ —= | —F5—dt =-log(t"+t+2) + —arctan | —— |,
/t2+t+2 2) ?+t+2 VT (2t+1 * 2 e ) V7 V7
7

t—1 1
/m dt = 3 log (t2 + 1) — arctant.

Odectenim a dosazenim t = tan (%) pak mame

/ 2+ cosw 4z & llog (tan2 (%) + ta

N tan

3+sinz +cosz 2 (
x
+ arctan (tan (§>

(2)+2 1 2tan (%) + 1
> + Warctan < \[ ) +

pro x € (—m, ).

Nyni rozsifime F' na néjakou primitivni funkci G na celém R tak, ze bude G = F + ¢, na kazdém z intervala
(m(2k — 1), m(2k + 1)), k € Z (integrovand funkce je periodickd s periodou 7, takze takova G k ni uréité bude
na takovém intervalu primitivni). Plat{

(1 T (1
lim Flz)=—-—=(—=+1 lim F(z)=-|—=+1
Jim P@ = (1) g rw =G ().

z ¢ehoz pro spojitost G musi byt cx11 —cp = 7 (# + 1) pro kazdé k € Z. Primitivnimi funkcemi k

2+cos T

TToineresss @ R jsou tak prave vsechny G tvaru

%log (tanQ( )2 n(f)+2> + farctan (ztan(g)+1> +
tan2(% )+ . we(n(2k—1),7(2k+1)),keZ,

Sier

=
G(x) = + arctan (tan (%)) +co + km (W_Fl)
%(%H)v z=m(2k+1)
pro konstantu ¢y € R. Takovato G je spojitd na R a na kazdém z intervalu (w(2k — 1), m(2k + 1)), k € Z je
G'(z) = H;X;%, platnost této rovnosti pro x = 7(2k + 1) pak plyne s pomoci spojitosti G i integrované

funkce vétou 5.11.
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