2. veéta o substituci

Matematickd analyza LS 2019/20

2. véta o substituci



Druha véta o substituci

|
N
<

Véta (Druha véta o substituci)

Necht a,b, o, f € R*,a < b, « < 8. Necht ¢ : (o, 8) — (a,b) a pro kazdé
t € (a, B) existuje ¢’ (¢) vlastni nenulovd a ¢ ((«, 3)) = (a,b). Necht f je
funkce definovand na intervalu (a, b) a plati

Pak

2. véta o substituci 2/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

Reseni: Polozme f(x) = /1 — x2, kde x € (—1,1) = (a,b),

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

ReSeni: Polozme f(x) = /1 —x2, kde x € (—1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdete (-%,%) = (a,8).

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/1 —x%dx
Reseni: Poloimef(x) =+v1—x2kdex e (—=1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdete (-%,%) = (a,8).
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

Reseni: Poloimef(x) =+v1—x2kdex e (—=1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdete (-%,%) = (a,8).

Pak mdme ¢(a, ) = ¢ ((—%,%)) =(=1,1) = (a,b).
Navic ¢'(t) = cost #0p

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

Reseni: Poloimef(x) =+v1—x2kdex e (—=1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdet € (=%,%) = (o ).

Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-5,%)) = (- ’1)
Navic ¢'(t) = cost #ZOprot € (=5,5)ap™

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/l—xzdx

Reseni: Polozmef(x) =+v1—x2kdex e (—=1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdete (-%,%) = (a,8).

Pak mame ¢(a, 8) = ¢ ((— % 7)) = (-1,
Nav1c<p()—cost7é0pro 2(=5,%)
Dile

= (a,b).
(x) = arcsinx na (—1, 1).

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/\/1 —x%dx
ReSeni: Polozme f(x) = /1 —x2, kde x € (—1,1) = (a,b), a p(t) = sint,
kdete (-%,%) = (a,8).

Pak mdme p(a, ) = ¢ ((— % 5)) = (=1,
Nav1c<p()—cost7é0pr0 € (=%.%)

Dile
/f(w(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

= (a,b).
(x) = arcsinx na (—1, 1).

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/ V1—x2dx
Reseni: Polozme f/(x

)
kdete (-%,%) = (a,8).

5
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).
Navic ¢'(t) = cost #0p ap '(x) =arcsinxna (—1,1).

Dile
/f(so(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

Jelikoz pro s € (—%, %) je Vcos? t = cost, dostdvdme prot € (—3, %)

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/ V1—x2dx
Reseni: Polozme f/(x

)
kdete (-%,%) = (a,8).

5
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).
Navic ¢'(t) = cost #0p ap '(x) =arcsinxna (—1,1).

Dile
/f(so(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

Jelikoz pro s € (—%, %) je Vcos? t = cost, dostdvdme prot € (—3, %)

/\/ 1 — sin’ r-costdt =

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/ V1—x2dx
Reseni: Polozme f/(x

)
kdete (-%,%) = (a,8).

5
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).
Navic ¢'(t) = cost #0p ap '(x) =arcsinxna (—1,1).

Dile
/f(so(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

Jelikoz pro s € (—%, %) je Vcos? t = cost, dostdvdme prot € (—3, %)

/\/ 1 — sin’ r-costdt = /cosztdt

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/ V1—x2dx
Reseni: Polozme f/(x

)
kdete (-%,%) = (a,8).

5
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).
Navic ¢'(t) = cost #0p ap '(x) =arcsinxna (—1,1).

Dile
/f(so(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

Jelikoz pro s € (—%, %) je Vcos? t = cost, dostdvdme prot € (—3, %)

1
/\/l—sin2t~costdt: /cosztdIZ/E(l—i-cosZt)dt

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce

/ V1—x2dx
Reseni: Polozme f/(x

)
kdete (-%,%) = (a,8).

5
Pak mame ¢(c, 8) = ¢ ((-3,%)) = (-1,1) = (a, ).
Navic ¢'(t) = cost #0p ap '(x) =arcsinxna (—1,1).

Dile
/f(so(t))so’(t) dt:/\/l —sin®t - costdt.

Jelikoz pro s € (—%, %) je Vcos? t = cost, dostdvdme prot € (—3, %)

1 1 1
/\/ 1 —sin®t-costdr = /cosztdt = /E(l—i-cosZt) dr £ EH_Z sin(2t).

2. véta o substituci 3/8



Goniometrické substituce - 2. Cast

Podle 2. véty o substituci mame

2. véta o substituci 4/8



Goniometrické substituce - 2. Cast

Podle 2. véty o substituci mame

/f(x)dx:/ 1-2dx <

2. véta o substituci 4/8



Goniometrické substituce - 2. Cast

Podle 2. véty o substituci mame

/f(x)dx = / V1-2dx £ %arcsinx—i— %sin(2arcsinx),x e (-1,1).

2. véta o substituci 4/8



Hyperbolické funkce

V dal$im prikladé budeme potiebovat hyperbolické funkce

X ,—X e —X
¢ Ze , x€eR, coshle, x e R.

sin x )

2. véta o substituci 5/8



Hyperbolické funkce

V dal$im prikladé budeme potiebovat hyperbolické funkce

X ,—X e —X
sinhx:%7 x eR, coshx:%, x e R.

Pro jejich derivace plati

sinh 'x = cosh x, cosh 'x = sinh x.

2. véta o substituci 5/8



Hyperbolické funkce

V dal$im prikladé budeme potiebovat hyperbolické funkce

X ,—X e —X
sinhx:%7 x eR, coshx:%, x e R.

Pro jejich derivace plati
sinh 'x = cosh x, cosh 'x = sinh x.
Navic Ize snadno ovéfit vztah

cosh %(x) — sinh ?(x) = 1.

2. véta o substituci 5/8



Hyperbolické funkce

V dal$im prikladé budeme potiebovat hyperbolické funkce

X ,—X e —X
sinhx:%7 x eR, coshx:%, x e R.

Pro jejich derivace plati
sinh 'x = cosh x, cosh 'x = sinh x.
Navic Ize snadno ovéfit vztah
cosh %(x) — sinh ?(x) = 1.
Pro jejich inverzni funkce pak plati

argsinhx =In(x+ Va2 +1), x€eR,

argcoshx =In(x + Va2 — 1), xe€[l,00)

2. véta o substituci 5/8



Hyperbolické substituce

| =
4 +x2

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

| =
4 +x2

ReSeni: Polozme f(x) = —A—, kde x € (—00, 00) = (a, b)

Va2’

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

ReSeni: Polozme f(x) = —A—, kde x € (—00,0) = (a,b) a

() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

ReSeni: Polozme f(x) = ,kdex € (—o00,00) = (a,b) a

() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).
Pak méme @(a, B) = i ((—00,00)) = (—00,00) = (4,b).

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

ReSeni: Polozme f(x) = —A—, kde x € (—00,0) = (a,b) a
() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).

B i e ) = (05,59 = (| 55,55) = (@5
Navic ¢/ (z) —ZCosht;«éO rot € (

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

Reseni: Polozme f(x) = 41 -, kde x € (—00,00) = (a,b) a
() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).

Pak mame (p(a» ﬂ) = ((—OO, OO) = (_OO) OO) = (aa b)
Navic ¢’ (r) = 2cosh # # 0 pro

™! (x) = argsinh (x/2) = In éﬂgo

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

ReSeni: Polozme f(x) = 41 -, kde x € (—00,00) = (a,b) a

() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).
Pak méme (p(a» ﬂ) =¥ ((—OO, OO) = (_OO) OO) = (aa b)
Navic ¢’ (r) = 2cosh # # 0 pro

™! (x) = argsinh (x/2) = In éﬂgo

Plati

V4 +x?

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

\/41+_x2’ kde x € (—00,00) = (a,b) a

() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).
Pak méme @(a, B) = i ((—00,00)) = (—00,00) = (4,b).
Navic ¢'(¢) = 2cosh ¢ 7é O prot € (—o0,0) a

¢! (0) = angsinh (1/2) = 1n () a (00,0,

Plati

Reseni: Polozme f(x) =

VA4 +22 =4+ 4sin’t

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

\/41+_x2’ kde x € (—00,00) = (a,b) a

() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).
Pak mame (@, 8) =  ((—00,00)) = (~00,00) = (4,b)
Navic ¢'(¢) = 2cosh ¢ 7é O prot € (—o0,0) a

¢! (0) = angsinh (1/2) = 1n () a (00,0,

Plati

Reseni: Polozme f(x) =

Va+x2 = V4 + 4sin®r = 2V/1 + sinh %t = 2V/cosh %t.

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce

ReSeni: Polozme f(x) = —A—, kde x € (—00,0) = (a,b) a
() = 2sinh 7, kde ¢ € (—00, 00) = («, ).

Pak méme w(a, ) =  ((—00,00)) = (~00,00) = (a,b).
Navic ¢'(¢) = 2cosh ¢ 7é O prot € (—o0,0) a

¢~ !(x) = argsinh (x/2) = In (ﬂ

Plati

na (—oo, 00).

N—

Va+x2 = V4 + 4sin®r = 2V/1 + sinh %t = 2V/cosh %t.

ProtoZe cosh ¢t > 0, mame 2/ cosh 2t = 2cosh 1.

2. véta o substituci 6/8



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Priklad

Pak

/ Flo()e' (1) di

2. véta o substituci 718



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Pak 2cosh t
/f(w(t))w’(t)dtz / cosht ., _

2cosh ¢

2. véta o substituci 718



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Pak peosh
/f(w(t))w’(t)dt: / G / e

2cosh ¢

2. véta o substituci 718



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Piiklad
Pak P
t
/f(go(t))go’(t)dt:/ cos dt=/1dt£t, teR.

2cosh ¢

2. véta o substituci 718



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Pak P
/f(go(t))go’(t)dt:/ Ot 4y — /1dt£t, tER.

2cosh ¢

Podle 2. véty o substituci mame

C

1
—dx
/\/4+x2

2. véta o substituci 718



Hyperbolické substituce - 2. Cast

Pak P
/f(go(t))go’(t)dt:/ Ot 4y — /1dt£t, tER.

2cosh ¢

Podle 2. véty o substituci mame

1 2
/_dxgln Hvate) g
4 + x2 2

2. véta o substituci 718



Odmocniny

/cos Vxdx

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /x, kde x € (0, 00) = (a, b),

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
t € (0,00) = (o, B),

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde

t € (0,00) = (o, B),
Pak mame cp(a,ﬁ) = ((0,00)) = (0700) - (aab)'

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
t€ (0,00) = (o, B),

Pak mame cp(a, ﬂ) = ((07 OO)) = (07 OO) - (aa b)

Navic ¢'(t) = 2t # 0 pro ¢ € (0, 00)

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (a, B),

Pak méme ¢(a, 8) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).

Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

2. véta o substituci 8/8




Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),
Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a,b).

Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).
Dile

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx

Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
t€ (0,00) = (o, B),

Pak mame cp(a, ﬂ) = ((07 OO)) = (07 OO) = (aa b)

Navic ¢'(t) =2t # 0 pro t € (0,00) a ¢~ !(x) = y/xna (0, 0).

Dile

/f(‘P(t))SOl(l) dr = /cos(\/t_Z)tht.

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
ReSeni: PoloZme f(x) = cos /x, kde x € (0,00) = (a,b), a
€ (0,00) = (o, B),
Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ™' (x) = y/x na (0,
Dile

/f(‘P(t))SO/(l) dr = /cos(\/t_Z)tht.

Jelikoz pro z > 0je Vi =1,

2. véta o substituci

o(t) = 12, kde

00).

8/8




Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),

Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

Dale
/f(‘P(t))SO/(l) dr = /cos(\/t_Z)tht.

Jelikoz pro ¢ > 0 je /2 = 1, dostdvame pomoci per partes pro ¢ € (0, 00)

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),

Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

Dale
/f(‘P(t))@/(l) dr = /cos(\/t_z)tht.

Jelikoz pro ¢ > 0 je /2 = 1, dostdvame pomoci per partes pro ¢ € (0, 00)

/2tcostdt:2tsint—/ZSintdt

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),

Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

Dale
/f(‘P(t))@/(l) dr = /cos(\/t_z)tht.

Jelikoz pro ¢ > 0 je /2 = 1, dostdvame pomoci per partes pro ¢ € (0, 00)

/2tcostdt:2tsint—/2sintdt£2tsint+2cost.

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),

Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a, D).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

Dale
/f(‘P(t))@/(l) dr = /cos(\/t_z)tht.

Jelikoz pro ¢ > 0 je /2 = 1, dostdvame pomoci per partes pro ¢ € (0, 00)

/2tcostdt:2tsint—/2sintdt£2tsint+2cost.

Podle 2. véty o substituci mame

/f(x)dx:/cos\/;c

2. véta o substituci 8/8



Odmocniny

/cos Vxdx
Reseni: Polozme f(x) = cos /%, kde x € (0,00) = (a,b), a ¢(r) = 12, kde
€ (0,00) = (o, B),

Pak mame ¢(a, 5) = ¢ ((0,00)) = (0, ) (a,b).
Navic /() =2t # 0 prot € (0,00) a ¢~ ' (x) = /x na (0, 00).

Dale
/f(‘P(t))@l(l) dr = /cos(\/t_2)2tdt.

Jelikoz pro ¢ > 0 je /2 = 1, dostdvame pomoci per partes pro ¢ € (0, 00)

/2rcostdt:2tsint—/2sintdt£2tsint+2cost.

Podle 2. véty o substituci mame

/f(x)dx:/cos\/}£2\/)_csin\/)_c+2cos\/)_c.xe (0, 00).
.




