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10.7 Reseni lin. soustav s konst. koeficienty

Lemma 10.15

Necht A € M(n x n) a vektorova funkce y : R — R" je
fesenim soustavy y' = Ay. Pak y je tfidy C*> a pro kazdé
k € N plati y®(x) = Aky(x) pro x € R.



Dukaz provedeme matematickou indukci podle k.
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Dlkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu.

DA



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy Ck a y() = Aky.
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Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame

(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.
Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k+1)



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/
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Funkce y je tedy tfidy Ck*' a plati pozadovany vztah.



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/ _ Ak—Hy.

Funkce y je tedy tfidy Ck+' a plati pozadovany vztah. [



Definice

Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A\,
nazyvame \-matici.
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Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménneé A,
nazyvame \-matici. Radkovymi Gpravami \-matice
rozumime:

m zameénu dvou radkd,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménneé A,
nazyvame \-matici. Radkovymi Gpravami \-matice
rozumime:

m zdménu dvou fadkd,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

m pricteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému radku,

kde P()) je polynom v proménné .



Necht A = (Py, ..., P,)" je \-matice.

DA



Lemma 10.16

Necht N = (P, ..., P,)" je \-matice. Potom ji Ize
konecnou posloupnosti radkovych Uprav prevést na
X-matici A = (Py,..., P,)7, kde nejvyse jeden z polynom(
P;, ..., P, je nenulovy.



Predpokladejme, Zze A # 0, v opacném pripade neni co
dokazovat.
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Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li
k(A) = 0.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li
k(A) = 0. Pak Ize predpokladat, Zze P;(\) = ¢ # 0.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li

k(A) = 0. Pak Ize pfedpokladat, Ze P;(\) = ¢ # 0. Potom
Ize pomoci treti fadkové Upravy prevést A na
(c,0,...,0)7.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(N) = k.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
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splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A,



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
P;= N - P; + Pr, kde N, P jsou polynomy a st P; < st P;.
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Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
.
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Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom Py,



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom P;, nebo k(A*) < k a lze pouzit indukeni
predpoklad.



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom P;, nebo k(A*) < k a lze pouzit indukeni
predpoklad. N



Necht A € M(n x n).

Q>



Véta 10.17

Necht' A € M(n x n). Pak Ize \-matici \I — A prevést
konecnou posloupnosti fadkovych uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici.



Véta 10.17

Necht' A € M(n x n). Pak Ize \-matici \I — A prevést
konecnou posloupnosti fadkovych uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Vysledna \-matice ma na
diagonale nenulové polynomy, soucet jejichZ stupnid je n.



Dikaz Vety 10.17
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trojuhelnikovou A-matici.
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polynomu).
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Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec mé tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni
trojuhelnikova A-matice vznikla z A\ — A pomoci
fadkovych Gprav. Potom det A = cdet(Al — A) pro néjaké
¢ € R nenulové (toto plyne z vlastnosti determinantu a
polynomu). Polynom X — cdet(Al — A) je n-tého stupné,
a tak dostavame pozadované tvrzeni. O



Oznaceni

m Necht P(\) = a,\"+ a, A"+ -+ a1+ aje
polynom a y: R — R je funkce majici vlastni derivaci
n-tého fadu na R. Potom symbol P(Z)y znagi funkci

any™ + an_ 1y + -+ ay + ay.



m Necht P = (Pj) je A-matice typu n x n.

DA



Oznaceni

m Necht P = (Pj) je A-matice typu n x n. Soustavou
diferenciélnich rovnic odpovidajici P budeme rozumét
soustavu

d d
Pu( o+ + P1n(a)}/n =0,

ax
d d
P21(a)}/1 SRR Pgn(a)yn =0,
d



Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R).

DA



Lemma 10.18
Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R). Pak
(@) (P+Q)(g)y=P(&H)y+ Q)Y



Lemma 10.18

Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R). Pak
() (P+Q)(g)y =P(g)y +Q(%)y,

(b) (PQ)(5)y = P(%) (Q())y-



(a) Tvrzeni je zfejmé.



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

(PQ)(&)y



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

POy - (S a0) (3 0Y) ) )y



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

a tedy plati (b). O



Véta 10.19

Necht \-matice P typu n x n vznikla koneénou
posloupnosti radkovych dprav z \-matice PP



Véta 10.19

Necht \-matice P typu n x n vznikla koneénou
posloupnosti radkovych dprav z \-matice P. Potom
vektorova funkce y: R — R" tfidy C*> je feSenim soustavy
odpovidajici matici P, pravée kdyZ je feSenim soustavy
odpovidajici P.



Dukaz Véty 10.19

Staci ukazat, ze pokud y fesi soustavu odpovidajici P,
pak fesi i soustavu odpovidajici P, ktera vznikla z P
aplikaci jedné radkové Upravy (fadkové Upravy jsou
invertibilni).



Dukaz Véty 10.19

Staci ukazat, ze pokud y fesi soustavu odpovidajici P,
pak fesi i soustavu odpovidajici P, ktera vznikla z P
aplikaci jedné radkové Upravy (fadkové Upravy jsou
invertibilni).

Toto jisté plati, pokud vyménime dva fadky &i fadek
vynasobime nenulovou konstantou.



UvaZzme nyni radkovou Upravu spocivajici v pricteni
P(X\)-nasobku jednoho rfadku k jinému fadku.
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obecnosti mizeme predpokladat, ze pricitame
P(\)-nasobek druhého fadku k fadku prvnimu.



UvaZzme nyni radkovou Upravu spocivajici v pricteni
P(X)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku. Bez ujmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze pricitame
P(\)-nasobek druhého fadku k fadku prvnimu. Méame

Pii(L)yi+ -+ Pin(ZL)yn =0,
P> (%)}/1 +- Pgn(%)yn =0.



Potom

(Pri+ P Por) (2)y1 + -+ (Pin+ P Pao) (%) v =



Potom

(Pri+ P Por) (Z)y1+ -+ (Pin+ P Pao) (%) v =
= Pt (g)y1 + -+ Pin() ¥n



Potom

(Pri+ P Por) (Z)y1+ -+ (Pin+ P Pao) (%) v =
= Py (&)1 +-+ Pin(&) yn
+(P-Pa) () + -+ (P Pan) () v



Potom

(P14 P-Pot)(L)y1 + -+ (Pin+ P Pan) (L) y, =
= Py (&)1 +-+ Pin(&) yn

+(P-Pot)(ZL)yi+ -+ (P Pon) (L) yn
=0+ P(&) (Par(G)ys + -+ Pan(5) ¥n)



Potom

(P +P-P21)(%)y1 +o 4 (Pin+ P Pa)(§)yn =
= P11(£()Y1 ot 'DM(O(Z()y”

(P - P2) (di)}/1+ (P- P2n)(d%)y”
_0+P( )(P1(dx)}’1+ 4 Pan(g5) ¥n)
=0+ P(£)0=0.



Potom

(P +P-P21)(%)y1 +o 4 (Pin+ P Pa)(§)yn =
= P11(£()Y1 ot 'DM(O(Z()y”

(P - P2) (di)}/1+ (P- P2n)(d%)y”
_0+P( )(P1(dx)}’1+ 4 Pan(g5) ¥n)
=0+ P(£)0=0.



Homogenni soustava y’ = Ay odpovida A-matici A\l — A,
kterou pomoci kone¢né posloupnosti fadkovych Gprav
prevedeme na horni trojuhelnikovou A\-matici

Pi1 P2 -+ Py
0 Pxn -+ Py

0 - 0 P



Homogenni soustava y’ = Ay odpovida A-matici A\l — A,
kterou pomoci kone¢né posloupnosti fadkovych Gprav
prevedeme na horni trojuhelnikovou A\-matici

Py P2 -+ Py
0 Pxn -+ Py
0 -~ 0 Py

Soustavu

Pii(L)yi+ -+ Pin(ZL)yn =0,

Pon( )90 =0,

pak vyfeSime postupné od n-té rovnice k prvni.



Y1 =4y1 + 5y
Vo= =2y =2y

Q>



Y1 =4y + 52
Vo= 20 =2

A]I_A:<)\_4 _5

2 )\+2>

Q>



Y1 =4y + 52
Vo= 20 =2

= (50 TV~ (4 e
5 a4

0 )\2_2)\+2)

Q>



Vi =4y1+ 5y
Vo= —2)1 — 2y,

= (50 TV~ (4 e
5 a4

0 )\2_2)\+2)

y1+§yé+Y2=0
Y5 —2ys+2y2 =0

Q>



Vo = ay€'sint 4 ape’ cost

— —§Ck +1@ etsin[’—|— —1Oé —ga etCOSt
.y1_ 2 1 2 2 2 1 2 2



Vo = ay€'sint 4 ape’ cost

— —§Ck +1@ etsin[’—|— —1Oé —ga etCOSt
.y1_ 2 1 2 2 2 1 2 2



