28. prednaska, 7.6.2020



10.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X‘{ = f‘l(t)X‘laXZa"')Xn)?
X5 = fo(t, X1, X, ..., Xn),
X, = fo(t, X1, Xo, . . ., Xp),



10.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X‘{ = f‘l(t)X‘laXZa"')Xn)?
X5 = fo(t, X1, X, ..., Xn),
(10)
X, = fo(t, X1, Xo, . . ., Xp),
kde f;, i =1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté

neprazdné oteviené podmnoziné G € R x R".



Vektorovy tvar:

kde mame x(t) =
adale f=1[f,...,

X'(t) = (t, x(1)),

.....



Definice

m Resenim soustavy (10) rozumime vektorovou funkci
X = [X1,..., Xn] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R"”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (10).



Definice

m Resenim soustavy (10) rozumime vektorovou funkci
X = [Xq,..., Xp] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R"”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (10).

m Pocatecni ulohou pro (10) rozumime Ulohu, kdy
hledame feSeni x soustavy (10) splnujici navic
predem zadanou podminku x(t) = x°, kde
[to, x°] € G (tzv. pocatecni podminka).



m Maximalni feSeni soustavy (10) je takové feSeni x
definované na intervalu J, které jiz nelze prodlouzit,
tj. je-li y feSeni definované naintervalu I, J C I a
y(t) = x(t) prokazdé t € J, pak J = I.
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Poznamka
Méjme rovnici

y(n) = h(t7y7y/7"‘7y(n_1))'

Uvazujme soustavu

X = Xe,
/
X2 = X3,
/
Xp—1 = Xn,
/
X, = h(t, x1,...,Xn).

(11)

(12)

Pokud x fesi (12), pak x; resi (11). Obracene, pokud y

resi (11), pak [y, ...,y "] redi (12).



Véta 10.8 (Peanova véta o existenci)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnozina,
f: G — R" je spojita na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(ty) = x°.
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Véta 10.8 (Peanova véta o existenci)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnozina,
f: G — R" je spojita na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(ty) = x°.

Spojitost f v bodé [t, x] € R x R":

Ve>035>0V[t,x]1e RxR"[t,x]—[t x]|| <:
If(t, x") —f(t,x)|| <e

n
vl = I[v, Vo, ..., Vi]|| = Zvj?
\ =1

Bez dUkazu.



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
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f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G
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lokalné lipschitzovské v x,



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)
Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,

f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takove, Ze



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kaZzdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

H[Sv X2] - [t’ X]H <E€
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lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
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Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
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1(s,x") = £(s, x)|| < L||Ix" = x*|].

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(tp) = x°.



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kazdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

I[s, x?] — [t, x]|| < e mdme

1(s,x") = £(s, x)|| < L||Ix" = x*|].

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(tp) = x°.

Bez dUkazu.



10.6 Soustavy linearnich dif. rovnic

UvaZzujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X1 = an(t)xs + -+ an(t)x, + bi (1),
Xé = 821(1')X1 + -+ agn(t)x,, + bg(t),

X;' — an‘](t)X‘] + A + ann(t)Xn + bn(t)7

kdeneN, a;: (o,8) = R, bi: (o, 8) = R, i,j € {1,...

jsou spoijité funkce.



Vektorovy tvar:
X = A(t)x + b(D),



Vektorovy tvar:

kde

A(t) =



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht o, 5 € R*, a<ﬁ ty € (o, B) a x° € R". Necht
A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni.



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht o, 8 € R*, a < 5 ty € (o, B) a x° € R". Necht

A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni feseni
x soustavy (13) splriujici x(ty) = x°.



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht a, 3 € R*, a < 5 ty € (o, ) a x° € R". Necht

A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni feseni
x soustavy (13) splriujici x(ty) = x°. Toto feseni je
definovano na celém intervalu («, ().



Poznamka k dukazu véty 10.10

Definujeme f: (o, 5) x R” — R" pfedpisem
f(t,x) = A(t)x + b(t).

Pak Ize ovérit predpoklady Picardovy véty.



Definice
Homogenni soustavou k (13) rozumime soustavu

(14)



spojité zobrazeni.

Necht ne N, o, € R, a < 8, aA: (o, ) = M(n x n) je

DA



Veta 10.11

Nechtne N, o, € R, a < 8, aA: (o, 8) = M(n x n) je
spojité zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich
feseni soustavy (14) tvofi vektorovy podprostor prostoru

C'((o, B), R").



Veta 10.11

Nechtne N, o, € R, a < 8, aA: (o, 8) = M(n x n) je
spojité zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich
feseni soustavy (14) tvofi vektorovy podprostor prostoru
C'((«, B),R"). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.



Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na (a, 3).

DA



Dukaz Veéty 10.11

Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na («a, 5). Mnozina maximalnich feSeni je
rovna jadru Ker L linearniho zobrazeni

L: C'((a, B),R") = C((v, 5),R")

definovaného predpisem L(y) =y’ — Ay.



Dukaz Veéty 10.11

Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na («a, 5). Mnozina maximalnich feSeni je
rovna jadru Ker L linearniho zobrazeni

L: C'((a, 8),R") — C((a, B),R")

definovaného predpisem L(y) = y’ — Ay. Tedy se jednd o
vektorovy podprostor prostoru C'((«a, 3), R").



Zvolme {, € (o, B) pevné.



Zvolme f € (a, 3) pevné. Vezméme feSeni x', ..., x”
soustavy (14) na («, ) splnujici x'(t) =€, i=1,...,n.



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"
soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé.



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"

soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé. Necht y je

maximalni feSeni (14).



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"

soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé. Necht y je

maximalni feSeni (14). Pak y je definovano na («a, ).
Oznacme

z(t) = yi(t)x (1) + - + ya(l)X"(1), t€ (a,pB).



Potom z(&) = y(k) a z feSi (14) na («, ).



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).

Tedy {x',...,x"} je baze prostoru Ker L.



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).

Tedy {x',...,x"} je baze prostoru Ker L. O



Véta 10.12

Necht o, B3 € R*, a < 3 a x° € R". Necht

A: (o, 8) = M(nx n), b: (a, ) — R" jsou spojita
zobrazeni. Necht'y je feseni (13) na intervalu (o, 3).
Potom kazdé rfeseni x soustavy (13) na intervalu («, j3)
ma tvar y + z, kde z je jisté reseni (14).



Dikaz Vety 10.12

Jelikoz je zobrazeni L: y — y’ — Ay linearni na prostoru
C'((a, B), R™), médme pro maximalni fe$eni x rovnice (13)
rovnost

Lix—y)=Lx—Ly=b—-b=0,
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Definice

Necht' vektorové funkce y', ..., y" tvofi bazi prostoru
fedeni rovnice (14) na («a, 8). Takovou mnozinu fedeni
nazyvame fundamentalni systém rovnice (14). Oznacme



Definice

Necht' vektorové funkce y', ..., y" tvofi bazi prostoru
fedeni rovnice (14) na («a, 8). Takovou mnozinu fedeni
nazyvame fundamentalni systém rovnice (14). Oznacme

y11( ) y1:( )
(1) = Yo (1) Y2'(t)
yat) .. yp(t)

Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy (14).



Necht & je fundamentalni matice rovnice (14).

DA



Lemma 10.13

Necht ¢ je fundamentalni matice rovnice (14). Pak ®(t) je
regularni pro kazdé t € («, j3).



Predpokladejme, Ze pro jisté & € (a, §) neni matice ®(t)
regularni.

DA



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.
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Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.
Potom feseni
y=cy' +--+cyy"

spliuje y(&) = 0. Diky jednoznacnosti feSeni pak plati
y = 0. To je ale spor s linearni nezavislosti funkci

ylooym



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.
Potom feseni
y=cy' +--+cyy"

spliuje y(&) = 0. Diky jednoznacnosti feSeni pak plati
y = 0. To je ale spor s linearni nezavislosti funkci

yt ooy O



Necht o, 3 € R*, a < 3, ty € (o, 8) a y° € R".

DA



Véta 10.14 (variace konstant)

Necht o, 3 € R, a < 3, ty € (o, 8) @ y° € R". Pak
maximalni feseni y rovnice (13) s pocatecni podminkou
y(t) = y° ma tvar

t

y(t) = SO0 (to)y° + (1) / o-1(s)b(s)ds, € ()

)

kde ¢ je fundamentalni matice soustavy (14).



Q>



Matice ®~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdeé s € (o, f).

DA



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s),



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /tt o '(s)b(s) ds + b(t)
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Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
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= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /tt o '(s)b(s) ds + b(t)

— A(t)y(t) + b(t).



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /t o '(s)b(s) ds + b(t)
= A(t)y(t) + b(1).

Ziejmé plati y(ty) = y°.



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /t o '(s)b(s) ds + b(t)
= A(t)y(t) + b(1).

Ziejmé plati y(ty) = y°. O



