27. prednaska, 2.6.2020



Necht ¢: (a, b) — C.

DA



p2(X) = Imp(x).

Necht ¢: (a,b) — C. OznaCme ¢1(x) = Rep(x) a

DA



Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a, b) — C. Oznacme ¢1(x) = Rep(x) a
w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(x) existuji vlastni.



Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a,b) — C. Oznacme ¢1(x) = Rep(x) a

w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(x) existuji vlastni.

Necht o, : (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) derivaci.



Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a,b) — C. Oznacme ¢1(x) = Rep(x) a

w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(x) existuji vlastni.

Necht o, : (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) derivaci.
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Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a,b) — C. Oznacme ¢1(x) = Rep(x) a

w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(x) existuji vlastni.

Necht o, : (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) derivaci.
Potom plati

B (v +9)(x) = ¢'(x) +¢'(x),
m (o) (X) = @' (X)(X) + (X)) (x).



(a) ... zrejmé



(a) ... zfejmé

(b)
() (%) = (w191 — atba) (X) + i(p1302 + @2101)'(X)



(a) ... zfejmé

(b)

() (%) = (w191 — atba) (X) + i(p1302 + @2101)'(X)
= (@101 + 1) — athe — parhp)(X)



(a) ... zfejmé

(b)

(00) (x) = (1191 — p2ub2) (X) + i(P192 + @2101)'(X)
(9011/11 + 01101 — Potha — watlp)(X)
_|_

(12 + @11y + otby + p2107)(X)



(a) ... zfejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + p2101) ()
= (A1 + e190) — a2 — watlp)(X)
+ i(P2 + @195 + worhr + 21))(X)
= @' ()Y (x) + p(x)¥'(x)



(a) ... zfejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + p2101) ()
= (A1 + e190) — o2 — warp)(X)
+ (02 + o195 + pothr + @2t )(X)
= ¢ (X)0(x) + e(x)¥'(x)



(a) ... zfejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + p2101) ()
= (Pi1 + o1 — patbe — pa1h)(X)
+ (2 + 015 + pathr + 2t )(X)
= ¢’ (X)(x) + p(x)¢'(x)



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

(o000 = 3 (1) 200000

k=0



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

(o000 = 3 (1) 200000

k=0

m (ct’) = cktk-' ce C,k e NU {0}



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

(o000 = 3 (1) 200000

k=0

(ctk) = ckt*~1, c € C,k e NU {0}

m
m(eM)=xeM NeC



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

(o000 = 3 (1) 200000

k=0

(ctk) = ckt*~1, c € C,k e NU {0}

|
m(eMy=xe", AeC  [e*"F = e(cos B+ isin B)]



Necht Q je polynom a w € C je jeho kofen nasobnosti
g<N.

DA



Lemma 10.5

Necht' Q je polynom aw € C je jeho kofen nasobnosti
q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.



Lemma 10.5

Necht' Q je polynom aw € C je jeho kofen nasobnosti
q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.

Dukaz.
Polynom Q Ize zapsat ve tvaru
Q(z) = (z—w)?- R(2),

kde R je opét polynom. Odtud jiz tvrzeni snadno
plyne.
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q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.

Dukaz.
Polynom Q Ize zapsat ve tvaru
Q(z) = (z—w)?- R(2),

kde R je opét polynom. Odtud jiz tvrzeni snadno
plyne.
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Dukaz linearni nezavislosti

Uvazujme linearni kombinaci funkci z naseho systému,
ktera je na intervalu (&, b) rovna nulové funkci.
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Dukaz linearni nezavislosti

Uvazujme linearni kombinaci funkci z naseho systému,
ktera je na intervalu (a, b) rovna nulové funkci.
Predpokladejme, ze funkce t“e*! cos 5t a tXe*!sin Bt se v
této linearni kombinaci vyskytuji s koeficienty a a b. Plati

atke® cos Bt + bt e sin 8t

gibt + g—ibt . btke"‘teim _ gt
2 2i

B %(a — bi)thel* T+ %(a + bi)tkela=P)t,

= atfe!

(8)



Dale plati, ze

a=b=0«<a—-bi=a+bi=0.

(9)



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
Pi(t)e ! + Pa(t)e>" + - - - + Py(t)e™

kde wy, ...,wk € C jsou navzdjem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy.
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pro kazdé t € (a, b).



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
Pi(t)e ! + Pa(t)e>" + - - - + Py(t)e™

kde wy,...,wk € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy. Podle predpokladu plati

Pi(t)e“!" 4 Py(t)e*2' 4 - - + Py(t)e* = 0

pro kazdé t € (a, b). K dikazu linearni nezavislosti
naSeho systému staci dokazat, ze
Py =P,=---=Pc=0,



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
Pi(t)e ! + Pa(t)e>" + - - - + Py(t)e™

kde wy,...,wk € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy. Podle predpokladu plati

Pi(t)e“!" 4 Py(t)e*2' 4 - - + Py(t)e* = 0

pro kazdé t € (a, b). K dikazu linearni nezavislosti
naSeho systému staci dokazat, ze

Py =P, =---= P, =0, protoze pak budou vSechny
koeficienty polynomu Py, ..., P nulové a diky pozorovani
(9) obdrzime, ze i koeficienty pouzité v nasi linearni
kombinaci jsou nulové.



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k.



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pokud
k =1 aprokazdé t € (a, b) plati P;(t)e'! =0,



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pokud
k =1 apro kazdé t € (a, b) plati P;(t)e*! = 0, pak nutné
Pi(t) = 0 pro kazdé t € (a, b), atedy P; = 0.



Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k € N.
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Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kK € N. PovSimnéme
si nejprve, ze pokud P je polynom aw € C \ {0}, pak

(P(x)e) = P'(x)e”" + P(x)we™
— (P'(x) + wP(x))e™* = R(x)e"",

kde R je polynom stejného stupné jako P.



Predpokladejme nyni, Ze pro kazdé t € (a, b) plati

,D1(t)e¢fJ1f S Pk+1(t)ewk+1f =0,



Predpokladejme nyni, Ze pro kazdé t € (a, b) plati
,D1(t)e¢fJ1f S Pk+1(t)ewk+1f =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati

Pi(H)e@r—wkt oo Py(t)ek—wki)t 4 Py (1) = 0,



Predpokladejme nyni, Ze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“'! + - - + Py ()" = 0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)elr—wedt o Py () el e)t 1 Py () = 0,
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t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wk1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,
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Pi(t)e“'! + - - + Py ()" = 0,
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Lemma 10.6

Necht' yy, ..., y, tvoii fundamentalni systém rovnice (7).
Potom matice

yi(t) o(t) oo ()
y1(8) Yo(t) oo (D)

Y o I Y It

je regularni pro kazdé t € R.



DA



Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni reguléarni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, Ze U(t)d = 0.
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nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t))d = 0. Polozme
z=aiy1 +---+ doyn.



Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni reguléarni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t))d = 0. Polozme
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Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni reguléarni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t))d = 0. Polozme
z=dy; + -+ dyyn. Potom z reSi rovnici (7) a spliuje

z(to) = diyi(to) + - -+ + dnyn(to) = 0,
Z'(to) = diys(fo) + - + dhyn(t) =0

2070 (to) = dhy" N (to) + - + oy (to) = 0.

Podle Véty 10.2 mame z = 0 na R. Funkce y4, ..., y, tvofi
fundamentalni systém, aprotojedy =d> =--- =d, = 0.



Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni regularni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t))d = 0. Polozme
z=dy; + -+ dyyn. Potom z reSi rovnici (7) a spliuje

z(to) = diyi(to) + - -+ + dnyn(to) = 0,
Z'(to) = diys(fo) + - + dhyn(t) =0

20 (ty) = chy{" (to) + -+ + days™ (1) = 0.

Podle Véty 10.2 mame z = 0 na R. Funkce y4, ..., y, tvofi
fundamentalni systém, aprotojedy =d> =--- =d, = 0.
To je ale spor s nenulovosti vektoru d, ¢imz je dikaz
dokoncen. O



Hledejme feSeni rovnice (6) ve tvaru

y(t) = ci(t)ya(t) + - + ca(t)ya(t),

te(ab),

DA



Metoda variace konstant

Hledejme feSeni rovnice (6) ve tvaru

y(t) = ci(B)ys(f) +-- -+ calt)yn(t), te(ab),

kde cy, ..., c, jsou spojité diferencovatelné funkce na
(a,b) a{yi,...,yn} je fundamentalni systém rovnice (7).



Pocitejme
Y =cCyi+ - +C¥p+Ciy1+--+Chyn

apolozme cjys +--- + cyn =0.



Pocitejme
Y'=Cyit Gyt Gyt Gl
apolozme cjy; +--- + c,y, = 0. Dale
e R e o) R 7

a opét polozime cjy; +--- + c,y, = 0.



Pocitejme
Y'=Cyit Gyt Gyt Gl
apolozme cjy; +--- + c,y, = 0. Dale
e R e o) R 7

a opét polozime c{y; + - - - + ¢y, = 0. PokraCovanim
tohoto procesu se dobereme az k rovnici

YW =y + -t oy + iy

)

oy,



Dosadime do (6) a dostaneme tuto sadu podminek:

ciyi+--+cyn=0,

+cyi"P =0,
ey = f,

2)
ciy"?

0
ey



Dosadime do (6) a dostaneme tuto sadu podminek:

ciyi+--+cyn=0,

" ey =0,
qu1(n 1) . C;,y,gn 1) f
neboli
ci(1) 0
u(t) - : =



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla

y1(t) ‘- Yi—1(t) 0 Yip1(t) e yn(t)
yi(t) S /A ()] 0 yha Ya(t)
() = —
0= G |, '
R T ,(L 2>(t> R S0
A 0w y,‘ﬁ?”(f) 1y v m o A



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla

T S TPR A T() B B /A01() B ()
yi(t) N w() 0 yha Ya(t)
() = — :
0= 0w | .
R T A CT
A e T T

Prava strana predchoziho vztahu je spojita funkce v t,
takze hledana ¢;,i = 1, ..., n, miZzeme nalézt jako
primitivni funkci k pravé strané.



Metoda specialni pravé strany

Véta 10.7
Necht
f(t) = e - (P(t) cosvt + Q(t)sinvt),

kde 1,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje feseni
rovnice (6) ve tvaru

Yo(t) = tme"t - (R(t) cos vt + S(t)sinvt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stuperi P, stupert Q} a m € NU {0} udava, jakou
nasobnost ma cislo i + iv jakoZto kofen
charakteristického polynomu.



Metoda specialni pravé strany

Véta 10.7

Necht
f(t) = e - (P(t) cosvt + Q(t)sinvt),

kde 1,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje feseni
rovnice (6) ve tvaru

Yo(t) = tme"t - (R(t) cos vt + S(t)sinvt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stuperi P, stupert Q} a m € NU {0} udava, jakou
nasobnost ma cislo i + iv jakoZto kofen
charakteristického polynomu.

Bez dikazu.



