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Véta 9.19 (aditivita Newtonova integralu)

Necht a,b,c e R*,a< c < b.
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(a) Jestlize existuje Newtonuv integral funkce f na
intervalu (a, b), potom existuji integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a plati
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(a) Jestlize existuje Newtonuv integral funkce f na
intervalu (a, b), potom existuji integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a plati

/abf(x)dx:/acf(x)dXJr/be(x)dx. (1)

(b) Jestlize existuji Newtonovy integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a f je spojita v c, pak
plati (1), pokud ma prava strana smysl.
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funkce F v bodé c, jakozto spoijité funkce na (a, b), vlastni
jednostranné limity.
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(a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b). Pak
je F primitivni k f i na intervalech (a, ¢) a (c, b). Navic méa
funkce F v bodé c, jakozto spoijité funkce na (a, b), vlastni
jednostranné limity. Tedy plati

/b f(x)dx = [FI2 = [FIS+[F]5 = /cf(x) dx+/b f(x)dx.
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(b) Necht F je primitivni k f na (a, ¢) a G je primitivni k f
na (c, b).



(b) Necht F je primitivni k f na (a, ¢) a G je primitivni k f
na (c, b). Funkce f je spojita v bodé c, a proto je omezena
na jistém okoli bodu c.



(b) Necht F je primitivni k f na (a, ¢) a G je primitivni k f
na (c, b). Funkce f je spojita v bodé c, a proto je omezena
na jistém okoli bodu c. Nalezneme tedy § >0a K > 0
takové, ze a < ¢ — § a |f(x)| < K pro kazdé x € (¢ — ¢, ¢).
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Potom podle Véty 9.18 pro kazdé x € (¢ — 4, ¢) plati

—K(x—c+6):/x (—K)dtg/x f(t)dt
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(b) Necht F je primitivni k f na (a, ¢) a G je primitivni k f
na (c, b). Funkce f je spojita v bodé c, a proto je omezena
na jistém okoli bodu c. Nalezneme tedy § >0a K > 0
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Dale plati [, f(t)dt = F(x) — F(c — &) pro kazdé
x € (c —4,c), nebot F je spojitd na (a, c).
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vySe uvedeného plyne, Ze tato limita je vlastni.
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Limita lim,_,._ F(x) existuje podle pfedpokladu véty a z
vySe uvedeného plyne, Ze tato limita je vlastni. Obdobné
plati, Ze limy_,c. G(x) je vlastni. Pfic¢tenim vhodné
konstanty k funkci G mazeme zaridit, aby

lim F(x)= lim G(x).
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Funkce |f| mé jakoZto spojité funkce na intervalu funkci
primitivni. OznaCme ji F.
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Dukaz Véty 9.20

Funkce |f| ma jakozto spojité funkce na intervalu funkci
primitivni. Ozna¢me ji F. Protoze |f| > 0, je F neklesajici.
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Poznamka

Necht a,b € R*, a < b, F a G jsou funkce definované na
(a, b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné
limity F(a+), F(b—), G(a+) a G(b-).
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vlastni nenulovou derivaci na («, 3) a plati

#((a, 8)) = (a, b). Potom

/f dx_/f (1) ot



Véta 9.22 (substituce pro Newtonuv integral)

Necht a,b,a, € R*, a< b, a < 3, f je funkce definovana
na (a, b) a ¢ je funkce definovana na («, ). Necht » ma
vlastni nenulovou derivaci na («, 3) a plati

#((a, 8)) = (a, b). Potom

/f dx—/f (1)] dt,

jestlize ma alespori jedna strana smysl.



Funkce ¢ ma na intervalu («, 3) vlastni derivaci.

4«0 «F>r « =) 4

DA



Dukaz Véty 9.22

Funkce ¢ ma na intervalu («, 3) vlastni derivaci. Z
Darbouxovy vlastnosti derivace, ze funkce ¢’ neméni na
(e, B) znaménko.



Dukaz Véty 9.22

Funkce ¢ ma na intervalu («, 3) vlastni derivaci. Z
Darbouxovy vlastnosti derivace, Ze funkce ¢’ neméni na
(o, 8) znaménko. Predpokladejme, Ze ¢’ je zdporna na

(a, B).



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx.



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+).



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce

(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o .



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce
(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o p. Mame

lim o(f)=a, lim p(t)=>b

t—p_ t—ay



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce
(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o p. Mame

lim o(f)=a, lim p(t)=>b

t—p_ t—ay

lim F(p(t) = lim F(x), lim F(e(t) = lim F(x).

t—ay X—b_ t—6_— X—ay



Odtud dostavame

/ Fo(1)|(1)] dit



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f Vdt = [-F o g]?



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f Vdt = [-F o g]?

— lim F(x)+ lim F(x)

X—ay X—b_



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f Vdt = [-F o g]?

— lim F(x)+ lim F(x):/bf(x)dx.

X—ay X—b_



Nyni predpokladejme, Ze existuje integral

J7 (e (t))¢' (1) dt.



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(foso)lwl —(fop)¢



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f.



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ¢ '(x)

X—ay



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ©~'(x) =8, lim ¢ (x)

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ¢ '(x) = 53, I|m 0 (X)) = a,

X—ay —b_
a tedy
lim G(e~'(x)) = lim G(t),

X—at t—6—



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o ' (x) =4, lim ¢ '(x) =aq,

X—ay X—b_
a tedy
lim G(e~'(x)) = lim G(t), lim G(¢ '(x))

X—ay t—p- X—b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o ' (x) =4, lim ¢ '(x) =aq,

X—ay X—b_
a tedy
lim G(e ' (x)) = lim G(), lim G(¢ '(x)) = lim G(t).

X—at t—p- X—b_ t—ay



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

/ab f(x)dx



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

/bf(X)dX: [-Go ]’



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

b B
| fodx=-Goult= [ fe)l (o)t



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

b B
| fodx=-Goult= [ fe)l (o)t



Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro
funkce)

Necht a € R*, 6y > 0, a funkce F je definovana alespori
na P(a, do).



Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro
funkce)

Necht a € R*, 6y > 0, a funkce F je definovana alespori
na P(a, do). Potom existuje viastni limy_., F(x) prave
tehdy, kdyz je splnéna nasledujici

(tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:



Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro
funkce)

Necht a € R*, 6y > 0, a funkce F je definovana alespori
na P(a, do). Potom existuje viastni limy_., F(x) prave
tehdy, kdyz je splnéna nasledujici

(tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:

Ve>0390>0Vx,y € P(a,d): |[F(x)— F(y)| <e.



Q>



= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
AcR.

DA



= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht ¢ > 0 je dano.

DA



Dukaz Véty 9.23

= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht £ > 0 je dano. K nému nalezneme § € R
kladné, ze

Vx € P(a,d): |[F(x)—A| <e.



Dukaz Véty 9.23

= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht £ > 0 je dano. K nému nalezneme § € R
kladné, ze
Vx € P(a,d): |[F(x)—A| <e.
Pak pro kazdou dvojici x, y € P(a, ) mame

IF(x) = F)| < |F(X) — Al + A= F(y)| <e+¢e=2e.



Q>



< Necht plati podminka véty.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, d).



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné
0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné

0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou. K §
nalezneme ny € N takove, Zze pro n € N, n > ny, plati
|x, — al < 0.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné

0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou. K §
nalezneme ny € N takove, Zze pro n € N, n > ny, plati
|x, — al < 0. Pakpron,me N, n,m> ng, plati

|F(xn) — F(xm)| < e.



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A =lim F(xp).



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A = lim F(x,). Pak limy_,, F(x) = A. Vezméme totiz
libovolnou posloupnost {y,} v P(a, ) konvergujici k a.



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A = lim F(x,). Pak limy_,, F(x) = A. Vezméme totiz
libovolnou posloupnost {y,} v P(a, ) konvergujici k a.
Necht e € R, e > 0. Knému nalezneme € R, 5 >0z
Bolzanovy—Cauchyovy podminky. Necht n; € N je takové,
ze

Vne N,n> ny: Xy, yn € P(a,0).



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
\F(¥n) = Al < [F(Vn) — F(Xa)| + |F(Xn) — Al < e+ ¢e = 2.

Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A.



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
F(Yn) = Al < [F(yn) — F(ta)| + |F(x0) — Al < &+ = 2¢.

Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A. O



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
[F(yn) = Al < [F(¥n) = F(Xn)l + [F(Xn) — Al <e+e=2e.
Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A. O

Poznamka
Tvrzeni Véty 9.23 plati obdobné i pro jednostranné limity.



(a,b). Potom f € N'(a,b).

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena spojita funkce na

DA



Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F.

DA



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{ =, b — a}.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

[F(y)=F()]



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

/Xy f(t) dt‘

IF)=F()I =




Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

dt‘</ I£(1)| dt

IF)=F()I =




Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

/y f(t)dt‘ < /y|f(t)ydt < Kly—x|



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘g/ £(£)|dt < K|y—x| < K&



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.
Existence vlastni limity v b zleva se dokaze obdobné.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.
Existence vlastni limity v b zleva se dokaze obdobné.
L]



Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Poznamka

Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.
Napftiklad funkce f(x) =1, x € (0, 00), je spojita a
omezend na (0, o), ale f ¢ N (0, ).



Poznamka

Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.
Napftiklad funkce f(x) =1, x € (0, 00), je spojita a
omezena na (0, 00), ale f ¢ N(0,00). Funkce

f(x) = arctg(x), x € R, je na intervalu R take spojita a
omezena, integral [~ f(x)dx v8ak dokonce ani
neexistuje.



Véta 9.25 (vztah Riemannova a Newtonova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f ma Riemannuv integral na
[a, b] a Newfonuv integral na (a, b). Potom

(R) /bf(x) dx = (N) /bf(x) dx.



Zvolme € > 0.

(O AEr A= o«

it
v

Q>



Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b],

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovskeé integrovatelnosti 6 > 0 takové, ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovské integrovatelnosti o > 0 takové, Ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati

|th/ X11 /f dX’<£



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovskeé integrovatelnosti 6 > 0 takové, ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati

|th/ X11 /f dX’<£

Vezméme déleni D = {x;}!_, 0 normé mensi nez 6.
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Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
na [a, b]. Navic H' = fna (a,b). Prokazdé iec {1,...,n}
pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni bodu

ti € (Xi_1, X;), ktery spliuje

H(xi) — H(Xi—1) = H'(t)(X; — Xi-1)



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
na [a, b]. Navic H' = fna (a,b). Prokazdé iec {1,...,n}
pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni bodu

ti € (Xi_1, X;), ktery spliuje

H(X,’) — H(X,'_1) = Hl(t,')(X,' — X,'_1) = f(t,')(X,' — X,'_1).
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Pak

(N) / fx) dx



P

/ f(x)dx = I|m F(x)— lim F(x)

X—b_ X—a+



P

/f x)dx =

lim F(x

X—b_

(x) — lim F(x) =

X—ayt

H(b) — H(a)



P

/f dX—I|mF

= H(x,) — H(x0)

(x) — lim F(x) =

X—ayt

H(b) — H(a)



P

/ f(x)dx = lim F(x) — lim F(x) = H(b) - H(a)

X—b_ X—a+

= H(xs) — H(xo) = Y (H(x) — H(x_1))

i=1



P



P



P



P



Disledek 9.26

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f € R(a,b) N N(a,b) a

(R) /abf(x) dx = (N) /ab f(x) dix.



