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9.2 Newtonuyv integral



Necht a, b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b).
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Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f ma na intervalu
(a, b) Newtonuv integral, pfipadné ze Newtondyv integral
z funkce f na intervalu (a, b) existuje, jestlize
e f mana (a, b) primitivni funkci F,
e existuji limity limy_,4, F(x) a limy_p_F(x) (nikoli nutné
vlastni),
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek
mnoziny R*.
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Definice

Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

Tuto hodnotu pak znac¢ime symbolem fab f(x)dx. Pokud
a > b, polozime [ f(x)dx = — [ f(x) dx. Jestlize

f: f(x) dx € R, pak fikame, ze Newtonuv integral z
funkce f na intervalu (a, b) konverguje, v opacném
pfipadé fikame, Ze diverguje.



Oznaceni

Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a
Riemannovym integralem z funkce f na intervalu s
krajnimi body a a b, kde a, b € R, a < b, budeme pouzivat
oznaceni

(N)/abf(x)dx a (R)/abf(x)dx.
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Oznaceni

Necht a, b € R*, a < b. Mnozinu vSech realnych, které
maji na intervalu (&, b) konvergentni Newtonuv integral,
znaCime symbolem N (a, b).

Necht funkce F je definovana na (a, b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity lim,_, .. F(x) a
limyx—p— F(x). Potom budeme znacit

F(a+) = limy_a+ F(Xx), F(b—) = limxp- F(x) a

[F]2 = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl.
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V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) [;° x> dx.

Plati
) [QLHXO“H]:O 0, (ORS (—1700),
(N)/1 x*dx = [O%HXQ“L = %, a € (—oo,—1),



Poznamka
;

(a) Z predchoziho pfikladu vidime, ze funkce f(x) = 7 je
na intervalu (0, 1) newtonovsky integrovatelna, ale neni
na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovatelna, nebot na (0, 1) neni
omezena.



Poznamka
;

(a) Z predchoziho pfikladu vidime, ze funkce f(x) = 7 je
na intervalu (0, 1) newtonovsky integrovatelna, ale neni
na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovatelna, nebot na (0, 1) neni
omezena.

(b) Funkce f(x) = sgn x je intervalu [—1, 1] monoténni, a
tedy také riemannovsky integrovatelna, neni vsak na
(—1, 1) newtonovsky integrovatelnd, protoze na (—1,1)
nema f primitivni funkci.
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Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f € N(a, b).

DA



Véta 9.17 (linearita Newtonova integralu)

Necht a,b € R*, a < b, a o € R Newtonuv integral funkci
f, g existuje na (a, b). Pak
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pokud je vyraz napravo definovan.



Véta 9.17 (linearita Newtonova integralu)

Necht a,b € R*, a < b, a o € R Newtonuv integral funkci
f, g existuje na (a, b). Pak

[+ gonax= [ acs [ o) ox

pokud je vyraz napravo definovan. Dale plati

/abaf(x) ax = a/ab f(x) dx,

pokud je vyraz napravo definovan.



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b).

DA



Dukaz Véty 9.17
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Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(x) +9g(x)dx = [F + GI3 = [F]3 + [Cl3

b b
:/ f(x)dx+/ ag(x)dx.
Obdobné odvodime

b b
/ af(x) dx = [aF]2 = a[F]2 = a/ F(x) dx,

pokud je vyraz a[F]? definovan. O



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b).



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b). Necht plati f(x) < g(x) pro kazde
x €(ab).



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b). Necht plati f(x) < g(x) pro kaZde

x € (a,b). Pak
/b f(x)dx < /b g(x) dx.
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na (a, b). Pak plati
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Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G- F)(x)=9(x) - f(x) =0, xe(ab),

atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto

/ (g0 — F(x)) dx = [G— F2 > 0.
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Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.

Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je

primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
a(a, b). Pak plati

(G- F)(x)=9(x)—f(x) =0, x€(ab)
atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto
[(ot0 ~ 1pax =16 Az =0

Tedy dle Véty 9.17 mame

/abg(x)dx:/ab f(x )dx+/ (g(x) dx>/ f(x



