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Necht a,b € R,a< b, af € R(|[a, b]).
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od f v konecném poctu bodd,



Véta 9.15

Necht a,b € R, a< b, af € R([a, b]).JestliZze g je funkce
definovana alespori na [a, b, kterd se v intervalu [a, b] liSi
od f v kone¢ném poctu bodu, potom g € R([a, b]) a

f: g(x)dx = f: f(x) dx.



Funkce f je omezena,
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Funkce f je omezena, a proto je omezend i funkce g.
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Dukaz Véty 9.15

Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé
X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={xelab]; f(x)#g(x)}.
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Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé

X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={x¢€[a,b]; f(x)# g(x)}. Mnozina J je podle
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Dukaz Véty 9.15

Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé

X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={x¢€[a,b]; f(x)# g(x)}. Mnozina J je podle
predpokladu konecna. Pokud je prazdna, pak je tvrzeni
ziejmé, v opacném pripadé oznaéme m pocet prvki
mnoziny J.



Zvolme € > 0.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu
[a, b] spliujici v(D) < g2 a
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Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[Xi—17Xi]a ie {1,...,”}.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J. Systém S ma tedy
nejvySe 2m prvku, nebot kazdy bod z J je prvkem
nejvySe dvou intervalll z 7.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J. Systém S ma tedy
nejvySe 2m prvku, nebot kazdy bod z J je prvkem
nejvySe dvou intervalll z 7.
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Potom plati

S(f,D) — Zsupf |/|—Zsupg ]

leZ leT

= (supf ~supg)- I,

les
nebot sup, f = sup, g, pokud I € 7\ S.
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Muzeme tedy odhadnout

S(f,D) — S(9. D)l < ) (I supf| +supg])- |/

leS

<> 2K-[I| <) 2K-u(D)
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Muzeme tedy odhadnout

S(f,D) — S(9. D)l < ) (I supf| +supg])- |/

leS

<> 2K-[I| <) 2K-u(D)
leS leS
<2m-2K - -v(D) <.
Obdobné obdrzime

|S(f,D) — S(9.D)| <e.
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Pak
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Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

< S(f,D) +¢



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

b
< S(f,D) +¢ < / f(x)dx + 2¢.



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

b
< S(f,D) +¢ < / f(x)dx + 2¢.

Odtud plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky
intergrovatelna a fab g(x)dx = fab f(x)dx.
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6 > 0 splriujici:



Véta 9.16

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na

intervalu [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b].

(i) Existuje | € R takové, Ze pro kaZdeé = > 0 existuje
§ > 0 splrujici: je-li D = {x;}7_, déleni intervalu [a, b]
takové, Zev(D) < §, ati € [xi_1,x], i=1,...,n, pak

)th, —Xi1)— | <e.



(i) = (i)
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(i) = (ii) Ukazeme, ze podminka (ii) je splnéna pro
I= [P f(x)dx.
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(i) = (ii) Ukazeme, ze podminka (ii) je splnéna pro
I = [P f(x)dx. Zvolme ¢ > 0.
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Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro
I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje o > 0 takoveé,
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(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}/_, déleni splfujici v(D) < o
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(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< S(f, D) </ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
L e [X,',1,X,'], | = 1,...,n,
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(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati
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b
< S(f, D) </ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak
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(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro
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b
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a
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Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

=< S(,0) < 3 )00 — 3

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

I~ < S(1.D) < 3" f(t)(x — %) < S(1.D)

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

| —¢ < S(f,D) < Z F(8) (X — Xi1) < S(f,D) < | + <.

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< §(f,D) < / f(X)dx +e=1+e.
a
Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak
n
I—e < S(f,D) <> f(t)(xi— xi—1) < S(f,D) < I +e.
i=1

Vyrok (i) tedy plati.



(i)=(i)



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R.



=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,

(ii)
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f.



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
0 > 0 podle (ii).



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
d > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}7_, splnujici

v(D) < § mame

‘th, Xi—Xi_1)— 1l <e=1



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
d > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}7_, splnujici

v(D) < § mame

‘th, Xi—Xi_1)— 1l <e=1

pro kazdou volbu bodu f; € [x;_1,x],i=1,...,n.



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7_,



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme
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Méjme t € [a, b] dano libovolné.



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takove, ze t € [x;_1, Xj].
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UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takové, Ze t € [x;_+, X;]. Uvazujme body
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UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takové, Ze t € [x;_+, X;]. Uvazujme body

t:{x,-, e {1,....m\ {j}
Ut i=

N}
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—
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a f je omezena.
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Muzeme tedy pouzit Vétu 9.5. Necht ¢ > 0. Podle (ii)
nalezneme pfislusné 0 > 0. Necht D = {x;}7, je
libovolné déleni [a, b] splfujici v(D) < 6.



Muzeme tedy pouzit Vétu 9.5. Necht ¢ > 0. Podle (ii)
nalezneme pfislusné 0 > 0. Necht D = {x;}7, je
libovolné déleni [a, b] spliujici v(D) < ¢. Pro kazdé
i€{1,...,n} nalezneme t; € [x;_1, xj] takové, Ze

sup f < f(t)+e.

[xi—1,xi]



Pak mame

§(f, D) = i sup f-(X,'—X,'_1)

i=1 [xi—1,X]
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n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [Xi—1.,xi] i=1

n

=Y f(t)(xi — Xi-1) +e(b— a)

i=1
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n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [Xi—1.,xi] i=1

n

= f(t)(X— Xi1) +e(b—a) < [+c+e(b—a).

i=1
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n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [xi—1,X] i=1

—th, —Xi_1)+e(b—a) < I+e+e(b—a).

Obdobné odvodime
S(f,D) > 1—¢c—¢(b—a).



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [xi—1,X] i=1

—th, —Xi_1)+e(b—a) < I+e+e(b—a).
Obdobné odvodime
S(f,D) > 1—¢c—¢(b—a).
Tedy dostavame

S(f,D) — S(f,D) < 2(1 + b — a)e.



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [xi—1,X] i=1

_th, —Xi_1)+e(b—a)<I+e+e(b-a)
Obdobné odvodime
S(f,D) > 1—¢c—¢(b—a).
Tedy dostavame
S(f,D) — S(f,D) < 2(1 4+ b — a)e.

Tedy f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O



Poznamka
Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).

Tedy [Pf(x)dx < I.



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).

Tedy [°f(x)dx < I. Obdobné odvodime [°f(x)dx > I,



Poznamka
Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+¢(1+b— a).

Tedy
/f S(f.D) < |+=(1 + b a).

Tedy [°f(x)dx < I. Obdobné odvodime [°f(x)dx > I, a
tedy / = [ f(x)dx



Poznamka

Podminka (ii) Véty 9.16 je puvodni Riemannovou definici
Riemannova integralu. Nas vyklad sledoval alternativni
pristup, ktery nalezi Darbouxovi.



