16. prednaska, 14.4.2020



Potom f € R([a, b]).

Necht a,b € R, a < b, a f je monoténni funkce na [a, b].

DA



Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a,b]: f(a) < f(x) < f(b)

DA



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5.



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht' ¢ > 0.



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht e > 0. Nalezneme ne N
takové, ze

:—7(b —a)(f(b) — f(a)) <e,



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht e > 0. Nalezneme ne N
takové, ze

:—7(b —a)(f(b) — f(a)) <e,

a zvolime déleni D = {x;}7o, kde x; = a + 24,
i=0,...,n.



Pak plati

n n

S(f,D)-S(f,D) = > sup f-(xi—Xi_1)—> _ inf f(Xi—X_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]



Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)



Pak plati

n n

S(f,D)=S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(X—xi_1)

=1 Xi—1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,-_1)



Pak plati

n n

S(f,D)=S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(X—xi_1)

i=1 [Xi—1,xi] =1 [xi—1,%i]

Z (x7) — F(Xi-1)) (X — Xi—1)



Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)




Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)




Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z (X)) —fx,1 (x—x,-_1)

= > (F%) = F(xi1) b-a
_ b8 h) — f(a)) < =

n
Podle Véty 9.5 tedy plati f € R([a, b]).



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)
Necht a,bc R,a< b, f,gc R([a,b]) aa € R.



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g€ R([a, b)),



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+9 € R([a b]), of € R([a, b])



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g e R([a, b)), af € R([a, b]) a plati

/b(f(x) + g(x)) dx = /b f(x)dx + /b g(x) dx,



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g e R([a, b)), af € R([a, b]) a plati

/b(f(x) + g(x)) dx = /b f(x)dx + /b g(x) dx,

/abaf(x) dx = a/ab f(x)dx.



Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené.

«O» «F»

DA



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).

Je-li | C [a, b] neprazdny interval, plati



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).

Je-li | C [a, b] neprazdny interval, plati

ir}f f+ inlfg < inlf(f +9) a sup(f+9) <supf+supg.
I I I



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame

S(f,D)+S(g9,D) < S(f+g,D) < S(f+g, D) < S(f, D)+5(g, D).



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0.



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

nlim(§(f,D)+Sg, /f dx+/ g(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

nlim‘(g(f,D)—kSg, /f dx+/ g(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

nlim‘(§(f,D)+SgD /f dx+/ g(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

nle(E(f,D)+Sg, /f dx+/ g(x

n—oo

im (S(f.07) + S(9.0,) = | " fxyax + / " g(x) ax



Podle véty o dvou straznicich mame



Podle véty o dvou straznicich mame

lim S(f+g, D)

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

lim S(f+g,D,) = nlim S(f+g, D)

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

b b
lim S(f+g,D,) = lim S(f+g, D,) :/ f(x) dx+/ 9(x) dx.
n—oo a a

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

o b b
lim S(f+g,D,) = nlim S(f+9g,Dp) = f(x) dx+/ g(x) dx.
— OO a a

n—oo

Z Dasledku 9.4 plyne f + g € R([a, b])



Podle véty o dvou straznicich mame

o b b
lim S(f+g,D,) = nlim S(f+9g,Dp) = f(x) dx+/ g(x) dx.
— OO a a

n—oo

Z Dusledku 9.4 plyne f + g € R([a, b]) a

/b(f(x) + g(x)) dx = /b f(x)dx + /bg(x) dx.



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce of je omezena na [a, b).



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf
! /



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf a ir}fozf: air}ff.
! /



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati
supaf = asupf a ir}fozf = air}ff.
1 I

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati
supaf = asupf a ir}fozf = air}ff.
1 I

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo

lim S(af, D) = lim aS(f, D,) = / f(x)dx.

n—oo n—oo



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf a ir}fozf: air}ff.
! /

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo

lim S(af, D) = lim aS(f, D,) = / f(x)dx.

n—oo n—oo
Z Dusledku 9.4 tedy plyne of € R([a, b]) a
f:af(x) dx = « fab f(x)dx



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1.



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame

b
im S(—f,D,) = lim —S(f, Dy) = —/ F(x) dx,

n—oo n—o0



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame
n—oo n—o0

b
im S(—f,D,) = lim —S(f, Dy) = —/ F(x) dx,

n—oo n—oo

im S(—f,D,) = lim —S(f, D) —/b (x) dx.



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame

n—oo n—o0

b
im S(—f,D,) = lim —S(f, Dy) = —/ F(x) dx,

n—oo n—oo

im S(—f,D,) = lim —S(f, D) —/b (x) dx.

Jako vyse proto plati —f € R([a, b]) a
fab —f(x)dx = — fab f(x)dx.



Véta 9.10 (Riemann(v integral a usporadani)

Necht a,b € R,a< b, af,gc R([a, b]) af(x) < g(x) pro
kazdé x € [a, b].



Véta 9.10 (Riemann(v integral a usporadani)

Necht a,b € R,a< b, af,gc R([a, b]) af(x) < g(x) pro
kazdé x € [a, b]. Pak plati

/ab f(x)dx < /ab a(x)dx.



Necht {D,} je posloupnost déleni a limv(D,) =0

DA



Dukaz Véty 9.10

Necht {D,} je posloupnost déleni a lim v(D,) = 0. Podle
predpokladu pro kazdy neprazdny interval | C [a, b] plati
sup, f <sup,g,



Dukaz Véty 9.10

Necht {D,} je posloupnost déleni a lim v(D,) = 0. Podle
predpokladu pro kazdy neprazdny interval | C [a, b] plati
sup, f <sup, g, a tedy

n—oo n—oo

b
/ f(x)dx = lim S(f, D,) < lim S(g, D / g(x



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b].



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b]. Pak plati f € R([a, b]), pravé kdyZ f € R([a,c]) a
feR([c, b]).



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b]. Pak plati f € R([a, b]), pravé kdyZ f € R([a,c]) a
f e R([c,b]). Je-li f € R([a, b]), pak plati

/ab f(x)dx = /: f(x)dx + /cb f(x)dx.



Necht {D}}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu
[a, c], respektive [c, b],

DA



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu
[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0.



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu

[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0. Necht {D,} je déleni sestavajici z délicich bodu déleni
D! a D2.



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu

[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0. Necht {D,} je déleni sestavajici z délicich bodu déleni
D} a D2. Pak plati lim v(D,) = 0.



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].
Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, c] i na intervalu
[c, b], takZe je omezena i na intervalu [a, b).



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].
Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, c] i na intervalu
[c, b], takZe je omezena i na intervalu [a, b]. Pro kazde

n € N pak plati

S(f, D,) = S(f, D}) + S(f, D?),
S(f,D,) = S(f, D)) + S(f, D).



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D})

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D})

n— o0 n—o0



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D:,):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D:,):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo

lim S(f, D?)

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D:,):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo

lim S(f, D?) = lim S(f, D?)

n—oo n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo

lim S(f, D2) = lim S(f, D2) = / f(x



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f, D?) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

lim S(f, Dp)

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f, D?) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

lim S(f,Dn) = lim (S(7,D}) + S(7, D3))

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f, D?) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dy) = lim ( (f, D},)+Sf02 / f(x dx+/ f(x



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S

n—oo n—o0

lim S(f, D?) = lim S(

n—oo n—o0

Tedy mame

lim S(f, Dy) = I|m ( (f,D))+S

n—oo

lim S(f, D)

n—oo

S(f,D}) = /C f(x)dx,
f,D?) = /f
Sf02 /f dx+/f

7



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f, D?) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dy) = lim ( (f, D},)+Sf02 / f(x dx+/ f(x

lim S(f,Dn) = lim (S(f, D}) + S(f,D2))

n—oo

7



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) =

n—oo n—oo

lim S(f, D?) = lim S(f, D?) =

n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dp) = lim ( (f, DY) + S(1, 02

lim S(f, Dp) = lim ( (f, D‘)+SfD2

n—oo

/C f(x)dx,
/ f(x

/f dx—l—/f
/f dx+/f

7



Podle Dusledku 9.4

n||m S(f, D1)—n||m S(f,D}) = / f(x)dx,
nllm S(f, D?) —nllm S(f,D%) = / f(x

Tedy mame

n—oo

im (1. D) = lim (S(1.D}) + S(f, D)) /f dx+/f

lim S(f, Dp) = lim ( (f, D‘)+SfD2 /f dx+/f

n—oo

Dle Dusledku 9.4 plati f € R([a, b]) a také dokazovana
rovnost.



= Ptedpokladejme f € R([a, b)).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezend na intervalu [a, b).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti.



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(, Da) = S(f, D}) + S(f, D?),
S(, Du) = S(f, D}) + S(, D?).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati

< (S(f,D}) — S(f, DY) + (S(f, D?) — S(f, D?))



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati

< (S(f,D}) — S(f, DY) + (S(f, D?) — S(f, D?))

= S(f,D,) — S(f, Dy).



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
feR(a b)),



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f, D})) = 0.

n—oo



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f, D})) = 0.

n—oo

Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska
integrovatelnost f na [a, c].



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot

f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich
lim (S(f, D}) - S(f, DY) = 0.

Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska

integrovatelnost f na [a, c|. Integrovatelnost f na intervalu
[b, c] I1ze dokazat obdobné.



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f,D})) = 0.
Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska
integrovatelnost f na [a, c|. Integrovatelnost f na intervalu
[b, c] I1ze dokazat obdobné. Rovnost za znéni véty plyne z
prvni ¢asti dukazu.



Poznamka
Pro libovolna a, b, ¢ € R plati

/abf(x)der/bcf(x)der/Caf(x)dx:O,

pokud alespon dva z uvedenych integralt existuji.



Poznamka
Pro libovolna a, b, ¢ € R plati

/abf(x)der/bcf(x)der/Caf(x)dx:O,

pokud alespon dva z uvedenych integralu existuji. Tvrzeni
plyne z Véty 9.11 akonvence [ f = — [ F.



