15. prednaska, 8.4.2020



Spoctéte f01 2 dx.
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Prone
D,= {4

N definujme tzv. ekvidistantni déleni
= }]'.7:0 intervalu [0, 1].

DA



Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}], intervalu [0, 1]. Pak lim(D,) = lim % =0 a
plati

S(f, Dn)
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Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}], intervalu [0, 1]. Pak lim(D,) = lim % =0 a
plati

n

sr.o) =Y (1)

J=1

n}
8]
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DA



Reseni

Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}/, intervalu [0,1]. Pak limv(D,) = lim % =0a
plati

—_

n—

S(f,Dy) = i(’%)z% - _
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Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

S(f,Dy)



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

agziyéfl
=1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

n . n

J\21 1 .

D) =D () 5= S
j=1 j=1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

-5 —=nlz‘ -1
j=1 j=1

L%)::E:(£)2 n3§:/ n(n+1)(2n+1).
=1

Tedy
lim S(f, D,) = lim S(f, D,) = 1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

-5 —=nlz‘ -1
j=1 j=1

L%)::§2(£)2 n3§:/ n(n+1)(2n+1).
j=1
Tedy

Pak mame f € R([0,1]) a [ x2dx = 1



Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

«O» «F»

DA



Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova
integralu)
Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(i) feR(a,b]),



Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(i) feR([a, b]),

(i) pro kaZdé = > 0 existuje déleni D intervalu [a, b]
takove, Ze

S(f, D) — S(f, D) < .






(i) = (ii) Necht f € R([a, b]).



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0.



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

2



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

3

2

§(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i Ds.



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b g
—/a f(X)dX+§

N ™

g/bf(x)dx+



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b 5
—/ f(x)dx + - =e¢.
a 2

N ™

g/bf(x)dx+



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+% a §(f,D2)>/bf(x)dx—

3

5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b 5
—/ f(x)dx + - =e¢.
a 2

N ™

b
g/ f(x)dx +

a

Tedy (ii) plati.



(ii) = (i)



(il) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné.



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.
Pak ale mame

0< / X)dx — /f x < S(f,D) — S(f,D) < ¢



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.
Pak ale mame

O</f X)dx — /f S(f,D) — S(f,D) < ¢

Tedy [7f(x)dx = [Pf(x)dx a f € R([a, b]).



Necht / C R je interval a f je funkce definovana alespon
na /.

DA



Definice

Necht / C R je interval a f je funkce definovana alespon
na /. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojita na /, jestlize
plati

VeeRe>030€R,0>0Vx,y el
(Ix =yl <o =[f(x) = f(y)] <o)



stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (x—y|l<o=|f(x)—1fy) <e).

DA



stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (x—y|l<o=|f(x)—1fy) <e).
spojitost na /

VxelVe>030>0Vyel: (x—y|l<d=|f(x)—1fy) <e).

DA



stejnomérna spojitost na /

Ve>036>0VxcIVyel: (x—y|<d=|f(x)—Ffy)| <e).
spojitost na /

VxelVe>030>0Vyel: (x—y|l<d=|f(x)—1fy)l <e).

DA



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /
VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).
Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na

| spojita.
Necht xp € /.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /
VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).
Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na

| spojita.
Necht xp € I. Zvolme ¢ > 0.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f naintervalu / stejnomérné spojita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro .



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splfiujici [x — y| < 4, je |f(x) — f(y)| < e.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splnujici [x — y| < 9, je |f(x) — f(y)| < e. Je-li nyni
y el |x—y|l<djelf(y) —f(x)| <e.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splnujici [x — y| < 9, je |f(x) — f(y)| < e. Je-li nyni
yel |xo—y|<d,je|f(y) — f(x)| < e. Funkce f je proto
spojitda v bodé Xy, respektive je spoijita zleva Ci zprava v xo
v zavislosti na poloze xy v 1.



neni stejnomérné spojité na /.

Necht / = (0,1) a f(x) = 1, x € I. Pak je f spojita na /, ale

DA



Pro n € N poloZzme x, = 15 e

1
ne
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Pro n € N polozme x, = L a y, =

—- Pak pro kazdé
n e Nplati [x, — yn| < 1 a|f(xn) — f(yn)| = 1.

DA



Pro n e N polozme x, = 1 a y, = 5. Pak pro kazdé

n € Nplati [x, — yn| < 1 a|f(x,) — f(ys)| = 1. Pro

e € (0,1) tedy nenalezneme ¢ > 0 pozadované v definici
stejnomeérné spojitosti.



Véta 9.6

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f je stejnomérné spojita na [a, b].



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b].

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je >0

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Fe>0V6>0

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je>0Vs>03x,y €ab]:

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je>0Vs>03x,y €lab]: (]x—y|l <)

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati

Je>0Vs>03x,y €lab]: (|x—y|l <) A(f(x)—fy)| >e).

DA



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,y €lab]: (Ix -yl <d)A(f(x) - f(y)] > e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé

n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
e >0Vs>03x,y € [a b]: (|x—y| <d)A([f(x) = f(y)| > e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé

n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
|Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }2>, konverguijici k bodu x € R.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a [f(xn) = f(yn)| = &

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazenv [a, b).



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

|X_ynk|



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < |X_Xf7k’ + n_k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }3>, konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < ’X_Xnk‘ + n_k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }3>, konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < |X_Xf7k’ + n7k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = klmgof(ynk)

k—o0



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = klmgof(ynk)

k—o0

Plati

0 < [f(Xn,) = F(¥n )| < 1f(Xn,) — FO)| + 1F(X) = F(¥n,)

pro kazdé k € N.



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = kli_>m f(Yn,)-

k—o0

Plati
0 < [f(Xn,) = (W)l < |f(Xn,) — F(X)[ + [F(X) — F(¥n,)l

pro kazdé k € N. Prava strana nerovnosti konverguje k
nule, a tedy
lim ‘f(xnk) - f(ynk)‘ =0.

k—o00



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = k||m f(Yn,)-

k—o0

Plati

0 < [f(Xn,) = F(¥n )| < 1f(Xn,) — FO)| + 1F(X) = F(¥n,)

pro kazdé k € N. Prava strana nerovnosti konverguje k
nule, a tedy

lim ‘f(xnk) - f(ynk)‘ =0.

k—o00

Ale € < |f(Xn,) — f(¥n,)| Pro kazdé k € N, coz je spor.



Potom f € R([a, b]).

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].

DA



Necht < > 0.

(O AEr A= o«

it
v

Q>



Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6).

DA



Dukaz véty 9.7

Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6). Nalezneme § > 0, takové,
ze

Vx,y €la b]: (]x —y| <d=I|f(x)—f(y)| <e).



Dukaz véty 9.7

Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6). Nalezneme § > 0, takové,
ze

Vx,y €la b]: (]x —y| <d=I|f(x)—f(y)| <e).

Zvolme nyni déleni D = {x;}_, intervalu [a, b] takové, ze
v(D) <.



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy
o n

8(f,0) — S(f,D) =S ( sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n

< Z€(Xi — Xi_1)

i=1



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n

< Z&“(X,‘ - X,‘,1) = €(b — a).

i=1



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n
< €(X,'—X,‘,1) :5(b—a).
i=1
Véta 9.5 tedy iika, Ze f je riemannovsky integrovatelna na
[a, b].



