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Necht f je omezena na [a, b).

«O» «FHr «=>»

<

DA



Véta 9.3

Necht f je omezena na [a, b|. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje 5 > 0 takové, Ze pro kazdé deleni D intervalu
[a, b] splriujici v(D) < ¢ plati:



Véta 9.3

Necht f je omezena na [a, b|. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje 5 > 0 takové, Ze pro kazdé deleni D intervalu
[a, b] splriujici v(D) < ¢ plati:

b b
/ f(x) dx > S(f, D) > / F(x) dx — e,

b b
/f(x)dxgg(f, D)g/ f(x) dx +e.



nerovnosti.

DokaZme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b] : |f(x)] < K.
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w(Do) = min{x; — x;_1; i € {1,...,n}}



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b] : |f(x)] < K.

Necht ¢ € R, ¢ > 0, je dano. K nému nalezneme déleni
Doy = {x;}7_, intervalu [a, b] takové, Ze

" b
S(f. Dy) < / Fx)dx + e
, >

Polozme

w(Do) = min{x; — x;_1; i € {1,...,n}}

01 = min{u(Do), 7z }-



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] spliujici v(D) < 5.

DA



Dukaz Véty 9.3

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] spliujici v(D) < 5.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech delicich bodt Dy
a D aoznaCme X = {xo, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Ds.



Dukaz Véty 9.3

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech delicich bodt Dy
a D aoznaCme X = {xo, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, ze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knu(D). (1)

Oznacme D mnozinu intervall prislusejicich déleni D
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Dukaz Véty 9.3

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech delicich bodt Dy
a D aoznaCme X = {xo, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, ze
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Oznacme D mnozinu intervall prislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P. Necht dale |/|
znaci délku intervalu /. Pak

S(f,D) = f-|l
(f. D) ZSL;p I

leD



Dukaz Véty 9.3

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech delicich bodt Dy
a D aoznaCme X = {xo, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, ze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knu(D). (1)

Oznacme D mnozinu intervall prislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P. Necht dale |/|
znaci délku intervalu /. Pak

S(f Zsupf | a S(f,P)= Zsupf .

leD lep



Necht | = [a, 5] € D.



Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsaZeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.
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Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X.



Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti (D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ie{1,....,n—1} takovy, ze a < X; < f5.
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sup f (B - CY),
[aWB]
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Neni-li / v P, protina jeho vnittek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti v(D) < u(Do) existuje prave jeden index
ie{1,...,n—1}takovy, Zze a < x; < 8. V souctu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (/6 - 06)7
[a7B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f-(X;—a)+sup - (5 —X)
[o,x] [X:,8]
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Rozdil téchto vyrazd odhadneme jako

|[sug>]f-(6—a)—([sup]f-(x,-—oz)—i-supf-(ﬂ—x,-))‘

[Xiaﬁ]

DA



Rozdil téchto vyrazd odhadneme jako

|[sug]f-(6—a)—([sup]f-(x,-—oz)—i-supf-(ﬂ—x,-))‘

[Xiaﬁ]
<K(B-a)

DA



Rozdil téchto vyrazd odhadneme jako

|[sug>]f-(6—a)—([sup]f-(x,'—oz)+supf-(ﬁ—x,-))‘

[xi.5]
< K(B—O&)—FK(X/—CY—FB—X,')

DA



Rozdil téchto vyrazd odhadneme jako
|[su[|3:>]f-(6—a)— ([sup]f-(x,-—oz)—i—supf-(ﬁ—x,-))‘
a, L Xj

[xi,B]
<K(@B—-a)+K(x—a+p8—-x)=2K(S - )

DA



Rozdil téchto vyrazd odhadneme jako
|sup f-(B—a)— (sup f-(x;—a)+supf-(8—x))]
[v,] [ev,xi] [,
<K(B—a)+K(Xi—a+—x)=2K(—a) <2Ky(D).

DA



Dukaz Véty 9.3

Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

‘supf (B—a)—(supf-(xi—a)+supf-(8—x)]
Ozﬁ] [C“Xl] [XIB]

<KB—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(S—a) <2Kv(D).

Jelikoz je interval(l z D pravé uvedeného typu nejvyse
n—1,



Dukaz Véty 9.3

Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

‘supf (B—a)—(supf-(xi—a)+supf-(8—x)]
Ozﬁ] [C“Xl] [XIB]

<KB—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(S—a) <2Kv(D).

Jelikoz je interval(l z D pravé uvedeného typu nejvyse
n—1, mame

S(f, D) — S(f, P) < 2Knv(D),

tj. nerovnost (1).



nerovnosti

Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4,

Tf(x) dx < S(f, D)

DA
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DA



nerovnosti

Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4,

Tf(x) dx < S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D)

= €
< S(f, Dy) + >

DA



Dukaz Véty 9.3

Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 44
nerovnosti

/ bf(x) dx < S(f, D) < S(f, P) + 2Knu(D)

b
€ €
— << c—.
5 af(x)dx+2 5
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g

3

Tedy 01 splfiuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii
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Analogicky bychom nasli 6, € R, d, > 0, takové, ze pro
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Dukaz Véty 9.3

Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 44
nerovnosti

/ bf(x) dx < S(f, D) < S(f, P) + 2Knu(D)

g

3

Tedy 01 splfiuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii
nerovnosti.

Analogicky bychom nasli 6, € R, d, > 0, takové, ze pro
kazdé déleni D intervalu [a, b] spliujici v(D) < 6, plati

b b
/ f(x)dx > S(f, D) 2/ f(x)dx —e.

Kladné Cislo 6 = min{ds, d>} pak zjevné vyhovuje
pozadovanym vlastnostem, a dikaz je tedy hotov.

" b
<S(f,00) + 5 g/ F(x)dx +2-



Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

DA



Dulsledek 9.4

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0.
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Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0. Pak

/ bf(x)dx: lim S(f, D,)

n—oo



Dulsledek 9.4

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0. Pak

b b
/f(x)dx: lim S(f,D,) a /f(x)dx: lim S(f, D).

n—oo n—oo



DokaZzeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné.

«O» «FHr «=>»

<

DA



DokaZzeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné. Necht ¢ > 0.

DA



Dldkaz Dusledku 9.4

Dokazeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné. Necht ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3 existuje
d > 0 takove, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b]
splniujici (D) < ¢ plati

S(f,D) < / bf(x) dx +e.



Zvolme ng € N takové, Ze pro kazdé n > ny plati
v(Dp) <.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dldkaz Dusledku 9.4

Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
v(Dp) < 4. Pak pro kazdé n > ny plati

/abf() < S(f, D,) /_ )dx +e.



Dldkaz Dusledku 9.4

Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
v(Dp) < 4. Pak pro kazdé n > ny plati

b )
/ f(x)dx < S(f, D) </ f(x)dx +e.

Tim je dikaz dokoncen.



