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9. Urcity integral
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Definice

Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . .., X, nazyvame délicimi body. Normou
déleni D = {x;}7_, rozumime Cislo

v(D) = max{x; — x1;j € {1,...,n}}.
Rekneme, Ze déleni D’ intervalu [a, b] je zjemnénim

déleni D intervalu [a, b], jestlize kazdy délici bod D je i
délicim bodem D'.
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Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

ZM — X1), kde M; = sup{f(x); x € [x1. x]}.

me — Xj—1), kde m; = inf{f(x); x € [x;1, X},

f(x) dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

f(x) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.
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Definice

m Rekneme, Ze omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemannuyv integral od a do b, pokud

f_:f(x) dx = fabf(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b

je rovna této spolecné hodnoté. Znacime ji f: f(x) dx.
m Pokud a > b, definujeme [ f(x) dx = — [7 f(x) dXx,

v pripadé, Zze a = b, definujeme fab f(x)dx = 0.
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(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fab cdx = c(b — a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

1 xeQ
D(X):{o xeR\Q.

Potom fo x)dx=0a fo x)dx = 1. Riemanniv
integral fu funkce D tedy neeX|stu1e

(c) Plati [} x2 dx = 1 (odvodime pozd&ji).



Definice

Necht a, b € R. Mnozinu vSech funkci, které maji
Riemannuv integral od a do b, znacime R([a, b]).



Poznamka

Necht M;, M, C R, M; ¢ M,. Necht f je funkce
definovana alespon na M,. Potom plati

supf <supf a inff>inff.
M1 M2

M My



Lemma 9.1
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Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(a) Necht D, D jsou déleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)

(b) Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f,Dy) < S(f, Dy).

b )
(©) P/at/'/ f(x) dxg/ f(x) dx.
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Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,
[xi—1,2] [xi—1,%]] [z,x]
dostavame

[Xi—1.,x]]
S(f, D')-S(#,D) > ( inf 1

> (Z—Xj_1+X—Z—X;+X;_1) = 0.
Xj—17Xj]

DA



Dlkaz (a) - pokracovani
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Dlkaz (a) - pokracovani

Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,

[xi—1,2] [Xi—1,%] [z,x] [Xi—1,X]]

dostavame

S(f,D')-S(f, D) > ( inf f) (Z—=Xj—1+X—z—X;+Xxj_1) = 0.

[Xi—1,X]

Tim je dikaz prvé nerovnosti proveden pro pripad, kdy D
obsahuje oproti D jeden délici bod navic. Obecny pfipad
prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukci.

Duikaz tfeti nerovnosti je pak mozno vést obdobné jako
dikaz nerovnosti prvé.



Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D’
zjemnujici Di D'.
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Dikaz (b)

Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D"
zjemnujici D i D'. Dle bodu (a) pak plati

S(f, D) < S(f,D") < S(f,D") < S(f, D).



Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

S(f,D) < inf{S(f,D'); D' déleni [a, b]} = / bf(x) dx.

DA



Dikaz (c)

Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame
o )
S(f, D) <inf{S(f,D'); D' déleni [a, b]} = / f(x) dx.
a
Tedy i

b b
/ £(x) dx = sup{S(f, D); D délent [a, b]} < / (x) dx.



Dikaz (c)

Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame
o )
S(f, D) < inf{S(f, D'); D' déleni [a, b]} — / (x) dx.
a
Tedy i
b )
/ £(x) dx = sup{S(f, D); D délent [a, b]} < / (x) dx.

Tim je ddkaz proveden.



Dusledek 9.2

Necht f je omezena na [a, b], Dy a D, jsou déleni
intervalu [a, b]. Potom

m(b — a) < S(f, Dy) /f

/f S(f, D) < M(b — a),

kde m = inf{f(x); x € [a,b]} a M = sup{f(x); x € [a, b]}.



Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obasahujici body a, b.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz

Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obasahujici body a, b.
Druhd a Ctvrta nerovnost plynou z definice horniho a
dolniho Riemannova integralu.



Dukaz

Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obasahujici body a, b.
Druhd a Ctvrta nerovnost plynou z definice horniho a
dolniho Riemannova integralu. Konec¢né treti nerovnost
plyne z Lemmatu 9.1(b).



