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Integraly typu [ R(t,Vat2+ bt + c) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce.



Integraly typu [ R(t,Vat2+ bt + c) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a+# 0
a | je neprazdny otevreny interval obsazeny v defini¢nim
oboru funkce

9(t) = R(t,Vat* + bt + c).



Integraly typu [ R(t,Vat2+ bt + c) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a+# 0
a | je neprazdny otevreny interval obsazeny v defini¢nim
oboru funkce

9(t) = R(t,Vat* + bt + c).

V zavislosti na vlastnostech polynomu q(t) = at®> + bt + ¢
muzeme pro prevod pouzit nasledujici postup.
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(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati g(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v tER7

a g je tedy na kazdém z intervall I, = (—o0, ) N |,

I, = (o, 00) N I funkci racionalni. Potom na /; a l, muZzeme
nalézt primitivni funkci dfive uvedenym postupem. Pokud
a € 1, pak primitivni funkci na / obdrzime tak, ze
nalezneme primitivni funkci F; na intervalu /; a reSeni F
na intervalu kL. Potom slepime F; a F, + ¢, tak, abychom
dostali spojitou funkci na /, ktera bude primitivni ke g na /.
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(b) Predpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny kofen, tj. b> — 4ac # 0, pak Ize pro
prevod na integraci raciondalni funkce pouzit substituci

o(t)=+Vat2+bt+c—+at, tel.

Pro t € I plati

(1) = 2at+b /3
4 2vat? +bt+c

a odtud snadno diky pfedpokladu b? — 4ac # 0 ovéfime,
Ze ¢'(t) #0prokazdét e I.
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Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, ¢(/) je otevieny
interval a inverzni funkce k ¢ ma tvar

1 c—x?
- 1.
S0 = 5ot xed)

Vypocitejme derivaci funkce ¢~'. Pro kazdé x € D(p 1)
plati
_ —2y/ax® +2bx —2c\/a

(00 = b




Dale mazeme vyjadrit

e (x)) = Vag "+ x.
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e (X)) = Vag =+ x.
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Dale muzeme vyjadrit

c— x?
1) = Va2
go e '(x) = R~ (x),1/a(¢1(x))).

Odtud plyne, Ze funkce (go¢~") - (') je racionalni
funkce definovand na otevieném intervalu ¢(/). Pokud G
znaci k ni primitivni, je G o ¢ primitivni funkce ke g.
Pravé uvedend substituce se vétSinou zapisuje ve tvaru

Vat? + bt + ¢ = Vat + x,

ktery se i lépe pamatuije.
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(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
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Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g Ize na intervalu /, ktery
je podmnozinou (aq, az) psét ve tvaru, ktery byl uveden
v pfedchozim oddile.
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Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na definicnim
oboru D(g) = (—o0,—1) U (—1,00)
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Reseni

Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na defini¢nim
oboru D(g) = (—o0,—1) U (—1,00). Vyraz pod
odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy
Eulerovu substituci v2 + t + 1 = t + x. Vypocteme

x% — 1 X2 — x +1
= X T X7 Lax.
oo 1 —2xp &

Potfebujeme jesté vyjadrit v nové proménné x vyraz
V2 + t+ 1, coz je jednoduché:

x2 —1
VE+t+1=t+x= + X.

1—2x




Nyni provedeme substituci a dostavame po Upravée

/ 2x% —2x + 2
dx.

(x —2)(2x —1)



Nyni provedeme substituci a dostavame po Upravée

dx.

2x2 —2x + 2
/(x—2)(2x—1)

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v Citateli
stejny jako stupen polynomu ve jmenovateli, musime tedy
nejprve provést déleni:

3x
(x —2)(2x — 1)

(2x® —2x +2):(2x* —=B5x +2) =1+
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/ 2x2 —2x + 2
dx

(x—2)(2x —1)

1 1
_/1dx+2/x_2dx—/2x_1dx
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Podle Véty 8.6 ma tedy primitivni funkce k funkci g na
kazdém z intervall (—oo, —1) a (—1, 00) tvar

VEE+t+1—t+2log|VEE+t+1—-1t-2]
1
—Elog\Z\/t2+t—i— —-2t—1|+c¢, ceR



