6 Tayloruv polynom

6.1 Zakladni vlastnosti
Definice. Necht' f je funkce, a € R a f(™(a) € R. Pak polynom

TI () = f(@) + F (@) = a) ot [ @) a)”

nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v bodé a.

Q@) _

(z—a)™

Lemma 6.1. Necht’ () je polynom, st () < n alim,_,, 0. Pak () je nulovy polynom.

Véta 6.2 (Peandv tvar zbytku). Necht’ a € R, f (”)(a) € R a P je polynom stupné nejvyse n.

Pak
o @) = P(2)

=0& P =T/
T—a (;C — a)n

Véta 6.3. Necht’ a,x € R, a < x. Pfedpoklddejme, Ze
o [ je funkce, kterd md v kazdém bodé intervalu [a, x| viastni (n + 1)-ni derivaci,

* © je spojitd funkce na |a,x), kterd md v kazdém bodé¢ intervalu (a,x) vlastni nenulovou
derivaci.

Pak existuje £ € (a, x) takové, Ze

) — f.a T :igp(x)—go(a) (n+1) T — &
) = () = o S feg) o g

Véta 6.4 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht’ a, z, f jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje & € (a,x)

takové, Ze .
flz) =T (x) = mf(nﬂ)(f)(x —a)"".

Véta 6.5 (Cauchydv tvar zbytku). Necht’ a,x, [ jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje £ € (a,x)
takové, Ze

Fla) = Tf*(x) =~ 7D (E) (@ — €)(x — a).
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6.2 Symbol malé o

Definice. Necht' f a ¢ jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ malé o od ¢
(piseme f(x) = o(g(x)), x — a), jestlize plati

limM = 0.

r—a g(x)
Véta 6.6. Necht’ a € R*.

(i) Jestlize
filz) =o(g(2)), x = a, a fo(z) =o(g(x)), z — a,

potom
fi(@) + fo(z) = o(g(x)), v — a.
(i1) Jestlize
fi(z) = o(g1(2)), = a, a fa(x) = o(ga(z)), T — a,
potom

f1(@) f2(z) = o(g1(2)g2(2)), z — a.

(iii) Jestlize

f(z)=o0(q1(z)), z—a, a lim 91(x)

eR,
a—a go(x)

potom
f(x) = o(g2(2)),  — a.

Véta 6.7. Necht’ a,b € R*, f(y) = o(9(y)), y = b, lim,_,, p(x) = b a existuje 6 € R, § > 0,
takové, Ze

Vx € P(a,d) : o(x) #b.
Potom f(p(x)) = o(g(e(2)),  — a.

Konec 1. prednésky, 18.2.2020



7 Ciselné rady

7.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht’ {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZzme
Sm=a1+ag+ -+ Q.

Cislo s,, nazveme m-tym ¢asteénym souétem fady > o2 | an. Prvek a,, budeme nazyvat n-tym
¢lenem fady ) > | a,,. Souftem nekonecné fady > ° | a,, nazveme limitu posloupnosti {s,,},
pokud tato limita existuje. Soucet fady budeme znacit symbolem » > | a,,. Rekneme, 7e fada
konverguje, je-li jeji soucet redlné ¢islo. V opacném piipadé fekneme, Ze fada diverguje.

Konec 2. pfednasky, 21.2.2020

Véta 7.1 (nutnd podminka konvergence fady). Jestlize Fada - | a,, konverguje, pak lim a,, =
0.

Véta 7.2.
(i) Necht' a € R, o # 0. Potom Y~ | a,, konverguje, pravé kdyZ Y | aa,, konverguje.
(il) Necht' " a,a " by, jsou konvergentni Fady. Potomy .~ (a, + by,) konverguje.
(iii) Rada Yo | an konverguje, pravé kdyz plati
Vee R,e >0dng e NVn e N,n > ng

m
VmGN,m>n:’Z a;| <e.

j=n+1

7.2 Kritéria konvergence

Véta 7.3 (srovndvaci kritérium). Necht’ ng € N. Ddle necht’ "> a, a > - b, jsou dvé Fady
splitujici 0 < a,, < b, pro kazdé n € N, n > n,.

(1) Je-li Y~ | b, konvergentni, je rovnéZ " | a,, konvergentni.

(i) Je-li y 7 | a, divergentni, je rovnéZ )~ | b, divergentni.

Konec 3. prednésky, 25.2.2020

Véta 7.4 (limitni srovndvaci kritérium). Necht’ Y a, a Y ., b, jsou Fady s nezdpornymi
¢leny alim,, ., a, /b, = c € R*.

(i) Necht' c € (0,00). Potom )", a,, konverguje, pravé kdyz konverguje > | by,.



(i) Necht' ¢ = 0. Pak konverguje-li Y | by, konverguje i Y~ a,.

oS
n=1

(iii) Necht' ¢ = oo. Pak konverguje-li Y | a,, konverguje iy b,.

Véta 7.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht’ Y | a,, je Fada s nezdpornymi cleny.
Potom plati:

(i) Existuje-li ¢ € (0, 1) takové, Ze
dng e NVn e N,n >ng: /a, < q,
potom " | a,, konverguje.

(i) Je-li limsup /a, < 1, pakje Y " | a, konvergentni.

(iii) Je-li lim {/a, < 1, pakje Y~ a, konvergentni.

(iv) Je-li lim sup {/a, > 1, pak neplatilima,, =0a )~ a, je divergentni.

(v) Je-lilim {/a,, > 1, pak neplatilima, =0a )~ a, je divergentni.
Konec 4. prednésky, 28.2.2020

Véta 7.6 (d’ Alembertovo podilové kritérium). Necht' >~ | a,, je fada s kladnymi leny.

(i) Existuje-li ¢ € (0, 1) takové, Ze

a
dng e NVn € N,n >ng: ntl

potom >~ a, konverguje.
(i) Je-li limsup “= <1, pak je > | an konvergentni.
(iii) Je-li lim “*+ < 1, pak je 3" | a,, konvergentni.

(iv) Je-li lim aZ—:l > 1, pak neplati lima, = 0a ", a, je divergentni.

Véta 7.7 (kondenzacni kritérium). Necht’ {a,} je nerostouci posloupnost nezdpornych Cisel. Pak
Fada " | a, konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje fada » " 2" agn.

Véta 7.8. Necht’ o € R. Rada > o 1/n® konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

Véta 7.9 (Leibniz). Necht’ {a, }5°, je monotonni posloupnost, kterd konverguje k 0. Pak Fada
Fada " (—1)"a, konverguje.

Konec 5. prednésky, 3. 3.2020



7.3 Absolutni konvergence

Definice. Rekneme, Ze fada ) -, a, je absolutné konvergentni, jestlize je fada >~ | |a,|
konvergentni. Je-li fada >~ | a, konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, ffkame, Ze je
neabsolutné konvergentni.

Véta 7.10. Je-li fada Y " | a,, absolumé konvergentni, je rovnéZ konvergentni.
Definice. Necht' p: N — N je bijekce. Pierovnanim fady > | a,, rozumime fadu ) " | a,(,).

Véta 7.11. Necht' Y | a, je absolutné konvergentni fada ay " | an) je jeji pFerovndni. Pak
Yool | Gp(n) je absolutné konvergentni a md stejny soucet jako Y | ay.

Véta 7.12 (Riemann). Necht’ Fada > ", a, je neabsolutné konvergenini. Pak pro libovolné

n=1
s € R* existuje bijekce p: N — N takovd, Ze Y~ | apn) = .
7.4 Soucin rad

Definice. Cauchyovym sou¢inem fad >~ a,a ) ~_, b, budeme rozumét fadu

i(i ak+1—ibi>~

k=1 =1

Véta 7.13 (Mertens). Necht’ Fada -, a,, absolutné konverguje a fada " >°_, b,, konverguje.
Potom

i<§: akJrlfibi) = (g an) ~ (mi::l bm).

Konec 6. prednésky, 6. 3.2020

Véta 7.14 (Abel). Necht' Y " an, Y ~_, by jsou konvergentni fady, jejichz Cauchyiv soucin

m=1
konverguje. Pak plati

(3 wm) = () ()

7.5 Posloupnosti a rady s komplexnimi ¢leny

Definice. Necht' {a,} je posloupnost komplexnich &isel a 2 € C. Rekneme, Ze posloupnost
komplexnich ¢isel konverguje k z € C, jestlize plati

VeeR,e >03dng e NVn e N,n>ng: |a, — 2| <e.

Piseme lim a,, = .



Definice. Necht' {a,,} je posloupnost komplexnich &isel. Pro m € N polozme
Sm =a1 +as+ -+ ap.

Cislo s,, nazveme m-tym Casteénym souctem fady > > | ay,. Prvek a, budeme nazyvat n-
tym ¢lenem fady Y | a,. Souctem nekone¢né fady Y | a, nazveme limitu posloupnosti
{sm}, pokud tato limita existuje (jako prvek C). Soucet fady budeme znacit symbolem » >° | a,,.
Rekneme, e fada konverguje, je-li jeji soutet komplexni &islo. V opaéném piipadé fekneme,
Ze fada diverguje.

. ~ v v o0 . v s . “v . v o0
Definice. Rekneme, Ze fada ) " | a, je absolutné konvergentni, jestlize je fada )~ |a,|
konvergentni.

Véta 7.15. Je-li fada komplexnich Cisel y .~ | a,, absolutné konvergentni, je rovnéZ konvergentni.
Definice. Komplexni exponencialni funkci rozumime funkci exp: C — C definovanou pied-

pisem
oo

1
exp(z) = Z ﬁz", z € C.
n=0 "

8 Primitivni funkce

8.1 Zakladni vlastnosti

Definice. Necht' funkce f je definovdna na neprizdném otevieném intervalu /. Rekneme, Ze
funkce F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati F'(z) =

f(z).
Konec 7. prednésky, 10. 3.2020

Véta 8.1. Necht’ F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Pak existuje
¢ € R takové, Ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé x € I.

Oznaceni. MnozZinu vSech primitivnich funkei k funkci f oznacujeme symbolem

/f@ﬂm

Pro popis této mnoZiny budeme pouZzivat znaceni

/f@ﬂxéF@L vel,

Jednotlivé Easti symbolu [ f(z)dz jsou znak integralu [, integrand f(z) a symbol dx
oznacujici proménnou, vzhledem k niZ integrujeme.



Tabulkové integraly
n+1

T r€R pron € Z,n>0;z € (—00,0)nebo xz € (0,00) pron € Z,
n

. xoz—‘rl
/xadx—a+1, z € (0,00) proa e R\Z

—_

—dx = log|z|, € (—o0,0) nebo z € (0, 0)

efdr=¢e*, reR

Cc .
coszdr =sinz, xr € R

/sinxdx = _cosx, T €R

1 c
Coszxd:v:tgx, € (—m/2+km,n/2+km),k€EZ
1 .
——dz =cotgw, v € (kn,m+kn), ke Z
sin® x
1

— dz = arcsinz, x € (—1,1)
—x

dz = arccosz, x € (—1,1)

=

1 c
/1+x2dx:arctgcc, r€R

-1 .
/ 52 dx = arccotgx, r € R

Véta 8.2. Necht' f je spojitd funkce na otevieném neprdzdném intervalu 1. Pak f md na I
primitivai funkci.

Véta 8.3. Necht’ f md na otevieném intervalu I primitivni funkci F', funkce g md na I primitivni
funkci G a a, 5 € R. Potom funkce aF + BG je primitivni funkci k of + Bg na 1.

Véta 8.4 (integrace per partes). Necht’ I je otevieny interval a f je spojitd na I, F je primitivai
funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na 1. Pak plati

/g(x)F(x) dr = G(z)F(x) — /G(a:)f(a:) dv, x¢€l.



Véta 8.5 (Darboux). Necht’ f md na otevieném intervalu I primitivni funkci. Potom f zobrazuje
kaZdy interval J C I opét na interval.

Véta 8.6 (prvni véta o substituci). Necht’ a,b,c, B € R*, a < b, a < f, F je primitivni funkce k
f na(a,b), ¢: (a, ) — (a,b) a pro kazdé t € (a, ) existuje viastni ©'(t). Potom

/ o) (B dt < F(o(t)), 1€ ().

Véta 8.7 (druhd véta o substituci). Necht’ a,b,c,f € R*, a < b, a < 5, ¢: (o, ) — (a,b),
pro kaZdé t € (a, ) existuje @' (t) viastni a nenulovd a ¢ ((o, 5)) = (a,b). Necht’ f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

/ Fet) gty dt < G(t), e (a.B).

Pak
/f(x) dv = G(p '(2)), € (a,b).

Konec 8. prednésky, 16. 3.2020

Pozndmka. Chceme-li pouzit Vétu 8.6 prfi vypoctu primitivni funkce k funkci g, je tfeba nalézt
funkce f a @ tak, aby platilo g = (f o ) - ¢'.

[ #eet
/ f(z)da

Casto postupujeme tak, 7e nejprve zvolime funkci ¢ a k ni pak uréime funkci f. Formélng jsme
tedy provedli substituci p(t) = z a ¢'(t) dt = dz.

Pozndmka. V pripad€, Ze se nam nepodafilo tvar funkce f predchozim zptisobem nalézt, ale
derivace funkce ¢ je vSude kladna (resp. vSude zdpornd), miZeme postupovat ndsledujicim
zplisobem. Vyraz ¢ nahradime vyrazem ' (z) a vyraz dt vyrazem (o ') (z) dx, tak obdrZime
vyraz [ g(¢ 7' (z))(p~") (x) dz. Integrand je potom hledanou funkei f. Platf totiz

Fle®) - ¢'(t) =gl (e®)) - () (e(1) - ¢ (t) = g(t),
pfi¢emZ posledni rovnost plyne z véty o derivaci inverzni funkce (Véta 5.4).

Pozndmka. Véta 8.2 1ik4, Ze spojitd funkce na otevieném intervalu méd vzdy primitivni funkci.

Ne vzdy je ale moZno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci elementdrnich funkci — pfes-
néji pomoci konecného poctu scitdni, ndsobeni, déleni a sklddani elementdrnich funkci. Tuto
vlastnost ma naptiklad funkce e~**, diikaz viak nenf snadny.



8.2 Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét redlnou funkci, kterd je podilem dvou polynomd,
pfi¢emZ polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

1
Priklad. Necht' n € IN. Urcete primitivni funkci k ———— na R.
(14 22)
Véta 8.8. Necht’ P(z) = a,a™ + -+ + a1x + ag je polynom stupné n s redlnymi koeficienty.
Pak existuji redlnd Cisla x4, . .., xy, a1, ...,qp B, ..., 0 a pfirozend Cisla py, ..., pr, Q1,5 -- -, q
takovd, Ze

P(z) = an(x — 2)P* -+ (2 — )P (2% + gz + )7 - - -
e (2 g+ B,

e Zddné dva z polynomii x — 1, . .., v —xp, 22+ 12+ B4, . .., 22+ + B nemaji spolecny
koren,

e polynomy 2% + cnx + By, ..., 2% + ayx + B nemaji Zddny redlny koven.
Diikaz. Necht’ xq, ...,z jsou vSechny (navzajem rizné) realné koreny polynomu P s ndsobnos-
tmi pq,...,pr a 21, ..., 2 jsou kofeny polynomu P s kladnou imaginérni sloZzkou s ndsobnostmi
q1, - - -, q. Potom jsou téz Cisla z7, . . . , z; kofeny polynomu P s ndsobnostmi ¢, . . . , ¢;. MiZeme
tedy psat

P(z) = ap(x — )P -+ (& — 2p)P*(x — 20) M (2 — 20) " - -

e (I — ZZ)QZ($ _ Z_l)ql-

Dadle plati (v — 2;)(x — %) = 2* + (—2; — Z;)x + 2;Z;. Ob& &isla —z; — 7;, 2;Z; jsou redlnd, a proto
miZeme poloZit o; = —z; — Z; a 3; = z;Z;. O

Véta 8.9 (rozklad na parcidlni zlomky). Necht’ P, () jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze st P < st () a necht’

Q(z) = an(x — 21)P' -+ (2 — )P (2% + . + ) - -
. ($2 + o + 5l>ql

. .y . o v v v, 1. 2 xr 1 1
je rozklad polynomu @) z Véty 8.8. Pak existuji jednoznacné urcend redlnd cisla Ay,..., A ...,

A’f,. AR Bi,C},...,B., CL.. .., Bi, cl..., Bél, C’fll takovd, Ze plati

Pr’ q1’ T q1’" e



Qz) (v—ax) (x —x1)P
Ab A,
T T e
Blx + C} Bl xz+Cy
(22 + gz + Br) (22 + aqx + )0
Bla+ Ble+ G

TR :
(22 + qz + ) (22 + aq + ()@
re R\ {xy,..., 21}

Bez dukazu.

Integrace racionalni funkce
M¢éjme polynomy P a (). V pripadé€, Ze stupeit P je vétsi nebo roven stupni (), vydélime
polynom P polynomem () a obdrZzime rozklad

P(z) Z(x)
Q(x) Q(z)’

kde R, Z jsou polynomy a stupeni Z je menS$i neZ stupeni (). Je snadné nalézt primitivni funkci
k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st (), zbyva nalézt primitivni funkci
k racionalni funkci Z/Q), resp. P/, kde stupen Citatele je mensi neZ stupen jmenovatele. Tuto
funkci rozloZime na parcidlni zlomky podle predchozi véty. Jednotlivé parcidlni zlomky pak
zintegrujeme.

= R(x) +

Integrace parcialniho zlomku prvniho typu

z—a)r log |z — al na (—oo,a) ana (a,o00) pron = 1.

/ 1 Az £ ﬁw na (—oo,a) ana (a,c0) pron > 1,
(

Integrace parcialniho zlomku druhého typu

Parciélni zlomek typu
Bx+C

(22 + az + B)7’
kde B,C,a, 3 € R, ¢ € N a polynom x? + ax + 3 nemd zddny redlny kofen, integrujeme takto:

/ Bz +C de/ 2r + « drt
(z24+az+p)2 2 ) (22+ax+B)

Ba 1
+ (C_T) / (x2—|—ax—|—5)qu'




Integrély I; a I, lze spocitat ndsledovné:

T c (1—q)(x2+1a33+5)lI*1 na R pro q > 17
1 =
log(z* + ax +3) naRprog=1;

1
_[2 = / 7 dx
((z + /2)? + B — a?/4)
1 / 1
= dx.
(6 - a2/4)q ( z+a/2 >2 +1 !

\/B—a?/4
V posledni tpravé vyuZivame nerovnost 3 — a?/4 > 0, kterd vyplyvd z predpokladu, Ze
polynom z? + ax + 3 nemé 74dny redlny kofen. Diskriminant rovnice 2> + ax + 8 = 0 je pak

totizZ zaporny. UZitim substituce ¢ = \/x;a—/f/[l prevedeme ulohu na integraci funkce typu
—Q

1
(1+12)e

Integraci této funkce jsme si jiz ukazali.
Konec 9. prednasky, 19.3.2020

Priklad. Urcete primitivni funkci k funkci

Ll e e o Py

Nejprve uréime definiéni obor funkce f. Vyraz 2% + 2z + 2 je vzdy kladny, x> + 2z — 3 lze
rozlozit a plati 2% + 2x — 3 = (z — 1)(x + 3). Odtud je vidét, ze D; = R\ {—3, 1}. Funkce f
je spojitd na celém D;. M4 tedy primitivni funkci na kazdém z intervald (—oo, —3), (—3,1)
a(1,00).

Protoze polynom v Citateli je mensiho stupné neZ polynom ve jmenovateli, miZeme funkci f
rozlozit na Dy na parcidlni zlomky.

T
(22 +2x+2)%(x — 1)(x + 3)
Az + B Cx+ D E F
= + + + (1)

2+2x+2  (2242x+2)?2 x—1 x+43

Vynasobenim této rovnice jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
v = (Az + B)(z* + 22+ 2)(z — 1)(x + 3)+

+(Cx + D)(x — 1)(z + 3)+
+E(z® 427 4+ 2)*(x + 3) + F(2? + 22 + 2)*(z — 1), (2)



ktery plati pro kazdé x € R \ {—3, 1}. Polynomy jsou v8ak spojité na R, a proto vyse uvedeny
vztah (2) plati pro kazdé = € R.
Nyni miZzeme postupovat dvéma zpusoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé a na pravé strané vztahu (2).
°:0=A+E+F,

z':0=4A+ B+ TE + 3F,
23:0=3A+4B+ C +20E + 4F,
2?:0=—-2A+3B+2C+ D + 32E,
x':1=—6A—2B —3C +2D + 28E — 4F,
2':0=—6B —3D + 12E — 4F.

b) Dosadime do (2) Sest riznych Cisel za x a opét ziskdme soustavu Sesti linearnich rovnic
o Sesti neznamych. Nejvyhodnéjsi je dosazovat takova Cisla, pro kterd se nékteré scitance rov-
naji 0 (tj. redlné kofeny jmenovatele pivodniho zlomku — v nasem piipadé ¢isla —3 a 1).

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym dosazenim kofent 1 a —3 do (2)
ziskdme F = 1/100 a F' = 3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy ziskané v a). Z prvni
rovnice mdme A = —1/25, z druhé B = 0, z posledni D = 0 a kone¢né ze &tvrté C' = —1/5.
Tim mame urceny koeficienty v rozkladu (1), ktery ma tedy tvar

B 1 T 1 T
f(z)——%-$2+2$+2—g- (2% 4 2z + 2)?
1 1 3 1
T100 2—17100 z+3

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci k jednotlivym parcidlnim zlomkam.

/de_l/ﬂdx_/;dx
22420 +2 2] a24+2x+2 22 4 2z + 2
1

1
=—log(z?*+22+2)— [ ———d
3 logla” 420 +2) /(:c+1)2+1 v

C

1
=5 log(z® 4 2z + 2) — arctg(z + 1), € R,

x
(22 + 2z + 2)?
1 2z + 2 1
= - dz — dz
2 ) (2% +2x+2)? (22 + 2z + 2)?

1 1 / 1
= -5 5 — 5 dw
22+ 22+ 2 ((x+1)2+1)




¢ 1 1 1 rx+1 1
e - - TEL cte(e+1), z€R
202 4+2x+2 222420 +2 2arcg(:c+ ), @ ’

1 c
/ 1dx:log|x—1|,xE(—oo,l)axE(l,oo),
m_

1 c
/$+3dx:log|x+3|, z € (—o00,—3)ax € (—3,00).

Na kazdém z intervali (—oo,—3), (—3,1) a (1,00) je tak primitivni funkci k funkci f
kterakoliv z funkci

1 T+ 2

1 7
— log(a? + 27 + 2) + — arct )4 ——rrs
og(” + 2z +2) + parctg(z + 1) + 55— ot

20

1 3
+mlog|x—1|+mlog|x+3|+c, kde c € R.

8.3 Trigonometrické substituce

Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
[u, v] — Z aiju'v?

1,j=0

kden € NU{0},a;; € Rproi,j € {0,...,n}. Raciondlni funkci dvou proménnych rozumime
podil polynomii dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Definice. Rekneme, Ze R je licha v prvni proménné, pokud pro ka7dé (r,y) € D(R) plati
(—x,y) € D(R) amame R(—z,y) = —R(x,y). Analogicky definujeme licha v druhé proménné.
Funkce R je suda, pokud pro kazdé (z,y) € D(R) plati (—z,—y) € D(R) a R(z,y) =

Necht’ R je raciondlni funkce dvou proménnych a I je otevieny neprazdny interval. Uvazu-
jme integral tvaru

/R(sint, cost) dt, tel,

pfi¢emZ integrand je definovdn na intervalu /. Pro pfevedeni dlohy na integraci raciondlni funkce
1ze pouZzit nasledujicich substituci.

(a) Je-1i R lichd ve druhé proménné, 1ze uZit substituci sin ¢ = x. Pfesnéji feceno: pouZijeme
Vétu 8.6 pro funkci ¢: I — R definovanou predpisem ¢(t) = sin t. Pfislu$nou funkci f 1ze pak
volit jako raciondlni funkci jedné redlné proménné.

(b) Je-1i R licha v prvni proménné, 1ze uzit substituci cost = .

(c) Je-li R sud4, Ize uzit substituci tgt = x.

(d) Vzdy lze pouZit substituci tg(t/2) = .



Priklad. Spoctéte

sintcost
/—. T dt, t € R.
sin“t + cos*t

Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojitd na R, ma tedy na R primitivni funkci. Oz-

nacme
uv

ut 4+ vt

Potom ¢(t) = R(sint,cost) a vidime, Ze R je lichd v prvni i v druhé soufadnici a je také suda.

Pro pfevod na integraci raciondlni funkce lze tedy uZit jakoukoliv z trigonometrickych substituci.
Vyzkousejme nejprve substituci © = tg(t/2) prot € (—m, 7). Abychom mohli tuto substi-

tuci provést, vypoctéme nejprve

R(u,v) =

2t .24 2t 2
Cost:coszf—sirffzcos PRl 1-tg"s - 1-z
2 2 COSQ%+SiH2% 14+tg?t  14+2%
t t 2sintcost 2x
sint = 2sin = cos — = t2 - 22t = ,
2 2 C082§+Sln 5 1+ 22
2
dt = ——dz.
14 22

Pii ur€eni dz jsme pouZili rovnost t = 2 arctg z.
Substituci pfevedeme zadany integral na integral

2x 1—a?

/ 1422 14a? ) 2 dr — 4/ 2(l —2?)(1+2?) du
2z \4 1—z2\4 2 o 4 — r2)4 '
(322)" + () 1+ 162* + (1 — 22)

1+22

Je vidét, ze jsme dosdhli svého cile. Vyslednd racionélni funkce je ale komplikovand a navic by-

chom museli jesté prekonat potiZe spojené s tim, Ze substituci provadime pouze pro t € (—m, ),

popfipadé na intervalu vzniklém posunutim o 2km, k € Z. Zkusme tedy dalsi substituce.
Substituce x = sint. V naSem piipad€ l1ze funkci g upravit na tvar

sint

- cost.
sin® ¢ + (1 — sin¢)?2

g(t) =

Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je dx = cost d¢, dostivame

[t
— dx
20t — 222 +1

UZitim substituce u = 22 tento integral ddle pfevedeme na

1 1 .1
/4u2—4u+2 " /(2u—1)2+1 u = 5 arctg(2u—1),



kde u € R. Dostadvame tedy
c 1 :
/g(t) dt = B arctg(2sin’t — 1), t € R.

Zkusme jesté substituci x = tgt. Vydélime Citatele i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem

cos® t a dostaneme
tgt tgt 1

- sinttg?t + cos? ¢ T tglt+ 1 costt

(t)

Nyni pouzijeme vztah dx = Fl% dt. Pak je tfeba vypocitat

T e 1 9
dr = —arctgz®, x € R.
/ 1 g BT
Dostdvame tak primitivni funkci  arctg(tg?t), ale pouze na intervalech (—% + km, 2 + km),
k € Z. My vsak vime, Ze funkce f ma primitivni funkci na celém R (je totiZ na R spojita).
Pokusme se shrnout: Pocetné nejjednodussi integrace vysla pfi substituci z = tgt. Pak jsme
ovSem neziskali primitivni funkci na celém Dy. Obdobnd situace je pfi uZiti substituce z =
lepsi — pokud to dovoluje tvar integrované funkce — se jejimu pouZiti vyhnout a pouzit prisluSnou
ze zbyvajicich tif substituci. Z vyse uvedeného je videt, Ze tvar vysledku mizZe podstatné zaviset
na pouZzité substituci, vZdy vSak jde o funkce, které se 1i$i pouze o konstantu.

Konec 10. prednasky, 23.3.2020

1
Priklad. Spoctéte / ——dt.

1+ sin?t

ReSeni
Integrand, ktery oznacime g, je spojitd funkce na celém R, a ma tedy na R primitivni funkci.
Oznacime-li

1
R(u,v) = ——

(u’ U) 1 + u2 bl
potom g(t) = R(sint, cost) a R je sudd. Lze tedy uZit substituci z = tgt prot € (—% +km, 2+
k?ﬂ'), ke Z.

Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme
., 1 1
cos” t = = :
1+tg?t 1+ a2
tg?t 2
sin®t = & v

1
1422

Diéle z rovnosti t = arctg x dostdvame dt = dz podle drive uvedené pozndmky. Substituci

pfevedeme zadany integral na integral

1 1 1 |
. dr = [ ———dz £ — arctg(V22), z € R.
/1+1% 1+ 22 /1+2x2 V2 8(v2r)




Podle véty o substituci tedy plati

1 1

— At £ —arctg(V2tgt), t € (=Z,%) + km, k € Z.
/1+sin2t \/Earcg( gt) (=5.5) +kn

Oznacime-li F'(t) = \/Li arctg<\/§ tg t), je funkce F' primitivni ke g na kazdém z intervalil

(=5 +km, 5+ kn), k € Z. My oviem hleddme primitivni funkci na celém R.. KaZd4 primitivni

funkce G ke g na R je rovna F + ¢, na intervalu (—% + km, 2 + kr), kde k € Zac, € R je
vhodna konstanta. ProtoZe G je spojitd a plati rovnosti

s
lim  G(t Yoo a lim G) = ——— f e,
t—7 lJIrIllﬂrf ( ) 2\/_ Ck t%%lJIrr}mH* ( ) 2\/§ A

musi platit ¢, = ¢ + 7 pro k € Z. Odtud plyne ¢, = ¢y + k:— ke Z.
KaZzd4 primitivni funkce k f ma tedy tvar

> s T T
G(t) = %&I‘Ctg<\/§tg$)+00+k‘7§ prox € (_575)4‘7%,
vz Tt prox = I + k.

8.4 Integraly typu [ R(t, g Zfig) dt

Pii integraci funkce R(t, ¢/ %)’ kde ¢ € N adisla a, b, c,d € R spliji ad — be # 0, 1ze

uzit substituci x = {/ “fj:fl pro prevod na integraci raciondlni funkce.

Priklad. Spoctéte
/ t—1
t(VE+ Ve )
Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0, 00) spojity, a ma zde tedy primitivni funkci.
V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny ¢'/2 a t>/3. Nejmensi spole¢ny nisobek C&isel 2

a 3 je 6. UZijeme tedy substituci z = ¢'/%, ¢ € (0, 00). Odtud odvodime dz = +t=°/6dt, a tedy
dt = 62° dz. Na intervalu (0, co) pak hleddme primitivn{ funkci

6 6
> —1 =1
— . 62°der =6 [ ——du.
x6(x3 + at) x5+t
Protoze v poslednim integrovaném vyrazu je stupen Citatele vétSi neZ stupenn jmenovatele,
musime nejprve délit:
2t —1

([E6—1)2($5+J]4):J]—1+m

(x —1)(x+1)(2*+1)
(x4 1)

=z—1+



1+1 1+1 1
=z — - 4 = - .
r  x? oz xt

Nyni jiZ miZeme integrovat

B-1 ., 11 1
6 mdx:i’)x —6x+610gx+6;—3;+2;,xe(O,oo).

Dle véty o substituci je primitivn{ funkci ke ¢ na (0, co) kazda funkce tvaru

1 1 1
3Vt — 6/t +logt +6— — 3— + 2— + ¢,
R N

kde c € R je libovolnd konstanta.
Konec 11. prednésky, 25.3.2020

Integraly typu [ R(t,v/at®> + bt + ¢) dt

Také integraci funkce R(t, Vvat? + bt + c), kde R je raciondlni funkce dvou proménnych, Ize
prevést na integraci raciondlni funkce. Necht’ tedy a,b,c € R, a # 0 a [ je neprazdny otevieny
interval obsaZeny v definicnim oboru funkce

g(t) = R(t,Vat> + bt + c).

V zavislosti na vlastnostech polynomu ¢(t) = at? + bt + ¢ miiZeme pro pievod pouZit nasledujici
postup.
(a) Pfedpokladejme, Ze ¢ ma dvojnasobny redlny kofen . Pak plati ¢(t) = a(t — ).
Interval [ je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vat) = Valt—al,  teR,

a g je tedy na kazdém z intervall [; = (—oo, )N 1, Iy = (a, 00) N funkei raciondlni. Potom na
I a I, miZeme nalézt primitivni funkci diive uvedenym postupem. Pokud a € I, pak primitivn{
funkci na [ obdrzime tak, Ze nalezneme primitivni funkci F) na intervalu /; a feSeni F, na
intervalu /5. Potom slepime F} a F; + ¢, tak, abychom dostali spojitou funkci na /, kterd bude
primitivni ke g na .

(b) Pfedpokladejme, Ze a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnasobny realny kofen, tj. b? — 4ac # 0,
pak lze pro pfevod na integraci raciondlni funkce pouZit substituci

o(t) =Vat? +bt+c—+/at, tel.

Pro ¢ € I plati
2at +b

/
t) = -
2 l) 2vat? + bt + ¢
a odtud snadno diky ptedpokladu b* — 4ac # 0 ovéiime, Ze ¢'(t) # 0 pro kazdé t € I.

Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, (/) je otevieny interval a inverzni funkce k ¢ ma
tvar

a

c— 12

' (z) = 3 ar b z € p(l).



Vypocitejme derivaci funkce ¢!, Pro kazdé x € D(p!) plati

vy —24/ax? 4 2bx — 2¢y/a

Déle miiZeme vyjadfit

gow '(z) = R(¢™'(2), Va(p~ (2)))-
Odtud plyne, Ze funkce (go 1) (¢ 1)’ je raciondlni funkce definovan4 na otevieném intervalu
(). Pokud G znadi k nf primitivni, je G o ¢ primitivni funkce ke g.
Pravé uvedend substituce se vétSinou zapisuje ve tvaru

Vat? + bt +c = +at + z,

ktery se i 1épe pamatuje.
(c) Pfedpokladejme, 7Ze a < 0. Pak md g dva redlné kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g
prazdny. Oznalme kofeny ¢ jako o a a, piiCemzZ ay < ap. Pro kazdé t € (aq, az) plati

Val®) = Valt =)t = as) = v/=alt - an)y [ F.

Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g 1ze na intervalu I, ktery je podmnoZinou (v, ap) psat ve tvaru,
ktery byl uveden v pfedchozim oddile.

1
dt.
t+VE+t+1

Priklad. Spoctéte /

Reseni
Integrand oznacime g. Funkce g je spojitd na defini¢nim oboru D(g) = (—o0, —1)U(—1, 00).
Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouzijeme tedy Eulerovu substituci v/t2 +t + 1 =

t + x. Vypoclteme

2 —1 2 —x+1
1— 2z (1—22)2

Potfebujeme jesté vyjadfit v nové proménné x vyraz \/t? +t + 1, coz je jednoduché:

2
-1
\/t2—|—t+1:t—|—x:x + .

1 - 22

Nyni provedeme substituci a dostdvdme po dpraveé

202 — 2 + 2
[ &y




V ziskané raciondlni funkci je stupen polynomu v Citateli stejny jako stupen polynomu ve jmen-
ovateli, musime tedy nejprve provést délent:

3z
(x —2)(2z — 1)
Druhy s¢itanec rozloZime na parcidlni zlomky a dostaneme

202 — 22 + 2
/@-2)(23:— e

1 1
:/1dx—|—2/ dx—/ dx
Tr— 2 20 — 1

c 1
::r+210g|x—2|—§log|2:v—1|

(227 — 22 +2): (22> = bz +2) =1+

na intervalech (—oo, 1), (1,2) a (2, 00).
Podle Véty 8.6 md tedy primitivni funkce k funkci ¢ na kazdém z intervali (—oo, —1)
a(—1,00) tvar

VE24+t+1—t+2log|vVi2+t+1—1t—2|
—%log@m-%—l\—i—c, ceR.
Konec 12. prednasky, 30.3.2020
Definice. Kone¢nou posloupnost {z;}"_, nazyvdme délenim intervalu [a, b], jestliZe plati
a=xg<x1 < <x, =0
Body w, ..., T, nazyvime délicimi body. Normou déleni D = {z,}}_, rozumime &islo
v(D) = max{z; —z;_1; j € {1,...,n}}.

Rekneme, 7e déleni D’ intervalu [a,b] je zjemnénim déleni D intervalu [a, b], jestlize kazdy
délici bod D je i délicim bodem D’.
Definice. Necht' f je omezend funkce definovand na intervalu [a,b] a D = {z;}]_, je déleni

[a, b]. Ozname

g(f, D) = ZM]‘({L‘]‘ - ZL'j_l), kde Mj = Sup{f(x),x € [IL‘j_l,ZL‘j]},
j=1

S, D) =S ey — 1), ke my = nf{F ()i € [a1, 2]}
j=1

b
/ f(z)dz = inf{S(f, D); D je d€lenim intervalu [a, b]},

b
/ f(z)dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.




Definice.

* Rekneme, Ze omezend funkce f na intervalu [a, b], a < b, ma Riemanniyv integral od a

do b, pokud f: f(z)dx = fab f(z) dzx. Hodnota integrélu f od a do b je rovna této spolecné
hodnoté. Znatime ji [ f(x) da.

e Pokud a > b, definujeme fabf(ac) de = — [ f(z)dx, v piipadé, 7e a = b, definujeme
fab f(z)dz = 0.

(a) Necht’ a,b,c € R, a < b. Potom ff cdz = c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

)1 zeQ
Dm_{o R\ Q.

Potom folD(x) dr=0a f_OID(a:) dx = 1. Riemanntyv integrdl funkce D tedy neexistuje.

(c) Plati fol 2? dz = 3 (odvodime pozdgji).

Definice. Necht' a,b € R. Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanndv integrdl od a do b,
znacime R ([a, b]).

Pozndmka. Necht My, My C R, M; C M,. Necht f je funkce definovana alespon na M,.
Potom plati

sup [ < su a inf f >inf f.
MPf—Mff inf f > inf f
Lemma 9.1. Necht’ f je omezend funkce na intervalu [a, b|.

(a) Necht' D, D' jsou déleni |a,b| a D' zjemiiuje D. Pak plati

S(f,D) <S(f,D") < S(f,D") <S(f,D)

(b) Necht’ Dy, D jsou déleni intervalu [a,b]. Pak plati

S(f,Dy) < S(f, Da).

(c) Plati /bf(x) dr < /bf(:c) dx.



Dukaz (a)

Druhd nerovnost ziejmé plati z definice. Dokazme tedy prvni. Pfedpokladame-li, ze D =
{z;}, a D’ obsahuje oproti D pravé jeden bod navic, feknéme z lezici mezi body z,_; a x; pro
n&jaké j € {1,...,n}, pak plati

S(f,D") = S(f,D) =( int }f) (z = 2j1) + (inf f)(z; - 2)

[xj_l,z [va]']

— (inf  f)(z; —z520).

[zj—1,7;]

Dukaz (a) - pokracovani
Protoze
inf f> inf f a inf f> inf f,

[zj—1,2] " [wj_1,m] [2,25] [2j—1.2;]

dostavame

S(f,D"—S(f,D) > ([ inf | f) (z—zjo14+2x;—2z—2;+xj-1) =0.
Tim je dikaz prvé nerovnosti proveden pro pfipad, kdy D’ obsahuje oproti D jeden délici bod
navic. Obecny piipad prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukci.

Ditikaz tieti nerovnosti je pak mozno vést obdobné jako diikaz nerovnosti prvé.

Dukaz (b)
Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D" zjemnujici D i D’. Dle bodu (a) pak
plati B B
S(f.D) < S(f,D") < S(f,D") < 5(f, D).

Dukaz (¢)
Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mdme

b
S(f, D) <inf{S(f, D'); D’ déleni [a,b]} = / f(z)dz.

a

Tedy i

b

/ f(z)dx = sup{S(f, D); D déleni [a, ]} < / f(z)dx.

a

Tim je dukaz proveden.

Disledek 9.2. Necht’ | je omezend na |a, b, Dy a Dy jsou déleni intervalu [a,b]. Potom

b b _
m(b—a) < S(f, Dy) < / f(2)de < / f(z)dx < S(f,D2) < M(b—a),

kde m = inf{f(z); z € [a,b]} a M = sup{f(z); = € [a,b]}.



Dukaz

Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a dolniho souctu pro déleni D” obsahujici
body a, b. Druhd a Ctvrtd nerovnost plynou z definice horniho a dolniho Riemannova integralu.
Konecné tfeti nerovnost plyne z Lemmatu 9.1(b).

Konec 13. prednasky, 1.4.2020

Véta 9.3. Necht' f je omezend na [a,b]. Pak pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé
déleni D intervalu |a, b] splﬁujt’ciu(D) < 0 plati:

/ flx)de < S(f,D) < /bf(a:)d:c—l—a
Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou nerovnosti. Funkce f je omezend, a
tedy existuje kladné Cislo K € R takové, ze

Vo € [a,b]: |f(2)] < K.

Necht ¢ € R, € > 0, je ddno. K nému nalezneme déleni Dy = {z;}!" , intervalu [a, b] takové, Ze

b
g(f,D0)</f(a:)dx+%5.

PoloZme
M(DO) = mln{xl — Ti—1, 1 € {1, .. ,n}}

4Kn }

Necht’ nyni D je délen{ intervalu [a, b] spliujici v(D) < ;. Vezmeme déleni P sestdvajici ze
vSech délicich bodi Dy a D a oznatme X = {x, ..., x,} mnoZinu délicich bodid Dy. Ovéime
nejprve, 7e

01 = mm{,u Dy),

S(f,D) < S(f, P)+2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervalll pfislusejicich déleni D a P mnozinu intervall pfisluSejicich
déleni P. Necht’ déle |I \ znali délku intervalu /. Pak

Zsupf a ZSUpf

1eD IeP

Necht' I = [«, B8] € D. Je-li obsazen i v P, ptispévek piislusny tomuto intervalu je v obou
hornich souctech stejny.

Neni-li / v P, protind jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k nerovnosti v(D) < u(Dj)
existuje pravé jeden index i € {1,...,n — 1} takovy, Ze a < z; < 8. V souétu S(f, D) se nyni
vyskytuje vyraz

sup f - (= a),
o8]



zatimco v S( f, P) mdme soudet

sup f - (x; —a)+sup f- (8 — ;)

[o,z5] [x4,6]

Rozdil téchto vyrazi odhadneme jako

\supf (B—a)— (sup f-(z; — )+ sup [ (B— )]
[a,] [o,25] [x;,8]

<SKB-a)+ K —a+p—x)=2K(5—-a) <2Kv(D).
Jelikoz je intervali z D pravé uvedeného typu nejvyse n — 1, mame
S(f,D) = S(f, P) < 2Knv(D),

tj. nerovnost (1).
Pouzitim této nerovnosti pak dostdvame diky volbé d; nerovnosti

/bf(:zc) dz < S(f,D) < S(f, P) +2Knv(D)

b
_g(f,Do)+§§/af(:L’)dx+2-%

Tedy ¢, spliiuje poZadavek dany v tvrzeni druhou sérii nerovnosti.
Analogicky bychom nasli d2 € R, d2 > 0, takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b]
spliiujici v(D) < o9 plati

/abf(w) de > S(f, D) > /abﬂx) dr - c.

Kladné ¢islo 6 = min{dy, d2} pak zjevné vyhovuje pozadovanym vlastnostem, a dikaz je tedy
hotov.

Disledek 9.4. Necht’ a,b € R, a < b, a f je omezend funkce na [a,b]. Necht’ {D,}°, je
posloupnost déleni intervalu [a, b] spliiujici lim v(D,,) = 0. Pak

b
/f( da:—thfD /f Ydx = lim S(f,D,,).

n—oo

Diikaz Dusledku 9.4
Dokazeme pouze druhy vztah, prvni 1ze dokédzat obdobné. Necht’ ¢ > 0. Knému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b] spliiujici v(D) < § plati

S(f,D) < / (o) de+e.



Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati v(D,,) < §. Pak pro kazdé n > ny plati

/abf(x) dz < S(f,D,) < Zf(x) dz +¢.

Konec 14. prednasky, 6. 4.2020

Tim je dikaz dokoncen.

Priklad. Spoltéte fol 22 du.

Reseni
Pron € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {1 } intervalu [0, 1]. Pak limv(D,,) =
lim% = ( a plati

Tedy
limS(f, D,) =1lim S(f, D,) =
Pak méme f € R([0,1]) fox de = 5

Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht’ a,b € R, a < b, a f je omezend
funkce na [a,b]. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:

(i) f € R([a,b]),

(ii) pro kaZdé ¢ > 0 existuje déleni D intervalu |a, b takové, Ze
g(f:D) _ﬁ(va) <E

(i) = (ii) Necht' f € R([a,b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji déleni D;, D, intervalu |[a, b]
takova, Ze

b b
S(f,Dy) < / f)det s a S(7D) > / fla)dr —*

Necht D je déleni intervalu [a,b] zjemiujici D; i Dy. Pak dostaneme diky Lemmatu 9.1
nerovnosti

S(f,D)—S(f,D) < S(f, D1) — 5(f, D)

/f d:c—l———/f dx—l——z



Tedy (ii) plati.
B (ii) = (i) Zvolme € > 0 libovolné. K nému nalezneme déleni D intervalu [a, b] takové, Ze
S(f,D)— S(f,D) < . Pak ale mame

b b
0< / f(z)de / f(x)de < 5(f,D) — S(f.D) < <.

Tedy [*f(z)dz = ["f(z)dza f € R(a,b)).

Definice. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alespoii na I. Rekneme, Ze f je
stejnomérné spojita na /, jestlize plati

VeeR,e>036 e R, 0 >0Vzx,y € I:
(Jz —yl <d=[f(z) = fly)l <e).

Poznamka
stejnomérnd spojitost na

Ve>030 >0V elIVyel: (lx—yl<d=|f(x)— fly)| <e).

spojitost na [

VeelIVe>030>0Vyel: (Jr—yl<d=|f(x)— fy)| <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spojitd, pak je na I spojita.

Necht' 2o € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z definice stejnomérné spojitosti
pro €. Tedy jsou-li z,y € I body spliujici |z — y| < 4, je |f(x) — f(y)| < e. Je-linyni y € I,
lzo —y| < 9,je |f(y) — f(xo)| < €. Funkce f je proto spojitd v bodé x, respektive je spojitd
zleva Ci zprava v xy v zadvislosti na poloze xg v I.

Piiklad. Necht' I = (0,1) a f(z) = 1,z € I. Pak je f spojitd na /, ale nenf stejnom&rné& spojitd
na /.

ReSeni
Pron € N polozme x, = + ay, = 7. Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| < ; a
|f(z) — f(yn)| = 1. Proe € (0,1) tedy nenalezneme § > 0 pozadované v definici stejnomérné

spojitosti.

3=

Véta 9.6. Necht’ a,b € R, a < b, a [ je spojitd funkce na |a,b|. Potom f je stejnomérné spojitd
na [a, b].



Dukaz Véty 9.6
Necht' f neni stejnomérné spojitd na [a, b]. Potom plati

S > 095> 03,y € [a,5]: (lo —yl < 8) A (1f() — F(y)] = ).
M¢éjme tedy kladné £ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé n € N existuji x,,, y,, € [a, b] takovd,
ze
1
T — yn| < " a |[f(zn) — f(yn)| > &

Posloupnost {z,,} je omezend, a proto z ni Ize diky Bolzanové-Weierstrassové vété (Véta 2.15)
vybrat podposloupnost {x,,, }?° ; konvergujici k bodu = € R. Ten je pak obsaZen v [a, b]. Protoze
|x _ymc| < |x _'Ink| + |Ink _ynk| < IZL‘ _xnk| +—,

Nk

konverguje i posloupnost {y,, } k .
Podle Heineovy véty plati

Plati
0 < [f(@n,) = fyn )l < [f (@n,) = f@)] + [ f(2) = f(n,)]

pro kazdé k£ € N. Prava strana nerovnosti konverguje k nule, a tedy
khm ’f(xnk) - f(ynk)l = 0.
—00
Ale e < |f(xpn,) — f(yn,)| prokazdé k € N, cozZ je spor.
Véta 9.7. Necht’ a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na [a,b]. Potom f € R([a,b]).

Dukaz véty 9.7
Necht' ¢ > 0. Funkce f je omezend na [a, b] (Véta 3.12) a stejnomérné spojita (Véta 9.6).
Nalezneme 6 > 0, takové, Ze

v,y € a,b]: (Jo =yl <6 = |f(x) = fFy)l <e).

Zvolme nyni déleni D = {z;}!" , intervalu [a, b] takové, ze v(D) < 0.

Pak proi € {1,...,n} mdme diky stejnomérné spojitosti
sSup f < inf f + €,
[zi—1,23] [2i—1,m3]
a tedy

n

SU.D)=S(1D) =" ( sup f— inf f)-(wi— i)

i—1 lTi—1,wi] [@i—1,24]

< Zé(mi —a;1) =¢(b—a).

Véta 9.5 tedy fikd, Ze f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b].
Véta 9.8. Necht’ a,b € R, a < b, a f je monoténni funkce na [a,b]. Potom f € R([a,]).



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, Ze f je neklesajici. Pak je omezend, nebot’

Vi € la,b]: fa) < f(z) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht’ € > (. Nalezneme n € N takové, Ze

(b= a)(f(0) — (@) <<,

a zvolime d&leni D = {z;}I_y, kde z; = a + =%i,i =0,...,n.
Pak plati

n

S(f,D)=S(f.D) =" sup f-(z;—zi1)— >

i=1 [xif 1 @i]

inf f (xz — J}z’—l)

Py [25—1,24]

- Z(f(xz) — f(xi1)) (i — wio1)

= () Sa)

n
_b—a

(f(0) = f(a)) <e.

n
Podle Véty 9.5 tedy plati f € R([a,b]).

Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu). Necht’ a,b € R, a < b, f,g € R([a,b]) a o € R.
Pak f + g € R([a, b)), af € R([a,b]) a plati

/ab(f(x) 4 g(2)) do = /ab F@)do + /abg(x) dr,

baf(w)dx =a bf(x)dx.
J J

Dukaz Véty 9.9
Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na [a, b], a proto jsou na tomto inter-
valu omezené. Tedy i funkce f + g je omezend na [a, b].
Je-li I C [a, b] neprazdny interval, plati
ir}ff—l—irllfg < il}f(f—i-g) a sup(f+g) <supf+supg.
I I I

Proto pro libovolné déleni D intervalu |a, b] mdme

S(f,D)+S(9,D) < S(f +9,D) <S(f +g,D) <S(f, D) + S(g, D).



Zvolme posloupnost déleni { D,, } intervalu [a, ], jejichZ norma konverguje k 0. Pak dle Dtisledku 9.4
plati

Jim (87,0 + 30.00) = [ s@ar+ [ gyan
lim (S(/, D.) + S(g. Dy (/f dm+/ g(a) de.

Podle véty o dvou straznicich mame

limﬁ(f+g,D)—11me+g, /f dx+/ g(x) dz.

n—oo

Z Dusledku 9.4 plyne f + g € R([a, b)) a

/ab(f(x) +g(@)) dv = /abf(l’) dz + /abg(a:) dz.

Predpokldadejme nyni, Ze plati f € R([a,b]) a & > 0. Funkce o f je omezend na [a, b]. Ddle
pro kazdy interval I C [a, b] plati

supaf =asup f a infaf = ainf f.
I I 1 1

Tedy pro posloupnost {D,,} déleni intervalu [a, b] spliiujici lim v(D,,) = 0 mdme

lim S(af, D,) = lim aS(f, D / f(z
n—oo n—oo
lim S(af, D,) = lim aS(f, D,) —04/ f(z
n—oo n—oo
Z Diisledku 9.4 tedy plyne af € R([a,b]) a f af(z)dr = « f f(x
K dokonceni diikazu nyni staci overit pozadovane tvrzeni pro o = —1. Pro kazdy interval

I C la, b] plati
sup(—f) =—inff a inf(—f)= —sup f;

a tedy pro posloupnost déleni {D,,} intervalu [a, b] spliiujici lim 1/( ) = 0 dostdvame

lgmg(—f,D)—lgm =S(f, Dy) /f
Jim S(~f.D,) = lim ~5(f.D /f

Jako vy3e proto plati —f € R([a, b]) f —f(z)dz = —fa f(2)

Véta 9.10 (Riemanndv integral a uspofddéani). Necht’ a,b € R, a < b, a f,g € R([a,b]) a
f(z) < g(x) pro kazdé x € |a,b]. Pak plati

/abf(:v) dr < /abg(:c) dz.



Dukaz Véty 9.10
Necht' {D,, } je posloupnost déleni alim v(D,,) = 0. Podle pfedpokladu pro kazdy neprazdny
interval I C [a,b] plati sup; f < sup, g, a tedy

n—0o0

b b
[ #@)a = lim 5(1.0,) < lim (9. 0) = [ g(a) .

Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu). Necht’ a,b,c € R, a < ¢ < b, a [ je funkce
definovand na [a,b]. Pak plati f € R([a,b]), pravé kdyZ f € R(la,c]) a f € R([c,b]). Je-li

f € R([a,b]), pak plati
b c b
/ f(z)de = / f(z)dx —i—/ f(z)dx
Dikaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu [a, c], respektive [c, b], pfi¢em?Z jejich
normy konverguji k 0. Necht' {D,,} je délen{ sestavajici z d&licich bodl d&leni D} a D?. Pak
plati limv(D,,) = 0.

<« Predpoklddejme nejprve, Ze f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, ¢] i na in-
tervalu [c, b]. Funkce f je tedy omezend na intervalu [a, c| i na intervalu [c, b], takZe je omezena i
na intervalu [a, b]. Pro kazdé n € N pak plati

S(f, Dn) = S(f, Dy,) + S(f, D),
Podle Dusledku 9.4
i 5(/,D}) = lim S(£.0}) = [ f(a)d,

lim S(f,D?) = hm S(f,D2) / f(x

n—oo
Tedy mdme

lim ﬁ(f,Dn):nli_)m ( (f, DLy + 5( f,D2 / f(z dx+/ f(z

n—o0

lim ?(f,Dn):nle (S(f,DL) +S(f,D2)) / f(x d:c+/ f(z

n—o0

Dle Disledku 9.4 plati f € R([a, b]) a také dokazovand rovnost.
= Predpokladejme f € R([a,b]). Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, b]. PouZijeme
posloupnosti déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliiuje rovnosti

(f; Dn) =
(f; Dn) =

S S(f,D,) + S(f, Dy),
S S(f,Dy) + S(f, Dy).



Pak pro kazdé n € N plati
— S(f.Dy)
< (S(f, D) - ﬁ(f ) + (S(f,D%) = S(f, D))
= S(f. Dy) - §( D).
Ponévadz plati lim(S(f, D,,) — S(f, D)) = 0, nebot’ f € R([a, b)), plati podle véty o dvou
straZnicich

lim (5(f, D}) - S(f. D})) = 0.

n—oo

Odtud jiz plyne z Disledku 9.4 riemannovska integrovatelnost f na [a, ¢]. Integrovatelnost f na
intervalu [b, ¢] Ize dokdzat obdobné. Rovnost za znéni véty plyne z prvni ¢asti diikazu.

Pozndmka. Pro libovolna a, b, c € R plati

/abf(:c)d:c+/bcf(x)dx+/Caf(:z:)dm:

pokud alespon dva z uvedenych integrdlt existuji. Tvrzeni plyne z Véty 9.11 a konvence f; f=
— fb“ f

Véta 9.12. Necht’ a,b € R, a < b, a f € R([a,b]). Pak |f| € R([a,b]) a plati

x)dx‘ < /ab|f(x)|dx

Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b], takZe je omezend na [a, b], a tedy
i|f|je omezena na [a, b].

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — inf |f| < sup f — inf f.
I 1 I 1

Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme 1 > 0. Pak pouZzitim definice suprema a infima nalezneme
x,y € I takova, Ze

[f)l <inf[fl+n a !f(m)\zsgp\f!—
Pak mame

sup [ f| = inf |f| < [f(@)] + 0 = [FW)] + 1 = [f(2)] = /)] + 20

<|f(x) = fy)| +2n < St}pf—ir}ff+2n-

Tim je nerovnost ovéiena.
Zvolme £ > 0. PouZijeme Vétu 9.5 pro funkci f a nalezneme déleni D intervalu [a, b]
spliujici S(f, D) — S(f, D) < e. Z jiz dokdzané nerovnosti plyne, Ze

S(If,D) = S(IfI, D) < S(f, D) = S(f, D) < e.



Podle Véty 9.5 je tedy | f| € R([a, b]). Zbyva odvodit pfislu§nou nerovnost.
Pro kazdé déleni D’ intervalu [a, b] plati

/ f(x)dz < 5(f, D) < (], D).

[ rwars [1swia

Funkce — f je riemannovsky integrovatelnd podle Véty 9.9. Pak
b b b b
- [ = [ s [1-swle= [

Véta 9.13 (derivace funkce horni meze). Necht’ J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovand na J spliiyjici | € R([a,b]) pro kaZdé a,b € J. Necht' ¢ € J. Definujeme funkci F
na J predpisem

a tedy

]

F(x) = / f@)ydt, ze.l
Potom plati:
(a) F je spojitd na J,
(b) jestliZe xq je vnitinim bodem intervalu J a funkce f je spojitd v xo, pak F'(xo) = f(xo).
Dukaz Véty 9.13

(a) Necht’ yo € J neni pravy krajni bod J.Dokéazeme, ze

lim Fly) = Fly).

Y—Yo 4

Nalezneme § > 0, takové, Ze [yo,yo + 0] C J. ProtozZe je f riemannovsky integrovatelnd na
[Y0, Yo + d], je f na tomto intervalu omezend. Necht' K je kladné &islo spliiujici

Vo € [yo,y0+5]2 \f(a:)| < K.

Pro y € [yo, yo + 6] pak mdme

) = Fn)l = | [ s@ar— [ pwal =] [ fw)a

c

< /yjlf(rcﬂdw < /y:’m = K(y— ).



Odtud plyne
lim [F(y) — F(yo)| = 0,

Y—=yo

neboli
lim F(y) = F(yo).

Yy—yo

Spojitost zleva v bodech J, které nejsou levym krajnim bodem J, 1ze dokdzat obdobné.
(b) Necht’ z( € J je bodem spojitosti f. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 takové, Ze

Vo € (xg — d,z0+0): |f(x) — f(zo)| < e.

Pak pro kazdé = € P(zo, ) plati

r — 2o T — 2o

‘M ~ flao)| = | L /;f(t)dt—f(ajg)‘.

Plati ffo fxo)dt = f(x) - (x — xg) pro kazdé x € P(xy,?).
Pro kazdé x € P(x,d) pak plati

T !—\x_xo/ 0= = [ e

ZUQ dt‘

- fao)l dt]

zo
1 X
< |/ edt| =e.
|.I‘—I0’ 0

Vyraz f; |f(t) — f(x0)| dt z pfedchozi série nerovnosti je u veden v absolutni hodnoté, protoze
pro z < xq je zaporny. Tedy F'(zo) = f(x¢) a tvrzeni je dokdzano. O

Dusledek 9.14.

(a) Necht’ a,b € R*, a < b, a f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom f md na (a,b)
primitivai funkci.

(b) Necht a,b € R, a < ba f je spojitd funkce na intervalu |a,b| a F je primitivni funkce k
funkci f na (a,b). Potom existuji viastni limity lim,_,,, F(x) alim,_,, F(x) a plat

/f hmF()—lim F(x).

r—b_ T—a4



Diikaz Dusledku 9.14
(a) Zvolme ¢ € (a,b) a poloZzme

F(z) = /x ft)dt, z € (a,b).

Podle véty o vztahu spojitosti a riemannovské integrovatelnosti (Véta 9.7) je funkce f rieman-
novsky integrovatelnd na kazdém intervalu [«, 5] C (a, b), a proto je F' dobfe definovana funkce.
Véta 9.13 pak zaruCuje platnost vztahu F’ = f na (a,b), tj. F' je primitivni k f.
(b) Definujme funkci
fla), te(a—1,a],
f(t) = f(t)a te (CL,b),
fb), tebb+1).

Pak je f spojita na (a — 1,b + 1). Polozme
ﬁ’(x):/ f)ydt, ze(a—1,b+1).

Pak je F primitivni funkce k fna (a —1,b+ 1), atedy je na tomto intervalu spojitd. ProtoZe
je F'|(a,p) primitivni funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, Ze

Vr € (a,b): F(z) = F(z) +c.

Tedy 3 3

lim F(z)=F(a)+c¢ a lim F(z)=F(b)+c.

T—ay T—b_
Pak tedy

b b 3
/ f(t)dt :/ f(t)dt = F(b) = lim F(z) — lim F(z),
a a x—b_ T—ay

nebot’ F'(a) = 0. Tim je diikaz dokonen. O

Véta 9.15. Necht’ a,b € R, a < b, a f € R([a,b]).Jestlize g je funkce definovand alespori
na [a,bl, kterd se v intervalu [a,b] liSi od f v konecném poctu bodi, potom g € R([a,b]) a

[P g(x)de = [ f(x)dz.

Dukaz Véty 9.15
Funkce f je omezend, a proto je omezend i funkce g. Nalezneme kladné ¢islo K > 0 takové,
Zeprokazdé z € [a,b] plati | f(z)] < K a|g(z)| < K. Ozna¢me J = {x € [a,b]; f(x) # g(z)}.
MnoZina J je podle pfedpokladu konecnd. Pokud je prazdna, pak je tvrzeni ziejmé, v opacném
ptipadé oznacme m pocet prvkil mnoZiny .J.
Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {z;}?_ intervalu [a, b] spliiujici (D) <

3
A4Km

a

[ s@ar—c<s.0) <50 < [ frar e



Oznacme Z systém obsahujici vSechny intervaly tvaru [x;_1,2;], ¢ € {1,...,n}. Ozname S
systém téch intervall z Z, které maji neprazdny prinik s J. Systém S ma tedy nejvyse 2m
prvkd, nebot” kazdy bod z J je prvkem nejvyse dvou intervali z Z.

Potom plati
S(f,D Zsupf 1] — Zsupg

Iez ez
=2 _(sup f —supg) - |11,
Ies
nebot’ sup; f = sup; g, pokud I € Z \ S.
Miizeme tedy odhadnout
S(f,D) = S(g, D) < (] Supflﬂsupg!) 1]
Ies
<Y 2K -[I[ <) 2K -v(D)
Ies Ies

<2m-2K -v(D) < e.

Obdobné obdrzime

Pak )
/ f(x)de — 2 < S(f,D) — & < S(g. D) < 5(g, D)

b
<§(f,D)+€</ f(z)dx + 2e.

Odtud plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky intergrovatelnd a fab g(x)dx = fab f(z)dz

Véta 9.16. Necht' a,b € R, a < b, a f je funkce definovand na intervalu |a,b|. Pak jsou
ndsledujici vyroky ekvivalentni.

(i) Funkce [ je riemannovsky integrovatelnd na intervalu |a, b).

(ii) Existuje I € R takové, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 spliiyjici: je-li D = {z;},
délent intervalu |a, b] takové, Ze v(D) < 6, at; € [x;_1,x;], i =1,...,n, pak

’Z ft)(xi —zima) — I} <e.



Dukaz Véty 9.16
(i) = (i) Ukazeme, Ze podminka (ii) je splnéna pro [ = ff f(z)dz. Zvolme ¢ > 0. K nému
dle Véty 9.3 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D spliiujici v(D) < § plati

I—s:/bf(x)dx—a<§(f,D)

b
< S(f,D) </ f(x)dr+e=1T+e.

Je-litedy D = {x;}}, déleni spliivjici v(D) < d at; € [x;_1,x;], 1 =1,...,n, pak
I—e<S(f,D) <> flti)(wi—xia) <S(f,D) < I+e.
i=1

Vyrok (ii) tedy plati.

(i))=(1) Necht' (ii) je splnéna pro I € R. Nejprve ukdZeme, Ze z platnosti (ii) plyne
omezenost f. Pro e = 1 nalezneme § > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}! , spliiujici
v(D) < 6 mame

‘iﬂti)(mi — i) —f’ <e=1

pro kazdou volbu bodt ¢; € [z; 1, x;],i=1,...,n.
Uvazujme jedno takové pevné déleni D = {x;}!_, a oznatme

n= min{xi —Ti1; 1 € {17 s 7n}}’

K =max{|f(z;)|; i € {1,...,n}}.

Méjme ¢t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...,n} takové, Ze t € [z,_1, z;]. UvaZujme
body
A L ied{l,....n}\ {j}
’ t, Q=]
Pak .
O = w50l = [ FE) @ = @) = D flan) (@ = wi-1)
i=1 i#j
= ‘Zf(tz)(mz_xz—l> _I—I—]_Zf(xz)(xz xz—l)‘
i=1 i#]
<Y F) (@ = mia) = I+ [+ |f (@) (i — 2i9)]
i=1 i=1

S1+|I\+ZK(%—IZ'—1):1+|]|+K(b—a)-

=1



Tedy plati

—_

FOI < —(1+ ]+ K(b—a))

3

a f je omezend.
MizZeme tedy pouzit Vétu 9.5. Necht ¢ > 0. Podle (ii) nalezneme pfislusné 6 > 0. Necht’
D = {x;}, je libovolné déleni [a, b] spliujici v(D) < 0. Pro kazdé i € {1,...,n} nalezneme
ti € [513'1;1, l'J takové, ze
sup f < f(t;) +e.

[i—1,24]
Pak mame
S(f,D) = Z[ sup ]f' (2 — 2im1) < > (f(t:) + &) (@i — wi-1)
i=1 Ti—1,Tq =1
=3 flti)(wi—zig) +e(b—a) < T+e+e(b—a)
=1
Obdobné odvodime

S(f,D)>1—¢c—e(b—a).

Tedy dostdvame B

Tedy f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O

Pozndmka. Plati-li (i), pak je pro I = fab f(z) dx splnéna podminka (ii). Plati-li (ii), mdme z
dikazu implikace (ii) = (i), Ze pro kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, Ze pro libovolné déleni D
intervalu [a, b] spliiujici (D) < § plati

S(f,D)<I+e(l+b—a).
Tedy

/bf(x)dxgg(f,D) <I+e(l+b—a).

Tedy [ f(x)dz < I. Obdobné odvodime ["f(z)dx > I, atedy I = [” f(z)da.

Pozndmka. Podminka (ii) Véty 9.16 je pivodni Riemannovou definici Riemannova integralu.
Na&s vyklad sledoval alternativni pfistup, ktery nélezi Darbouxovi.

Definice. Necht' a,b € R*, a < b, f je funkce definovand na intervalu (a,b). Rekneme, 7e
funkce f md na intervalu (a,b) Newtonuv integral, piipadné Ze Newtondv integrél z funkce f
na intervalu (a, b) existuje, jestlize

e f mdna (a,b) primitivn{ funkci F,

e existujf limity lim,_,,, F'(z) alim,_,, F(z) (nikoli nutné vlastni),



e rozdil téchto dvou limit je definovén jako prvek mnoziny R*.

Definice. Hodnotou Newtonova integrdlu z funkce f na intervalu (a, b) nazyvame prvek mnoziny
R* ureny vyrazem
lim F(z)— lim F(x).

z—b_ T—a4

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem fab f(x)dz. Pokud a > b, poloZime f: f(x)dz = — [ f(z)da.

Jestlize f: f(z) dz € R, pak fikdme, Ze Newtoniv integral z funkce f na intervalu (a, b) kon-
verguje, v opaéném piipadé fikdme, Ze diverguje.

Oznaceni. JestliZe je potieba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integralem z funkce f
na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, budeme pouZzivat oznaceni

(N) / @ a2 (B) / ) dr.

(a) Hodnota Newtonova integralu nezéavisi na pouZité primitivni funkci.
(b) Necht’ a,b € R*, a < b, anecht’ f je funkce definovand na intervalu (a, b). Pak nastava
pravé jedna z ndsledujicich moznosti:

b stui a je roven redlnému Cislu, tedy konverguje,
existuje
(N) / f(z)dx ! a je roven oo nebo —oo, tedy diverguje,

neexistuje.

Oznaceni. Necht' a,b € R*, a < b. Mnozinu vSech redlnych, které maji na intervalu (a,b)
konvergentni Newton(v integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht’ funkce F je definovand na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastn{) jednostranné lim-
ity lim, .+ F(x) a lim,_,,_ F(z). Potom budeme znacit F'(a+) = lim, .4 F(z), F(b—) =
lim, ,, F(x)a[F]b = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl.

a

Priklad. V zdvislosti na parametru o € R spoctéte (V) fol x*dz.

Plati )
1 [%ﬂﬁ‘“}? = ail, a € (—1,00),
(N)/O r%dr = [O%rla:ajl 0 =00 @€ (—oo,—1),
[logx}ozoo, =-1

Priklad. V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) [

Plati



Pozndmka. (a) Z predchoziho piikladu vidime, Ze funkce f(x) = \/Lg je na intervalu (0, 1)
newtonovsky integrovatelnd, ale neni na [0, 1] pfi libovolném dodefinovéni v krajnich bodech
riemannovsky integrovatelnd, nebot’ na (0, 1) neni omezend.

(b) Funkce f(z) = sgnz je intervalu [—1, 1] monot6nni, a tedy také riemannovsky inte-
grovatelnd, neni vSak na (—1, 1) newtonovsky integrovatelnd, protoZze na (—1, 1) nemd f primi-
tivni funkci.

Pozndmka. Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na [a, b]. Potom f € N (a,b).

Véta 9.17 (linearita Newtonova integralu). Necht’ a,b € R*, a < b, a o € R Newtoniiv integrdl
funkci f, g existuje na (a,b). Pak

[ s s@nar= [ swas [ o ar

pokud je vyraz napravo definovdn. Ddle plati

b b
/ af(z)de = 04/ f(z)dx,
pokud je vyraz napravo definovdn.

Diikaz Véty 9.17
Necht' F' je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g na (a,b). Pak je
F + G primitivni k f + ¢ a diky aritmetice limit mame [F + G]% = [F] + [G]%. Tedy

[ @)+ @) do = (F + G2 = (P12 + (G
:/ f(x)d$+/ g(x)dx.

[ erwar=lort =it =a [ e

Obdobné odvodime

pokud je vyraz o F]° definovén. O

Véta 9.18 (Newtoniv integral a usporddani). Necht’ a,b € R*, a < b, a Newtoniiv integrdl
funkci f, g existuje na (a,b). Necht’ plati f(x) < g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak

/abf(:c) dr < /abg(x) dz.



Dukaz Véty 9.18
Pokud f; f(z)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati. Pfedpokladejme tedy, Ze f; f(z)dx >
—00. Necht’ F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g na (a, b). Pak plati

(G = F)(z) =g(x) = f(x) 20, x € (a,b),
atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto
b
[ o)~ f@)ar =[G - F 2 0.

Tedy dle Véty 9.17 mame
b
/ M—/f m+/(m M>/f

Véta 9.19 (aditivita Newtonova integralu). Necht’ a,b,c € R*, a < ¢ < b.

(a) JestliZe existuje Newtoniiv integrdl funkce [ na intervalu (a,b), potom existuji integrdly
funkce f na intervalech (a,c) a (¢, b) a plati

/abf(x)dx:/:f(x)dx—l—/cbf(m)dx. (2)

(b) JestliZe existuji Newtonovy integrdly funkce f na intervalech (a,c) a (c,b) a f je spojitd v
¢, pak plati (2), pokud md pravd strana smysl.

Dukaz Véty 9.19

(a) Necht' F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Pak je F primitivni k f i na in-
tervalech (a,c) a (¢, b). Navic md funkce F' v bodé ¢, jakozto spojitd funkce na (a,b), vlastni
jednostranné limity. Tedy plati

/abf(x)dxz [Fle = [F]ZJr[F]lé:/acf(x)der/cbf(x)dx
[]

(b) Necht' F je primitivni k f na (a,c) a G je primitivni k f na (¢, b). Funkce f je spojitd v
bodé ¢, a proto je omezena na jistém okoli bodu c. Nalezneme tedy 6 > 0 a K > 0 takové, Ze
a<c—da|f(z)] < K prokazdé x € (c—6,c). Potom podle Véty 9.18 pro kazdé x € (¢c— 6, ¢)

plati i i
—K@—c+®:/m@K%h§/ F(1) dt
c—6 c—§

S/ Kdt = K(x —c+9).
c—4



Dile plati [ ; f(t)dt = F(x) — F(c— 0) prokazdé z € (c — d,c), nebot’ F je spojitd na (a, c).
Limita lim, .. F(z) existuje podle pfedpokladu véty a z vySe uvedeného plyne, Ze tato
limita je vlastni. Obdobné plati, Ze lim, ... G(x) je vlastni. Pfi¢tenim vhodné konstanty k
funkci G mlizeme zafidit, aby
lim F(z) = lim G(z).

T—e_ T—req
Definujme
F(z), x € (a,c),
H(z) =< lim,,. F(x), x=c¢,
G(z), x € (¢, b).

Pak je H spojitd na (a,b) a H'(z) = f(x) pro z € (a,c) U (¢,b). V bod€ ¢ toto plati

/ RT / 1 _

H'(¢) = lim H'(x) = lim f(x) = f(c),
nebot’ f je spojitd v c. Funkce H je tedy primitivni k f na (a, b). Podle pfedpokladu je definovan
vyraz [H]¢ + [H]Y.

Odtud plyne, Ze vyraz lim, ,,— H(z) — lim,_,, H(x) je definovén. O

Véta 9.20. Necht’ a,b € R*, a < b, a f md Newtoniiv integrdl na intervalu (a,b) a f je spojitd
na (a,b). Pak ff |f(z)| dx existuje a

b b
[ < [CIsw)as
Dukaz Véty 9.20

Funkce |f| md jakoZto spojitd funkce na intervalu funkci primitivni. Ozna¢me ji F'. Pro-
toze |f| > 0, je F neklesajici. Tedy existuji limity v krajnich bodech intervalu (a,b), pfi¢emz
lim, , F(x) > —oo alim,,,, F(xz) < oo. Potom je rozdil lim,_,,  F(x) — lim,_,,, F(z)
definovan. Funkce |f| md tedy Newtontv integral na intervalu (a,b). JelikoZ plati —f < |f| i
f < |f|, dostavame podle Véty 9.18

/abf(x)dx‘ = max{/abf(x)dx,—/abf(x)dx}
Zmax{/abf(m)dx,/ab—f(x)dx} < /ab\f(x)|d:p.
[

Pozndmka. Necht a,b € R*, a < b, F' a G jsou funkce definované na (a, b) a existuji (vlastn{
nebo nevlastni) jednostranné limity F'(a+), F'(b—), G(a+) a G(b—). Potom plati

[F =Gy = [Fl, - [Gl.

a a’

jestliZze ma prava strana smysl.



Véta 9.21 (per partes pro Newtondv integral). Necht' a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht’ F je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce k
funkci g na (a,b). Potom plati

/memm=mm—/fma@m

Jjestlize md pravd strana smysl.

Dukaz Véty 9.21
JelikoZ je prava strana pozadované rovnosti dobie definovéna, existuje primitivni funkce k
funkci fG na (a,b). Oznacme ji pismenem H. Potom plati

(GF —H) =gF+Gf — fG = gF,
tj. GF — H je primitivn{ funkci k funkci g F. Rozdil vyrazd [GF)?, f; G(z) f(x) dz je definovan,
stejné jako vyrazy samotné. Pak plyne, Ze

a

/mewwzw@—mﬁﬁnm—wr

b
ﬂnm—/fwmwm
]

Véta 9.22 (substituce pro Newtoniv integral). Necht’ a,b,a, € R*, a < b, a < 3, [ je funkce
definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na («, 3). Necht’ @ md vlastni nenulovou derivaci

na (o, ) a plati p((a, B)) = (a,b). Potom

b B8
/f@ﬂz/fMMWW%

jestliZe md alespori jedna strana smysl.

Dukaz Véty 9.22
Funkce ¢ md na intervalu («, ) vlastni derivaci. Z Darbouxovy vlastnosti derivace, Ze
funkce ¢’ neméni na («, 5) znaménko. Pfedpoklddejme, Ze ¢’ je zdpornd na (v, 3).
Piedpoklddejme, Ze existuje fab f(z)dz. Potom m4 f na (a,b) primitivn{ funkci F" a existuji
limity F'(b—) a F'(a+). Z véty o derivaci sloZené funkce plyne, Ze také funkce (f o ¢)(—¢’) ma
na intervalu (v, ) primitivni funkci, a to funkci —F o ¢. Mame
lim p(t) =a, lim p(t)=0>

t—B_ t—oag

lim F(p(t)) = lim F(z), lim F(p(t)) = lim F(z).

t—ay T—b_ t—p— T—ray



Odtud dostavame

/f DI/ (1) dt = /f —G(W)dt = [~F o)

:—limF()+llmF /f
T—a4 r—b_
Nyni pfedpoklddejme, Ze existuje integral f fle(t)|¢'(t)| dt. Oznaéme G primitivni funkci
k (fop)|ld| = —(fop)y. Zdruhé véty o substituci pak plyne, ze —G o' je primitivn{ funkce
k f. Plati

lim 7' (z) =5, lim o7 (x) =a,

T—ra4

a tedy
lim G(¢ '(x)) = lim G(t), lim G(p '(z)) = lim G(¢).

T—ay t—B_ T—b_ t—ay

/f [—G o]’ /f (t)| dt.

Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht’ a € R*, 6g > 0, a funkce F' je
definovdna alespori na P(a, dy). Potom existuje vlastni lim,_,, F'(x) pravé tehdy, kdy? je splnéna
ndsledujici (tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:

Odtud mame

]

Ve > 035 > 0Vx,y € P(a,0): |F(z) — F(y)| <e.

Dukaz Véty 9.23
= Predpokladejme nejprve, ze lim,_,, F'(z) = Aa A € R. Necht’ € > 0 je ddno. K nému
nalezneme ¢ € R kladné, Ze

Vo € P(a,0): |F(z) — A] <e.
Pak pro kazdou dvojici 2,y € P(a,d) mame
[F(x) = F(y)l < [F(x) = Al + [A=F(y)| <e e =2

< Necht plati podminka véty. Necht’ je funkce F' definovana na prstencovém okoli P(a, dg).
Je-li {z,} posloupnost obsazend v P(a, &) takova, Ze lim x,, = a, spliiuje posloupnost { F'(x,,)}
Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, € > 0, necht’ kladné § € R je dano
Bolzanovou-Cauchyovou podminkou. K ¢ nalezneme ny € N takové, Ze pro n € N, n > ny,
plati |z,, — a| < 0. Pak pro n,m € N, n,m > ny, plati

|F(z,) — Flzm)| < e.



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,, } a polozme A = lim F'(z,,). Pak lim,_,, F'(x) = A.
Vezméme totiZ libovolnou posloupnost {y,} v P(a, dy) konvergujici k a. Necht ¢ € R, ¢ > 0.
K nému nalezneme 6 € R, 6 > 0 z Bolzanovy—Cauchyovy podminky. Necht' n; € N je takové,
ze

Vne N,n>ny: x,,y, € P(a,?).

Najdeme jesté€ n, € N takové, Ze
Vn e N,n >ny: |Fl(x,) — A| <e.
Pak pro pfirozené ¢islo n > max{ny, ny} plati
[F(yn) = Al < [F(yn) = Fan)| + [Flan) — Al <e 4 = 2e.
Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F'(x) = A. O
Pozndmka. Tvrzeni Véty 9.23 plati obdobné i pro jednostranné limity.

Véta 9.24. Necht’ a,b € R, a < b, a [ je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom f € N (a,b).

Dukaz Véty 9.24
Funkce f md na (a,b) primitivni funkci F. UkédZeme za pomoci Bolzanovo-Caychyovy
podminky pro funkce, Ze limity F' v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je kladné
takové, Ze
Vo € (a,b): |f(z)] < K.

Zvolme € > 0 a polozme § = min{,b — a}. Pak pro z,y € (a,a + ), v < y, plati

|F(y) = F(x)| =

/:f(t)dt) g/:|f(t)ydt§K|y—x| < Ké<e

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.
Existence vlastni limity v b zleva se dokaZe obdobné.
[

Pozndmka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati. Napiiklad funkce f(z) = 1,
x € (0,00), je spojitd a omezend na (0, ), ale f ¢ N(0, 00). Funkce f(z) = arctg(z), = € R,
je na intervalu R také spojitd a omezend, integral ffooo f(z) dz v8ak dokonce ani neexistuje.

Véta 9.25 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht’' a,b € R, a < b, a f md Rieman-
niv integrdl na |a, b] a Newtoniiv integrdl na (a, b). Potom

® [ ) dr = () / o) do.



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b, nalezneme
podle charakterisace riemannovské integrovatelnosti 6 > 0 takové, Ze pro libovolné déleni
D = {x;}! , o norm& mensi neZ § a libovolnou volbu bodl ¢; € [z;_1, 2], = 1,...,n plati

|Zf(tz)($z — i) — (R)/ f(z)dz| < e.

Vezméme déleni D = {z;}_, 0 normé mensi nez 0.
Necht' F' je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
F(x), z € (a,b)
H(z) =< lim, y,_ F(x), =10
limg,,q, F(z), z=oa.

Pov§imnéme si, Ze H je dobie definovana spojita funkce na [a, b]. Navic H' = f na (a,b). Pro
kazdéi € {1,...,n} pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni bodu ¢; € (x;_1, z;), ktery spliiuje

H(z;) — H(xi1) = H'(t:) (@i — i) = f(t) (2 — zie1).

Pak ,
(N) / f()dw = lim F(z)~ lim F(z) = H(b) - H(a)
= H(z,) — H(xo) = Z(H(azi) — H(x;-1))
=D ) (i —zi)
Tedy \ \
) [ f@rde =) [ s
n b
= ‘Z flti)(x; —xiq) — (R)/ f(x)dx‘ <e.

) ]
Dusledek 9.26. Necht’ a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce na |a,b]. Potom f € R(a,b) N
N(a,b) a

) [ swar=w) [ s e

Véta 9.28 (srovnavaci kritérium). Necht’ a € R, b € R* a a < b. Necht’ funkce f,q: [a,b) —
R spliiuji 0 < f(z) < g(x) pro kazdé x € [a,b). Necht' ddle je f spojitd na |a,b) a plati
g € N(a,b). Potom f € N(a,b).



Dukaz Véty 9.28
Zvolme ¢ € (a,b) a ozname G a F' primitivni funkce ke g a k f. Po eventudlnim pficteni

vhodné konstanty miZeme piedpoklddat, ze F'(c) = G(c). Funkce G—F md na (c, b) nezdpornou
derivaci g — f, tedy je na (¢, b) neklesajici. Protoze (G — F')(c¢) = 0, G(z) > F(z) na (c,b). Dile
jsou obé funkce G, F' neklesajici, jelikoz jejich derivace jsou nezdporné. Tedy maji v b limitu
zleva a plati

lim F(z) < lim G(x).

x—b_ T—b_
ProtoZe g € N (a,b), je posledni limita vlastni. ProtoZe je F neklesajici, je i lim, ,_ F(x)
vlastni. Ob& funkce maji vlastni limitu v ¢, jelikoZ jsou v tomto bodé spojité. Tedy f € N (c,b).
ProtoZe f je spojitd na [a, ], plati f € N (a,c). Potom f € N (a,b). O
Pozndmka. Tvrzeni Véty 9.28 plati s pfislusnymi Gpravami i pro intervaly typu (a, b]. Pfesnéji,
jestlize a € R*, b € R, a < b, funkce f,g: (a,b] — R spliuji 0 < f(z) < g(z) pro kazdé
x € (a,b], f je spojitd na (a, b] a plati g € N(a,b), potom také f € N(a,b).

Piiklad. Dokaite, Ze [ — dx konverguje.

Reseni

Funkce m++1 je spojitd na intervalu [0, 1], a tedy konverguje fol m++1 dz. Ddle plati 0 <
— < - na [1,00). Protoze 27" € N(1,00), je podle Véty 9.28 i —1= € N(1,00). Pak
dostdvame —i< € N(0, 00).

Véta 9.29 (limitni srovnavaci kritérium). Necht’ a € R, b € R* a < b, f,g jsou spojité
nezdporné funkce na |a,b). JestliZe lim,_,;,_ % € (0,00), pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdy?

g € N(a,b).

Dukaz Véty 9.29
Oznacme ¢ = lim,_;_ % anecht f € N(a,b). Nalezneme zy € (a,b) takové, Ze
flz) 1
Vo € [xg,0): —= > —c.
F70,9) glz) — 2
Plati tedy

Va € [10,b): 0 < g(x) < %f(a;).

Jelikoz f € N(a,b), je 62 2f € N(a,b). Proto f € N (xo,b), a tedy V&ta 9.28 davé g €
N (xg,b). ProtoZe g je spojitd na omezeném intervalu [a, x¢], je zde newtonovsky integrovatelna.
Potom g € N (a,b).

Obracenou implikaci 1ze dokdzat obdobné za pomoci odhadu % < 2cna vhodném intervalu
(.To, b) ]
Pozndmka. Pokud ¢ = 0, pak plati implikace g € N (a,b) = f € N(a,b). Pokud ¢ = oo, pak
plati implikace f € N(a,b) = g € N(a,b).

Piiklad. DokaZte, Ze [ vervedl g, konverguje.

x3+x?



Reseni
Polozme pro x € [1,00)

VZ+Vr+1

_5
.’1:3+x2 ) g(l’):l’ 2.

fz) =

Obé funkce jsou spojité nezdporné funkce na [1, 00) a plati

N
. f(x) : 342
lim ——= =1 - -5
T—$00 :13) T—$00 2
_ lim Ve(Vr+ vz +1) _

Podle Véty 9.29 dostdvame f € N (1, 00), nebot’ jiz vime, Ze g € N (1, c0).

Lemma 9.30. Necht' a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na [a,b] a g: [a,b] — R je nerostouct,
nezdpornd a spojitd. Potom

1nf/f a’t</f t)dt < g(a sup/f
xe[ab] z€[a,b]

[ rral
Dukaz Lemmatu 9.30

DokaZme nejprve druhou nerovnost. Zvolme ¢ > 0. Diky stejnomérné spojitosti funkei f a
fg existuje 0 > 0 takové, ze plati

Specidlné plati

dt’ < g(a) sup
z€[a,b]

Ve, y € [a,b]: |z —y| <0 =

(f(@)g(x) = FWg(w)l <e) A (If(x) = fY)l <e).

OznaCme
= /If(t)dt, x € [a,b],
a zvolme déleni D = {x;}!" , s normou mensi neZ 0. Pak mame pro kazdé i € {1,...,n}
Vit € i1, 2] f(t) > f(zioq) — g,
a tedy

flxio) (i —zi1) — (@ —2i0) < /w f(t)dt



Obdobnou tvahou dostavame
/ | ft)g(t)dt < f(xim1)g(zim1) (2 — ximq) +e(x; — xi21)
Ti—1
< g(xi—l) </ f(t) dt + €<Ii — Ii—l)) + €<IL’Z' — 'Ti—l)
Ti—1

< g(wi_q) /x f&)dt + (g(a) + De(z; — xi-1).

OznaCme
£ =-¢(g(a) +1)(b—a).

b n T4
| gt =>" [ s

<> gtoin) [ FO@ Y el — i) ofa) + 1

Pak

=Y glen) [ s@d+ s + oo

= Zg(ﬂfi_l)(F(:ﬂi) — F(z;))+¢

n—1

- Z F(z)(g(xi1) — g(x;)) + g(xp 1) F(z,) + €

= g(a) sup F(t) + (g(a) + 1)(b — a).
t€[a,b]
JelikoZ € bylo libovolné, plyne odtud poZadovand nerovnost.
Prvni nerovnost 1ze dokdzat obdobné.
[

Véta 9.31 (prvni véta o stiedni hodnoté). Necht’ a,b € R a necht’ a < b. Necht' f je spojitd
funkce na [a,b], g je nezdpornd na [a,b], g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom existuje ¢ € [a,b]
takové, Ze

[ 1wy =0 [ ot as



Dukaz véty 9.31
Funkce f, jakoZto funkce na [a, b] spojitd, nabyvd na ném svého minima m a maxima M.
Pak pro x € [a, b] plati
my(x) < f(x)g(x) < Mg(z). 3)
Pokud fab g(x)dz = 0, pak g = 0, nebot’ je nezdpornd. Za bod ¢ mizeme zvolit libovolny
bod z [a, b].
Predpokladejme tedy, Ze fab g(x)dz > 0. Potom ze (3) plati

@y

N fabg(x) dz
Protoze f([a,b]) = [m, M], existuje ¢ € [a, b] spliiujici
@) ar
fle) = Poleyder

O]
Véta 9.32 (druhd véta o stfedni hodnot€). Necht’ a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na |a,b|, g

Je monotdnni a spojitd na |a, b|. Potom existuje ¢ € |a, b takové, Ze

/abf(x)g(x) dz = g(a) /acf(x) dz + g(b) /be(x) dz. )

Dukaz Véty 9.32

Predpokladejme opét, Ze g je nezdporné a nerostouci. Nalezneme-li totiZ bod ¢ pro funkci
—g ¢i g+ C, pak takové c vyhovuje i (4).

Definujme

o) = g(a) / ") dt 1 g(b) / f(dt, yelabl

Potom Ize funkci ¢ vyjadrit jako

Y b
o) = (ola) ~ 90)) [ FO)at+90) [ 01t g€ b,
Pak je funkce ¢ spojitd na [a, b], a tedy existuji body y1, y2 € [a, b] takové, Ze

() = max p(y) a @(y2) = min p(y).
y€Ela,b] y€la,b]

UvaZujme spojitou nezadpornou nerostouci funkci

P(t) = g(t) — g(b), t€lab].



Lemma 9.30 pak dava

b b b
/ £()g(t)dt — g(b) / f(t)dt = / F()(t) dt
tztzfz]/ o

= (9(a) — g(b)) max / f(s

t€la,b]

Dostavame

/abf<t>g<t>dts<g<a o [ f0s+0) [ sy

te[ab

=gg[3>,§]( /f Vs + g(b /f dt)

Obdobné obdrzime z Lemmatu 9.30
/ F(H)g(t)dt > o(ys).

Spojitd funkce o tedy musi v néjakém bod€ ¢ € [a, b] nabyvat hodnoty fab f(t)g(t)dt, atedy
b c b
[ rgterdt =) = g(a) [ f0rat+90) [ rie)e

Definice. Krivkou budeme rozumét spojité zobrazeni ¢: [a,b] — R" (n € N, a,b € R,
a < b). Kfivkou t¥idy C' rozumime kiivku ¢ = (i1, ..., ¢,) takovou, Ze ¢} je spojité na [a, b],
i = 1,...,n, pfi¢emZ v krajnich bodech [a, b] symbol ¢’(x) znali pfislusnou jednostrannou
deriva(n

]

Definice. Necht' ¢: [a,b] — R™ je kiivka. Délkou k¥ivky ¢ rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(¢, D); D je délen{ intervalu [a, b] },
kde pro déleni D = {x;}*_; intervalu [a, b] definujeme

L(p, D) = Z vzdalenost (p(x;_1), ¢(z;)).

Jj=1



Lemma 9.33. Necht’ a,b € R,a <bn €N, f = (f,..., fn): [a,b0] = R" je kfivka. Potom

plati
b b
= [
kde
b b b
/f:[/ fl,...,/ fn]
a
Iyl =
Dukaz Lemmatu 9.33

Funkce ¢ — || f()]| je spojitd na [a, b, a proto f: || £(t)]| dt je konvergentni. PoloZme

y = Uabfla)dt,...,/abfn(t)dt]

Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
ol =300t =3 [ fite)e
1=1 1=1 @

= /ab(i yzfz(t)> dt < /ab (i yf) (i ff(t)) dt

b b
- / W@l dt = ] / 1F()]dt.

Pokud y = 0, pak dokazovand nerovnost zjevné plati. Pokud ||y|| > 0, pak pravé provedeny
vypocet opét ddva dokazovanou nerovnost. O

Véta 9.34. Necht' o = (p1,...,0,): |a,b] — R™ je kiivka tridy C*. Pak plati

/ N () dt.

Dukaz Véty 9.34
Mgjme libovolné déleni D = {x;}_, ddno. Pak plati diky Lemmatu 9.33

3 llpta) — ol = Z 1" wa

Tj—



k x; b
<y / I/ (6)] dt = / o8] dt.
]:1 Tj—1 a

Odtud plyne L(p) < [ [|l¢/(t)|| dt.
Abychom dokdzali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0. PonévadZ jsou ¢ stejnomérné
spojité na [a, b], existuje § € R, 6 > 0, takové, Ze pro kazdé i € {1,...,n} plati

Vs, t € [a,b],|s — | < 8: |igl(t) — @(s)] < —=.

vn

Necht nyni D = {z;}¥_; je déleni [a,b] spliujici v(D) < 4. Potom pro ¢t € [x;_y, ;] plati
I (8)] < Il ()] + . Dostvéme tedy

/xj I (O dt — ez — x5-1) < || (2))|[(zj — 25-1)

- [ v+ - do o

/ o' (t) dtH + ’
Tj—1

<]

<]

| e -cwal

o(x;) — p(xj_1)||+e(z; — xj-q).

Dostavame tedy
b k
/ I @ dt < S () — el )| + 2506 — a)
a j=1

< L(p) +2e(b—a).
ProtoZe ¢ bylo voleno libovolné, dostdvame f: |’ (t)]| dt < L(y). O

Priklad. (a) Je-li ¢(t) = [cost,sint], t € [0, 27], pak

2m 2m
L(p) = V/(—sint)2 4 (cost)2dt = / 1dt = 2.
0 0

(b) Je-li f spojité diferencovatelnd funkce na [a, b], pak parametrizace jejtho grafu pomoci
o(t) = [t, f(t)], t € [a,b], ddva, Ze délka grafu funkce f je rovna fab 14 (f'(t))?dt.

Véta 9.35 (objem a povrch rotaéniho télesa). Necht’ f je spojitd a nezdpornd na intervalu |a, b|,
a,b e R,a <b. Oznacme

T ={[r,y,2] € R’ x € [a,b], Vy2+ 22 < f(z)}.



Pak )
Objem (T) = 7T/ f(z)?dz

Je-li navic f’ spojitd na |a, b], pak

Povrch pldsté (T') = 2w /bf(a:)\/ L+ (f'(x))?dz.

Véta 9.36 (integrdlni kritérium). Necht' [ je nezdpornd nerostouci spojitd funkce na [ng, 00),
kde ny € N. Necht’ pro posloupnost {a,} plati a, = f(n), n > ng. Pak )" | a, konverguje
pravé tehdy, kdyz fnooo f(x) dx konverguje.

Dukaz Véty 9.36
Uvazujme n, € N, n; > ng, adéleni D = {j}"L, “intervalu [ng, n;]. Funkce f je nerostouct,
a tedy
ni—1
S(f;D) = ng+ -+ an 1= Y a,
i=ng

ni

§(f7D):a’n0+1+"'+an1: Z a;.

i=np+1

ProtoZe je f spojitd na [ng, nq], plati

ZaZ—SfD / f(x

1=ng+1

/ f(z Eaz.

Predpoklddejme nyni, Ze fnoj f(z) dz konverguje. Pak je funkce

_ /xf(t) dt, t € [ng, o)

primitivni k f na (ng, 00), a tedy pro kazdé n; > no mame

T—00 T—00

/ f(z)dx = lim F(x) — F(ng) = lim F(x)

= lim xf(t) = lim f( )dtZ,}LIIOlO Z a;

T—r 00 n—oo
1o no i=ng+1

00
E a;.

i=ng+1



Proto  0° ., a; konverguje, a tedy i ) _;°, a; konverguje.

Obricené, jestlize Y .-, a; konverguje, pak mame

(o] n—1

2 o= lim ) aiz lim | 7t)d
i=ng i=ng no
= I Fle)

ProtoZe je f nezdpornd, je F' neklesajici. Tedy limita F' v nekonecnu existuje a je vlastni. Tedy

[ f(t) dt konverguje. O
Priklad. UkaZte, Zefada ) _, mogn diverguje.
ReSeni

Polozme f(z) = @, r € [2,00). Pak f je nezdpornd spojitd a nerostouci na [2, 00).
Protoze - o 1

/ f(x)dx:/ %dt: [logt]j’;’gQZOO,
2 log 2
fada .
; n log n Z fn

diverguje.

Véta 9.37 (tvar zbytku v integralnim tvaru). Necht’' n € N, a,z € R, a < z, a funkce f md v
kazdém bodé intervalu [a, x| viastni (n + 1)-ni derivaci. Pak

fla) = Tfw) = [ o - o s

Dukaz Véty 9.37
Budeme postupovat matematickou indukci podle n € N.
Pron = 0 médme

f(@) — T () = f(z) - f(a) = / " pdt

tedy vztah pro n = 0 plati.

Predpoklddejme nyni platnost tvrzeni pro n € N U {0} a dokazme ho pro n + 1. Mé&jme
tedy (n + 2)-krat diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, z]. Pak je funkce f+V(¢)(x —t)"
spojitd na [a, |, a proto miZeme pomoci per partes pocitat

[ o e = o

(n+1)!




xT

~ [ - o]

a

~ [ e+ D - 0 D

(n+1)!

=~ @6 =+ F @) - T )

= f(x) — Tr{—fl(x)

10 Diferencialni rovnice

10.1 Zakladni pojmy

y =f
Fyzika
Volny pad bez odporu vzduchu:
ma = mg
V=g

Volny pad s odporem vzduchu:

mv’ = mg — bv

mv’ = mg — bv?

Demografie
Malthustv popula¢ni model p’ = ap



2]

5 4
1 g
5
Biologie

Logisticky populaéni model p' = ap — bp?

20
10-
5 10

0

Biologie

Trepka velkd (paramecium caudatum)
prvoci — nalevnici — chudoblanni
p =ap—0bp?, a=2.309,b=a/375



Ekonomie
Q4 - ..poptavka
()s ...nabidka
P ...cena
Qq=a—BP+mP +nP"
Qs=—y+0P+uP +ovP”
Qi = Qs

Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru
F(y™,y" b Ly y,2) =0, (1)

kde F' je redlnd funkce n + 2 proménnych.

y' —y=sinz

F(z1,29,23,24) = 21 — 23 — Sin 24
Definice.

« ReSenim diferenciélni rovnice (1) rozumime funkci y definovanou na n&jakém neprazd-
ném otevieném intervalu 7, kterd ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci a
jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (1) v kazdém bodé intervalu 7, tj.
pro kazdé = € I plati

F(y™ (2),y" V(2),....y" (@), (), y(2),2) = 0.

Reseni y diferencidlni rovnice (1) je maximalni, pokud neexistuje takové feseni z, pro
které D, ; D, akteré se na D, shoduje s y.

* VSechna maximaln{ feSeni.
* Existence a jednoznacnost feSent.

e Limitni chovani a stabilita feSeni.

10.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice. Rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

y = g(y) - hz). (2)



Metoda reseni pro spojité g a h
1. Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢cnim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z
1. kroku je funkce y(x) = c feSenim rovnice (2). Témto feSenim fikdme singularni nebo také
stacionarni.

3. Ur¢ime maximdlni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval [ z 1. kroku a interval .J z 3. kroku. Tedy h je na [ spojitd a g je spojita
anenulovd na J. Budeme hledat feseni, kterd jsou definovand nékde v intervalu / a maji hodnoty
v intervalu J. Je-li y(z) takové feseni, pak pro n&j plati

y(x) .
o) I

Necht' H je primitivni funkce k h na intervalu / a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J.
Existuje konstanta ¢ € R takova, Ze plati

Gly(x)) = H(z) +c

na defini¢nim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nésledujicim kroku.
UkaZme jesté, Ze funkce ve tvaru

y(x) = G (H(z) +¢), (3)
definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2). Poc¢itejme
1
y(x) = (G (H(z) + ) H'(x) = ()

 G(GY(H(z) +¢))

=g(G™(H(z) + ) - h(z) = g(y(2)) - h(z).
5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsazené v
mnoZziné
{rel; Hz)+ce G(J)}.

Na kazdém z téchto intervaltl musi mit feSen{ tvar
y(z) = G (H(z) + ¢),

kde G~! znacf funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot’ G je na intervalu .J bud’ rostouci
nebo klesajici.

6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singuldrnich feSeni z 2. kroku slepime vSechna maximalni
feSeni. Necht’ y; a y» jsou feSeni rovnice (2), prvni na intervalu (a, b) a druhé na intervalu (b, c),
pricemz b € D,;,. Pfedpokladejme, Ze

lim y;(z) = lim ye(z) =a € D,

r—b— r—b+



Pak funkce

je feSenim rovnice (2) na intervalu (a, ¢).

10.3 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

Y +p(x)y = q(x), 4)

kde p, ¢ jsou spojité funkce na daném intervalu (a,b), a,b € R*, a < b (linearni diferencialni
rovnice prvniho radu).

y—y +py
Cl(a,b) — C(a,b)

Véta 10.1. Maximdlni Feseni rovnice (4) spliiujici podminku y(zo) = yo, kde ¢ € (a,b), yo € R,
md tvar

) = ([ a0V at)e " e O, a e (ab), 5)

Zo

kde P je primitivni funkce k p na (a,b) spliiujici P(xy) = 0.

Dukaz Véty 10.1
UkaZme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

Y (x) = g(w)e" e P

—p(w)e ™ ([ afe)e™ at) pla)yoe ).

Zo

Dile .
pla)u(o) = pa)e " [ alt)e™ at) + plaje

xo
a tedy
y'(z) + p(z)y(z) = q(z).
Zjevnd y () = yo.
Ukédzeme, Ze maximalni feSeni (4) musi mit tvar (5).
Maximadlni feSeni homogenni rovnice ¢y’ + py = 0 maji tvar

y(x) =k -e P, reR, keR.



Metoda variace konstanty. Hledejme fesSeni ve tvaru

kde k je tfidy C' na (a, b).

Plati y(zo) = yo, a tedy ¢ = yp. O

10.4 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty
Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
Y™ oy 4 any + aoy = (D), (6)

kden € N, ay, ..., a,_1 jsouredlnd ¢islaa f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b) (linearni
diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi Koeficienty).
Homogenni rovnici k rovnici (6) rozumime rovnici

y(n) + an—ly(n_l) _|_ .. + aly/ + aOy = 0 (7)

Véta 10.2. Necht’ ty € (a,b) a 2y, ..., 2,—1 € R. Pak existuje pravé jedno maximdlni Feseni y
rovnice (6), které spliiuje podminky

y(to) = 20, Y'(to) = 21, ..., y(n_l)(to) = Zp—1.

Toto FeSenti je navic definovdno na celém intervalu (a, b).



Bez dikazu.

Véta 10.3.

(i) Maximdlni reseni rovnice (7) jsou definovdna na celém R a tvori vektorovy podprostor
prostoru C"(R)) dimenze n.

(i1) Necht y, je maximdlni Feseni rovnice (6). Pak funkce y je maximdinim 7esenim (6), prdvé
kdy? ji Ize zapsat ve tvaru y = y, + yp, kde yy, je vhodné resent rovnice (7).

Dukaz Véty 10.3
(i) Dle Véty 10.2 jsou maximdlni feSen{ definovand na R. Definujme zobrazeni L: C"(R) —
C(R) predpisem
L(y) = y"™ + an_1y™ " + - + a1/ + agy.

Potom je zobrazeni L linedrni a mnoZina feSeni rovnice (7) je rovna Ker L. Jde tedy o vektorovy

prostor. Podle Véty 10.2 nalezneme maximdlni feSeni v, yo, . . . , ¥, rovnice (7) spliujici
n0)=0,  10)=1, Yn(0) =0,
w o) =0, 5O =0, .. w VO =1

Ukézeme, ze mnozina {yi,...,y,} je bazi prostoru Ker L. Nejprve ovéiime jeji linedrni

nezavislost. Necht’ ¢y, ..., ¢, jsou redlna Cisla spliujici
ayr + cye + -+ cpyn = 0.
Pak vSechny derivace funkce vlevo jsou nulové, a tedy pro kazdé k € {0,...,n — 1} a kazdé
z € R plati
ey (@) + -+ ey () = 0.

Dosadime-li postupné do téchto rovnosti bod 0, dostaneme ¢; = - - - = ¢,, = 0. Reseni Yls oo vy Yn
jsou tedy linedrné nezavisla.

Nyni ukazme, Ze kazdé maximalni feSeni (7) je linedrni kombinaci vy, ...,y,. Necht y je

maximalni feSeni (7). PoloZme

a=y0), c=y0), ..., ¢ = y(n—1)<0)

=yt F ol

Pak z je maximalnim feSenim rovnice (7), pfi¢emz plati

200)=c1, 20)=cy, ..., 2079(0) =c,.



Z jednoznacnosti maximdlniho feSeni s danymi pocateCnimi podminkami plyne dle Véty 10.2
rovnost y = z na R, takze y = c1y1 + - - - + o ¥n.

(ii) Resi-li Yp rovnici (6) a y, rovnici (7), pak z linearity zobrazeni L plyne, Ze y, + vy fesi
rovnici (6).

Obrécené, je-li y maximdlni feSeni rovnice (6), pak y — vy, € KerL, §j. v, = vy — y, Je
maximalni feSeni rovnice (7). O

Definice. Fundamentalnim systémem rovnice (7) nazyvame bazi prostoru maximalnich feseni
rovnice (7).

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (7) rozumime polynom
X)) = A"+ ap A ag A+ ag.

Véta 10.4 (tvar fundamentdlniho systému). Necht’ x je charakteristicky polynom rovnice (7).
Necht’ \q, ..., \s jsou vSechny navzdjem riizné redlné koveny polynomu x s ndsobnostmiry, ..., rs.
Necht’ oy + Bri, ..., ag + Byt jsou vSechny navzdjem rizné koreny polynomu x s kladnou imag-
indrni ¢dsti a ndsobnostmi qq, . . ., q, kde o, ...,y B1,...,0 € R.

Pak nésledujici funkce tvori fundamentalni systém feSeni rovnice (7):

At At ri—1 At
et tet trT et
eAst’ te)\st, L .[:T'sflez\st7

et cos fit, te“tcos Bit, ... tBleitcos Bt
etsin Bit, tetsin Bit, ... t9letsin Bit,
etcos Bit, te“tcosfit, ... t@le¥tcosfBit,
eXtsin Bit, teisin By, ... t9 le%tsin fit.

Derivace funkci s hodnotami v C

Necht’ ¢: (a,b) — C. Oznalme ¢;(z) = Rep(z) a po(z) = Ime(z). Pak definujeme
() = ¢l (z) + iy (x), pokud ¢ (x), ) (x) existuji vlastni.

Necht’ ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé = € (a, b) derivaci. Potom plati

* (P ) (e) = @) + ¢'(x),
* (@) (2) = ' (@)Y () + p(2)y(2).

(@) ... zfeymé
(b)
() (2) = (P11 — @aib) () + i(p1¥h2 + i)' (x)
= (P11 + @1 — Ptha — oty ()
+i(p1he + 19y + Phthr + parhy) ()
= ¢'(2)(x) + p(2)¢(2)



* Necht ¢, 1: (a,b) — C maji v bodé x € (a,b) vlastni n-tou derivaci. Potom plati

(00 = 3 (1) o),
k=0

o (ctb) = ckt*~1 ce C,k e NU{0}

« () =xeM NeC [e2F8 = e%(cos B + isin 3)]

Lemma 10.5. Necht' () je polynom a w € C je jeho koren ndsobnosti ¢ € N. Potom plati

Q) = Q'(w) =+ = QU I(w) = 0.

Diikaz. Polynom () lze zapsat ve tvaru
Q(z) = (z —w)*- R(2),

kde R je opét polynom. Odtud jiZ tvrzeni snadno plyne. L

Dukaz Véty 10.4



Z a; (-i) (tk)(s))\j—se)\t

=s

@
Il

o
<

1) v o s
g(t’“)(’e”zag‘~3-~(]—s+1)”
J=Ss

M:

@
Il
o

n 1 . .
— Z Q(tk)( )eAtX( )(/\)

s=0 '

k 1 "o
= T(tk)(s)e/\tx(s)@)‘f' Z —'(tk)(s) extx(s)(/\)

s N—— S N —

s=0 =0 Szk-‘rl =0

=0

Diikaz linearni nezavislosti

Uvazujme linedrni kombinaci funkci z naSeho systému, kterd je na intervalu (a,b) rovna
nulové funkci. Pfedpokladejme, Ze funkce t*e cos 5t a t*e* sin 3t se v této linedrni kombinaci
vyskytuji s koeficienty a a b. Plati

at*e cos Bt + btFe™ sin Bt
CiBt 4 o—iBt (iBt _ it
= atFe — 5 + btk — (8)
1

. 1 .
_ §(a - bi)tke(a+16)t + i(a + bi)tke(a—zﬁ)t_

Ddle plati, ze
a=b=0&a—-bi=a+bi=0. 9)

Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy prepsat do tvaru
Py(t)e“™t + Py(t)e? + - -+ + Py(t)er

kde wy,...,wr € C jsou navzdjem riznd komplexni ¢isla a P, ..., P, jsou polynomy. Podle
predpokladu plati
Py(t)et! + Po(t)e? + -+ - + Py(t)e*' = 0

pro kazdé t € (a,b). K dikazu linedrni nezdvislosti naseho systému staci dokazat, ze P, =
P, =-.. = P, = 0, protoZe pak budou vSechny koeficienty polynomi P, ..., P, nulové a diky
pozorovani (9) obdrzime, Ze 1 koeficienty pouZité v nasi linearni kombinaci jsou nulové.

Dikaz provedeme matematickou indukei podle k. Pokud &k = 1 a pro kazdé ¢ € (a,b) plati
Py(t)ert = 0, pak nutné P;(t) = 0 pro kazdé t € (a,b), atedy P, = 0.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro £ € IN. Pov§Simnéme si nejprve, Ze pokud P je polynom



aw € C)\ {0}, pak

(P(x)e“") = P'(x)e"" + P(x)we“”
= (P'(z) + wP(z))e”" = R(x)e™",

kde R je polynom stejného stupné jako P.
Predpokladejme nyni, Ze pro kazdé ¢ € (a, b) plati

Pi(t)e! + - + Py (t)e 1t =0,
tedy pro kazdé t € (a,b) plati
Py(t)er =)l o P(t)el )t 4 P () = 0,
Po opakovaném derivovan{ dostaneme pro kazdé ¢ € (a, b) plati
Ry(t)er—emet 1o Ry (t)elwr k)t —

kde st Ry = st Py, ..., st Ry = st Py. Podle indukcniho predpokladu musi byt Ry = Ry = - -+ =
Ry =0,atedy P, = P, =--- = P, = 0. Potom

Vt € (a,b): Py (t)er+1f =0,

atedyi Py = 0.

[
Lemma 10.6. Necht’ v, ..., y, tvoii fundamentdlni systém rovnice (7). Potom matice
wt)  wa(t) ()
s | O we
00 T

Jje reguldrni pro kazdé t € R.

Dukaz Lemmatu 10.6
Pokud U (t,) neni reguldrni pro néjaké t, € R, pak existuje nenulovy vektor d € R" takovy,
7ze U(ty)d = 0. Polozme z = dyy; + - - - + d,y,. Potom z fesi rovnici (7) a spliiuje

2(to) = diyi(to) + -+ + duyn(to)

0,
2 (to) = dryi(to) + - - - + duyy, (to) = 0,

D (1) = dyy" V(o) + - + day SV (to) = 0.

Podle Véty 10.2 madme z = 0 na R. Funkce v, ..., y, tvoii fundamentalni systém, a proto je
dy =dy =--- =d, = 0. To je ale spor s nenulovosti vektoru d, ¢imz je diikkaz dokoncen. ]



Metoda variace konstant
Hledejme feseni rovnice (6) ve tvaru

y(t) = cl(@y(t) + -+ ea(bya(t), ¢ € (ab),
kde ¢y, ..., ¢, jsou spojité diferencovatelné funkce na (a,b) a {yi,...,y,} je fundamentdln{
systém rovnice (7).
Pocitejme
y'=cy ot ey A+ G
a polozme cyy; + - - - + ¢y, = 0. Dile

! ! " /! /!
Yy =ayrto ey, tayt e+ 6y,
a opét polozime cjy| + - - - + c,y/, = 0. Pokracovanim tohoto procesu se dobereme az k rovnici

(n) — Clygn) + RN _|_ Cny’gn) + Clly](‘nil) + e + C;y(nil).

n

Y

Dosadime do (6) a dostaneme tuto sadu podminek:

Ay + -+ Ay, =0,

AP 4y =0,

Gyl e+ Y = f,

n

neboli

cn(t) f(t)
Funkci ¢, vypolteme z pfedchozi rovnice pomoci Cramerova pravidla

y1(t) e yi—1(t) 0 Yit1(t) cee yn (t)

yi(t) ey () 0 vig (1) . yr (£)
(1) = e U : : .
WP o P o TP o e
O B N O B A0 B Vru N O B Gl o'
Prava strana predchoziho vztahu je spojita funkce v ¢, takze hledand ¢;,7 = 1,...,n, mizeme

nalézt jako primitivni funkci k pravé strané.

Metoda specialni pravé strany
Véta 10.7. Necht’
f(t) = e (P(t) cosvt + Q(t) sinvt),
kde i,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje FeSeni rovnice (6) ve tvaru
yo(t) = t"e - (R(t) cos vt + S(t)sinvt),
kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{stuperi P, stuperi Q} am € NU{0}
udadvd, jakou ndsobnost md cCislo |1 + v jakoZto koren charakteristického polynomu.

Bez dikazu.



10.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

xll - fl(twrlu Ty 7xn)7
:CIQ = fZ(t> T1, T, ... axn)a
(10)
Jf,,n = fn(t7x17x27 s 7xn)7
kde f;, 7 =1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté neprazdné oteviené podmnoZiné¢ G C
R x R".
Vektorovy tvar:
'(t) = f(t, (1)),
kde méme z(t) = [x1(¢), ..., 2, ()], 2/ (t) = [} (¢),..., 2 (t)] addle f = [f1,..., [n]-
Model dravec-Kkorist
x ... zajici
y ... liSky
' = (A - By)x
y = (—C+ Dx)y
Pozndmka. M¢éjme rovnici
y" = hit,y v,y ) (11)
Uvazujme soustavu
Ty = T,
rh = 13,
(12)
xngl = Zn,
= ht,x, ..., x,).

Pokud z fesi (12), pak ; fesi (11). Obraceng, pokud y fesi (11), pak [y, ...,y V] fesi (12).



Véta 10.8 (Peanova véta o existenci). Necht’ G C R x R" je oteviend neprdzdnd mnoZina,

f: G — R" je spojitd na G. Pak pro kaZdé [ty, 2°] € G existuje maximdlni FeSeni rovnice (10)

splitujici x(ty) = 2°.

Spojitost f v bodé [t,z] € R x R™
Ve >036 > 0V[t',2'] e Rx R"||[t,2'] — [t,«]|| <0:
||f(t,,$,) - f(t,l’)” <é

[o]] = [lfor, va, - . onll] =

Bez dukazu.

Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti). Necht’” G C R x R" je oteviend
neprdzdnd mnoZina, f: [t,z] — f(t,x) € R" je spojité zobrazeni na G a je lokdlné lipschit-
zovské v x, tj. pro kaZdy bod [t,x] € G existuje ¢ > 0 a L > 0 takové, Ze pro kazZdé dva body
5,21], [s, %] splijict |[s,21] — [t, ]| < = a ||[s,2%] — [t,a]]| < & mdme

1f(s,2") = f(s,2)]| < Ll|la" — 2?]].

JestliZe [to, 2°] € G, potom existuje pravé jedno maximdlni FeSeni rovnice (10) splitujici z(ty) =

20,

Bez dukazu.

10.6 Soustavy linearnich dif. rovnic

10.6 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic
Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

x'l = (111(25>$1 + -+ aln(t)xn + bl(t),

ry = a9 (t)x1 + -+ - + agn(t)x, + ba(t),
(13)

T = ap (x4 -+ ()2, + b (1),

n

kden € N, a;;: (o, 8) = R, b;: (o, ) = R, 4,5 € {1,...,n}, jsou spojité funkce.
Vektorovy tvar:
' = A(t)x + b(t),
kde
all(t) e aln(t)
by (t
ani(t) ... am(t) 1)

anl.(t) a,m;(t)



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht’ o, € R*, a < §, tg € (o, ) a
2% € R™ Necht' A: (o, B) — M(nxn), b: (o, 8) — R" jsou spojitd zobrazeni. Potom existuje
pravé jedno maximdlni FeSeni x soustavy (13) spliujici x(ty) = z°. Toto Feseni je definovdno na
celém intervalu («, [3).

Poznamka k dikazu véty 10.10
Definujeme f: (a, ) x R™ — R" pfedpisem

ft,x) = A(t)x + b(t).
Pak 1ze ovéfit predpoklady Picardovy véty.
Definice. Homogenni soustavou k (13) rozumime soustavu
= A(t)x. (14)

Véta 10.11. Necht' n € N, a,f € R*, a < 5, a A: (o, B) — M(n x n) je spojité zobrazeni.
Potom mnoZina vsech maximdlnich reseni soustavy (357) tvori vektorovy podprostor prostoru
C'((a, B), R™). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.

Dukaz Véty 10.11
Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14) definovano na («, ). MnoZina maximal-
nich feSeni je rovna jaddru Ker L linedrniho zobrazeni

L: C*((a, 8),R") — C((a, B), R™)

definovaného ptedpisem L(y) = 3’ — Ay. Tedy se jednd o vektorovy podprostor prostoru
C'((a, B), R™).

Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feleni x', ... 2" soustavy (14) na (o, 3) spliujici
2'(tg) = €', i = 1,...,n. Funkce {x!,... 2"} jsou linedrn& nezdvislé, jelikoz jsou vektory
{e!,... e"} linedrn& nezdvislé. Necht' y je maximdlni feSeni (14). Pak y je definovéno na

(a, B). Oznaéme
2(t) = yi(to)z' (t) + -+ +yulto)z"(t), t € (a, ).
Potom z(tg) = y(to) a z fesi (14) na («, 3). Z jednoznacénosti feSeni plyne
y(t) = z(t) = yto)a' () + - +yalto)2" (1), t € (o, B).
Tedy {z',..., 2"} je bdze prostoru Ker L. O

Véta 10.12. Necht’ o, € R*, a < B a2’ € R"™ Necht' A: (a,3) — M(n xn), b: (o, 8) —
R" jsou spojitd zobrazeni. Necht' y je FeSeni (13) na intervalu («, ). Potom kaZdé FeSeni x
soustavy (13) na intervalu (o, ) md tvar y + z, kde = je jisté Feseni (14).



Dukaz Véty 10.12
JelikoZ je zobrazeni L: y — y' — Ay linedrni na prostoru C'((«, 3), R™), mdme pro max-
imalni reSeni x rovnice (13) rovnost

Liz—y)=Lr—Ly=b—-b=0,
atedy z = v — y 1esi (14). ]

Definice. Necht' vektorové funkce y',. .., y" tvoif bdzi prostoru feseni rovnice (14) na («, 3).
Takovou mnozinu feseni nazyvame fundamentalni systém rovnice (14). Ozna¢me

un(t) - yn(t)
Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy (14).

Lemma 10.13. Necht’ © je fundamentdlni matice rovnice (14). Pak ®(t) je reguldrni pro kazdé

t € (o, B).

Diikaz Lemmatu 10.13
Predpoklddejme, Ze pro jisté ¢y € («, ) neni matice ®(ty) reguldrni. Pak existuji ¢isla
ci, ..., ¢, € R takova, Ze alespon jedno je nenulové a

ey (to) + - - + cpy™(tg) = 0.
Potom feSeni
y=cay' +-Fey”
spliiuje y(to) = 0. Diky jednoznac¢nosti FeSeni pak plati y = 0. To je ale spor s linedrni nezavis-

losti funkei y!, ..., y" O

Véta 10.14 (variace konstant). Necht’ o, 3 € R*, a < 3, tg € (a, B8) ay® € R™. Pak maximdlni
FeSeni y rovnice (13) s po&dtecni podminkou y(ty) = y° md tvar

y(t) = BB (fo)” + B(0) / S Y(s)b(s)ds, 1 € (a, B),

to

kde ® je fundamentdlni matice soustavy (14).



Dukaz Véty 10.14

Matice ®~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovdna pro kazdé s € («,[3). Z Cramerova
pravidla plyne spojitost zobrazeni s — ®!(s)b(s), a tedy je y dobie definovdno. PouZitim
O'(t) = A(t)®(t), t € (o, 5), dostaneme

Y (t) = @' ()P (to)y" + @' (2) /t O (s)b(s)ds + ()P (£)b(2)

— ABDH)D L (t)y + A)D(?) /t B ()b(s) ds + b(t)
— AW)Y(E) + b(1).

Ziejmé plati y(to) = y°. O

10.7 ReSeni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Lemma 10.15. Necht’ A € M(n X n) a vektorovd funkce y : R — R" je FeSenim soustavy
y' = Ay. Pak y je tridy C* a pro kaZdé k € N plati y*) (z) = AFy(z) pro x € R.

Diikaz Lemmatu 10.15
Diikaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro k = 1 mame iy’ = Ay z predpokladu.
Piedpokladejme nyni, Ze pro k € N je y je tfidy C* a y(*) = A*y. Pak mame

(Afy)" =AMy = AFAy = ARy,
Tedy je funkce y*) diferencovatelnd a plati
YD) — (Aky)’ — ARy,
Funkce y je tedy tifdy C¥*! a plati poZadovany vztah. ]

Definice. Matici, jejiZ prvky jsou polynomy v proménné A\, nazyvame A-matici. Radkovymi
dpravami \-matice rozumime:

* zaménu dvou radkd,
* vyndsobeni fddku nenulovou konstantou,
* pficteni P(\)-ndsobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P(\) je polynom v proménné \.

Lemma 10.16. Necht’ A = (P, . o Pn)f Jje A-matice. Potom ji Ize konecnou posloupnosti Fdd-
kovych tiprav prevést na \-matici A = (P, ..., P,)T, kde nejvyse jeden z polynomii P, ..., P,
je nenulovy.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, Ze A # 0, v opacném pripadé neni co dokazovat. Pak je nasledujici definice

korektni.

k(A) =min{st P;; i € {1,...,n}, P, #0}.
PouZijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li £(A) = 0. Pak Ize pfedpokladat, ze P (\) =
¢ # 0. Potom lze pomoci teti fadkové tpravy pievést A na (c,0,...,0)T.

Predpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro v§echna A # 0 spliiujici k(A) < k, kde k£ > 0.
UvaZzujme matici A spliiujici k(A) = k. Opét miZeme predpokladat, Ze st P, = k. Pokud P;,
J # 1, je nenulovy prvek A, pak miZeme psat P; = N - P, + P}, kde N, P! jsou polynomy
a st Pf < st P1. Pomoci tieti fddkové tpravy lze prvek P; nahradit prvkem P;. Matici A tak
lze pievést na matici A* = (P, Py, ..., P")T, kde je bud’ jediny nenulovy polynom P;, nebo
k(A*) < k alze pouZit indukéni predpoklad. O

Véta 10.17. Necht’ A € M (n x n). Pak Ize A\-matici \I — A pievést konecnou posloupnosti Fdd-
kovych tiprav na horni trojithelnikovou \-matici. Vyslednd A-matice md na diagondle nenulové
polynomy, soucet jejichZ stuprii je n.

Dukaz Véty 10.17

Nejprve ukdzeme, Ze kaZzdou A-matici Ize prevést kone¢nou posloupnosti fadkovych tdprav
na horni trojihelnikovou A-matici. PouZijeme matematickou indukci podle n. Je-li n = 1, je
tvrzeni ziejmé.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht’ A je \-matice typu (n+1) x (n+1). Na
A aplikujeme radkové upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec ma tvar (]5 ,0,...,0)T
(Lemma 10.16).

Na submatici matice A, kterd vznikne vynechanim prvni fadku a prvniho sloupce, pak pouZzi-
jeme indukéni predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni trojihelnikova A-matice vznikld z
AL — A pomoci fadkovych tprav. Potom det A = ¢ det(Al — A) pro néjaké ¢ € R nenulové (toto
plyne z vlastnosti determinantti a polynomt). Polynom A — cdet(Al — A) je n-tého stupné, a
tak dostavame poZzadované tvrzeni. O]

Oznaceni.

e Necht P(\) = a,\" + @, 1 A" 1+ -+ + ay\ + ap je polynom a y: R — R je funkce
majici vlastni derivaci n-tého fddu na R. Potom symbol P (d%)y znaci funkci

any™ + an 1y 4wy + agy.
Oznaceni.

* Necht' P = (P;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencialnich rovnic odpovidajici P
budeme rozumét soustavu



d d
Pu(—)y1 + -+ Pio(=—)yn =0,

dx dx
d d
P21(%)y1 +---+ PZn(%)yn =0,

d d

Lemma 10.18. Necht’ P, Q) jsou polynomy ay € C*(R). Pak
(a) (P+Q)(5)y = P(3)v+ Q%)
(b) (PQ)()y = P(£)(Q(%))y-

(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = 7" garA* a Q(A) = 377 b; N mdme

k=0 =0
= (Z akb]/\kﬂ) (L)y = Z apb;y*H7)
k=0 7=0 k=0 j=0
Y a3 0) " =S a(0()n)”
k=0 j=0 k=0
= P(£) (Q(2)y).
a tedy plati (b). ]

Véta 10.19. Necht' \-matice P typu n x n vznikla konecnou posloupnosti Fadkovych viprav z
A-matice P.  Potom vekiorovd funkce y: R — R" tridy C* je FeSenim soustavy odpovidajici
matici P, pravé kdy? je reSenim soustavy odpovidajici P.

Dukaz Véty 10.19 ~
Staci ukdzat, Ze pokud y fesi soustavu odpovidajici P, pak fes$i i soustavu odpovidajici P,
ktera vznikla z PP aplikaci jedné fadkové upravy (fddkové tpravy jsou invertibilni).
Toto jisté plati, pokud vyménime dva fadky ¢i fadek vyndsobime nenulovou konstantou.
Uvazme nyni fadkovou tpravu spocivajici v pricteni P(\)-ndsobku jednoho fadku k jinému
fadku. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze pfi¢itame P(\)-nasobek druhého fadku
k fadku prvnimu. Mame
Pu(H)yn+ -+ P () yn = 0,
P21(%)3/1 +eet+ P2n(%)y

n = 0.



Potom

(P14 P-Po)( L)y + -+ (P + P Pon) (L)y, =
= Pll(%)yl +-+ Pln(%)yn
+(P-Po)(L)yr+ -+ (P Po) (L)yn
=0+ P(3) (P (5)vr + -+ Pon () vn)
=0+ P(L)0o=0.

O
Homogenni soustava y' = Ay odpovida A\-matici A\ — A, kterou pomoci konecné posloup-
nosti fadkovych tprav prevedeme na horni trojihelnikovou A-matici

Py Py - Py,
0 Py - DBy
0 0 P,

Soustavu

U

Pu(H)yn+ -+ P () yn = 0,
pak vyfeSime postupné od n-té rovnice k prvni.
Priklad

Yy = 4y + 5ys
Yy = —2y; — 2ys

A—4 =5 1 IN+1
_ — ~ 2
A=A ( 2 >\+2) <o )\2—2)\+2)

1
y1—|—§y§+y2:0

Yy — 2yy + 2y, =0

Yo = ajelsint + age’ cost

k + ! "sint + ! ; "cost
= | —= — S1n —=] — (X € COS
hn 2041 2a2 € s M T 52
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