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6. Taylortiv polynom (dokonceni)



6.1 Zakladni vlastnosti

Definice
Necht f je funkce, a € R a (") (a) € R. Pak polynom

T,f"’"(x) =flay+f(a)(x—a)+---+ %f(”)(a)(x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v
bodé a.



Necht' Q je polynom, st Q < n alim, .. ;e Q)
je nulovy polynom.
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Véta 6.2 (Peanuv tvar zbytku)

Necht a € R, f("(a) € R a P je polynom stupné nejvyse
n. Pak ’ .
o 1) = P(x)

f,
= ay =0 P=T,%
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Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze

m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,



Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze
m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na |a, x|, ktera ma v kazdem bodée
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.



Véta 6.3

Necht a, x € R, a < x. Predpokladejme, Ze

m f je funkce, ktera ma v kazdém bodé intervalu |a, x|
viastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na |a, x|, ktera ma v kazdem bodée
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.
Pak existuje ¢ € (a, x) takove, Ze

) = T = 2L 2 g — gy



Véta 6.4 (Lagrangeuyv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Veété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze
1

10 = TH0) = oy 0@ - 2




Véta 6.4 (Lagrangeuyv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Vété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze
1

10 = TH0) = oy 0@ - 2

Véta 6.5 (Cauchyuv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Veété 6.3. Pak existuje ¢ € (a, x)
takové, Ze

1(x) — TH(0) = Q) x — )(x — ).



6.2 Symbol malé o

Definice

Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je
v bodé a malé o od g (piSeme f(x) = o(g(x)), x — a),
jestlize plati

lim m =0.

x—a g(X)



Edmund Landau (1877—1938)




Véta 6.6

Necht a € R*.
(i) Jestlize

fi(x) = o(g(x)), x = a a k(x) =0(9(x)), x = a,

f(X) + f(x) = o(g(x)), x — a.



(i) Jestlize
fi(x) =0(g1(x)), x — a, a h(x)=0(g:2(x)), x — a,
potom

h(x)k(x) = 0(g1(X)g(x)), x = a.



(iii) Jestlize

f(x)=0(g91(x)), x —»a, a lim

potom



Véta 6.7

Necht a,b € R*, f(y) = o(g(y)), ¥ = b, limy_a¢(x) =b a
existuje 6 € R, 0 > 0, takové, Ze

Vx € P(a,9) : o(x) # b.

Potom f(¢(x)) = o(g(¢(x)), x — a.



7. Ciselné rady



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady

> et @n-



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady
> 4 an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢élenem fady

21 @n-



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady

> 4 an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢élenem fady
>, ap. Souctem nekonec€né fady >, a, nazveme
limitu posloupnosti {sn,}, pokud tato limita existuje.
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> ey an. Souctem nekonecné fady > 7, a, nazveme
limitu posloupnosti {sn,}, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem "7, ap.



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady

> 4 an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢élenem fady
>, ap. Souctem nekonec€né fady >, a, nazveme
limitu posloupnosti {sn,}, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem 3" ° , ap.
Rekneme, Ze fada konverguije, je-li jeji soucet realné
Cislo. V opacném pripadé rekneme, ze fada diverguije.



Jestlize fada Y~ | a, konverguje, pak lim a, = 0.
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Véta 7.2

(i) Necht o € R, a # 0. Potom Y, a, konverguje,
pravé kdyz > | aa, konverguje.
(i) Necht'> ", ana ., bsjsou konvergentni fady.
Potom %" ,(an + bn) konverguje.
(i) Rada >, a, konverguje, prévé kdyz plati

Vee R,e>03dng e NVne N, n> ng

m
vYme N, m> n: ’ > a,-’ <e.
j=n+1



Véta 7.3 (srovnavaci kritérium)
Necht ny € N. Déle necht' " ,a, a -, b, jsou dvé

n=1

fady splnujici 0 < a, < b, pro kazdé n € N, n > ny.

(i) Je-liy~> . b, konvergentni, je rovnéz > " . an
konvergentni.



Véta 7.3 (srovnavaci kritérium)
Necht ny € N. Déle necht' " ,a, a -, b, jsou dvé

n=1
fady splnujici 0 < a, < b, pro kazdé n € N, n > ny.
(i) Je-liy~> . b, konvergentni, je rovnéz > " . an
konvergentni.
(i) Je-liy ", an divergentni, je rovnéz> > . b,
divergentni.



Véta 7.4 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht' > " a,a) ., by jsou fady s nezapornymi cleny
alim,. an/b,=c € R".

(i) Necht c € (0,00). Potom %", a, konverguje, pravé
kdyZ konverguje ", by.
(i) Necht c = 0. Pak konverguje-li >, , b,, konverguje i
> et @n.
(iii) Necht ¢ = co. Pak konverguje-li " , an, konverguje

i3 b



Véta 7.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Necht >"° , a, je fada s nezapornymi ¢leny. Potom plati:
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze
dng e NVneN,n>ny: V/a, < q,
potom > ° . a, konverguje.

(i) Je-lilimsupy/a, < 1, pak je >, , a, konvergentni.
(iii) Je-lilimy/a, <1, pak je >, a, konvergentni.



Véta 7.5 (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht >"° , a, je fada s nezapornymi ¢leny. Potom plati:
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze

dng e NVneN,n>ny: V/a, < q,

potom > ° . a, konverguje.
(i) Je-lilimsupy/a, < 1, pak je >, , a, konvergentni.
(iii) Je-lilimy/a, <1, pak je >, a, konvergentni.
(iv) Je-lilimsup y/a, > 1, pak neplatilima,=0a >, a,
je divergentni.

(v) Je-lilimy/a, > 1, pak neplatilima,=0a ., a, je
divergentni.



Véta 7.6 (d’Alembertovo podilové kritérium)

Necht > | a, je fada s kladnymi Cleny.
(i) Existuje-liq € (0, 1) takové, Ze

a
dno e NVneN,n> ny : ;*1 <q,

n
potom " >° | a, konverguje.
(if) Je-lilimsup % <1, pakje ", a, konvergentni.
(iii) Je-lilim % <1, pakje ", a, konvergentni.

(iv) Je-lilim %= > 1, pak neplatilima, =0 a ", a, je
divergentni.



Véta 7.7 (kondenzacni kritérium)

Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezapornych cisel.
Pak rada )", a, konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada " , 2" aon.



Véta 7.7 (kondenzacni kritérium)

Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezapornych cisel.
Pak rada )", a, konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada " , 2" aon.

Véta 7.8

Necht o € R. Rada Y>>, 1/n* konverguje préavé tehdy,
kdyZz o > 1.



Véta 7.9 (Leibniz)

Necht {a,}:° , je monoténni posloupnost, kterd
konverguje k 0. Pak fada fada . ,(—1)"a, konverguje.



7.4 Absolutni konvergence

Definice

Rekneme, Ze fada >_°° ., a, je absolutné konvergentni,
jestlize je fada .-, |as| konvergentni. Je-lifada >, , a,
konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, fikame, ze
je neabsolutné konvergentni.



Je-lifaday",” , a, absolutné konvergentni, je rovnéz
konvergentni.
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Definice

Necht p: N — N je bijekce. Pferovnanim rady >~ . a,
rozumime fadu > @p(n)-



Definice

Necht p: N — N je bijekce. Pferovnanim rady >~ . a,
rozumime fadu Y7 ; @p(n)-

Véta 7.11

Necht > | a, je absolutné konvergentni fada a

> o1 @p(n) J€ Jeji pferovnani. Pak Y~ ", ayn) je absolutné
konvergentni a ma stejny soucet jako >, ap.



Véta 7.12 (Riemann)

Necht fada " , a, je neabsolutné konvergentni. Pak pro
libovolné s € R* existuje bijekce p: N — N takova, Ze
2 n=1 8p(n) = S-






01




02

01




03 .
oo 4+ .
o1 + .




°
03 .
oo 4+ .

o1 + .




Ok A

03
09 -

01




Ok A

03
09 -

01




Ok A

03
09 -

01




Ok A

03
09 -

01




Ok A

03
09 -

01




Ok -

o3 A
09 -

o1




Ok -

o3 A
09 -

o1




Ok -

o3 A
09 -

o1




Ok -

o3 A
09 -

o1




Ok -

o3 A
09 -

o1




oL +

o3 +

o9 +
o1 1




ay bl

(O B < =»

v

Q>



ay bl

a1 b2

(O @ <=>

<

v

Q>



ay bl

Q>



a1by aiba aibz aiby

Q>



a1by aiba aibz aiby

Q>



a1by aiba aibz aiby

Q>



a1by aiba aibz aiby

Q>



a1by aiba aibz aiby
a’2b1

Q>



a1by aiby aybs ajby
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Definice

Cauchyovym soucinemfad > ° . a,a ), b, budeme
rozumet radu

(9] k

Z( 1ak+1—ibi>'

k=1 i=



Definice

Cauchyovym soucinemfad > ° . a,a ), b, budeme
rozumet radu

(9] k

Z( 1ak+1—ibi)'

Véta 7.13 (Mertens)

Necht fada "’ , a, absolutné konverguje a fada
>, bm konverguje. Potom

ki(é ak+1fibi> = (i an) : (i bm).

=1 i n=1 m=1



Véta 7.14 (Abel)

Necht' > 77 . an, >~ _, bm jsou konvergentni fady, jejichZ
Cauchytv soucin konverguje. Pak plati

> (3 ar-) = (L) (S bw)

=1 i n=1



7.5 Posloupnosti a fady s komplexnimi Cleny

Definice

Necht {a,} je posloupnost komplexnich Cisel a z € C.
Rekneme, Ze posloupnost komplexnich Cisel konverguje
k z € C, jestlize plati

VeeR,e>03dmeNVneNnN>ny: |a,— z| <e.

PiSeme lim a, = z.



Definice

Necht {a,} je posloupnost komplexnich Cisel. Pro m € N
polozme

Sm=a t+a +---+ am.
Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady

> et @n-
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>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady

2 net @n-
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polozme
Sm=a t+a +---+ am.
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>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
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limitu posloupnosti {s;}, pokud tato limita existuje (jako
prvek C). Soucet fady budeme znacit symbolem >~ . a,.



Definice

Necht {a,} je posloupnost komplexnich Cisel. Pro m € N
polozme
Sm=a t+a +---+ am.

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady

> o, an. Souctem nekonecné fady > 7, a, nazveme
limitu posloupnosti {s;}, pokud tato limita existuje (jako
prvek C). Soucet fady budeme znacit symbolem >~ . a,.
Rekneme, Ze fada konverguije, je-li jeji souget komplexni
Cislo. V opacném pripadé rekneme, ze fada diverguje.



Definice

Rekneme, Ze fada >, an je absolutné konvergentni,
jestlize je fada ), , |a,| konvergentni.



Definice

Rekneme, Ze fada >, an je absolutné konvergentni,
jestlize je fada ), , |a,| konvergentni.

Véta 7.15

Je-li fada komplexnich Cisel 3" , a, absolutné
konvergentni, je rovnéZ konvergentni.



Definice

Komplexni exponencialni funkci rozumime funkci
exp: C — C definovanou predpisem

gy
exp(z) = —z" zeC.

n=0



8. Primitivni funkce



8.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k
f na /, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati

F'(x) = f(x).



8.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k
f na /, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a plati

F'(x) = f(x).

Véta 8.1

Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R takové, Ze
F(x) = G(x) + ¢ pro kazde x < |I.



Definujme funkci H: | — R predpisem

H(x) = F(x) — G(x),x € I.

DA



Dukaz.
Definujme funkci H: | — R predpisem

H(x) = F(x) — G(x), x € I.

Potom

pro kazdeé x € I.



Dukaz.
Definujme funkci H: | — R predpisem

H(x) = F(x) — G(x), x € I.

Potom
H'(x) = f(x) — f(x) =0

pro kazdeé x € I.
Podle Véty 5.9 je tedy H konstantni na /.
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integrand f(x)



Oznaceni
Mnozinu v8ech primitivnich funkci k funkci f oznacujeme

symbolem
/ f(x)dx.

Pro popis této mnoziny budeme pouzivat znaceni

/ f(x)dx € F(x), xel,

Jednotlivé €asti symbolu [ f(x)dx jsou znak integralu |,
integrand f(x) a symbol dx oznacujici proménnou,
vzhledem k niz integrujeme.



c Xn+1
x”dx:m,xeR pronc€Z,n>0;x € (—o0,0)
nebo x € (0,c0)prone Z, n < —1

DA



c Xn+1
x”dx:m,xeR pronc€Z,n>0;x € (—o0,0)
nebo x € (0,c0)prone Z, n < —1

Xa+1
x¥dx £ 22—
o

1 x €(0,0) proaceR\Z

DA



Tabulkové integraly

n+1

n+1’
nebo x € (0,00) prone Z, n < —1

x"dx <

xeR proneZ,n>0;x € (—0,0)

N c Xa+1
X dx:m, x€(0,00) proacR\Z

/%dx < log|x|, x € (—00,0) nebo x € (0, o)



Tabulkové integraly

n+1

n+1’
nebo x € (0,00) prone Z, n < —1

x"dx <

xeR proneZ,n>0;x € (—0,0)

N c Xa+1
X dx:m, x€(0,00) proacR\Z

]
/;dx < log|x|, x € (—00,0) nebo x € (0, o)

/exdxéex, xeR



/sinxdxé cosx. xR

(O AEr A= o«
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/sinxdxé cosx. xR

/cosxdxésinX, <R

(O AEr A= o«

o>



/sinxdxé —cosx, xR

/cosxdxésinx, xeR

/ 1
cos? X

dx Ztgx, x € (—n/2 + km,w/2 + kr), k € Z



Tabulkové integraly

/SinXdXé_cosX, XER

/cosxdxésinx, x cR

1
/Coszxdx Ztgx, x € (—n/2+ km,n/2+ kr), k € Z

—1
/ ——dx Z cotgx, x € (km, 7+ kn), k € Z
sin® X



/;

— dx £ arcsinx, x € (—1,1)

DA



/;

VI—x

/_ 1

i

dx £ arcsinx, x € (—1,1)

dx £ arccosx, x € (—1,1)

DA



I

/_ 1

i

/ 1
1+ x2

dx £ arcsinx, x € (—1,1)

dx £ arccosx, x € (—1,1)

dx £ arctgx, x €R

DA



/\/%dxéarcsinx, xe(-1,1)
— X

/_%dxéarccosx, xe(—1,1)
V1—x

1
/H_—)@dxéarctg% x€R

1
/ T dx £ arccotgx, x € R

n}
8]
it
it
it

DA



Véta 8.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu I. Pak f ma na | primitivni funkci.



Véta 8.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu I. Pak f ma na | primitivni funkci.

Ddkaz uvedeme pozdéji.



Véta 8.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a «, 5 € R. Potom
funkce oF + B G je primitivni funkci k af + g na l.



Véta 8.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a «, 5 € R. Potom
funkce oF + B G je primitivni funkci k af + g na l.

Dukaz.

Podle véty o aritmetice derivaci plati
(aF(x) + BG(x))" = aF'(x) + BG(x) = af(x) + 5g(x)

pro kazdé x € I.



Véta 8.4 (integrace per partes)

Necht' | je otevieny interval a f je spojita na I, F je
primitivni funkce k f na | a G je primitivni funkce ke g na |.
Pak plati

/ 9(x)F(x)dx = G(x)F(x) — / G(x)f(x)dx, xel.



Funkce G je spojita na /,

«O» «FHr «=>»

<

DA



Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.

DA



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /.



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo,



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H,



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je
primitivni ke Gf.



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je
primitivni ke Gf. Pak z véty o aritmetice derivaci mame

(GF — HY = gF + Gf — Gf = gF.



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je
primitivni ke Gf. Pak z véty o aritmetice derivaci mame

(GF — HY = gF + Gf — Gf = gF.

Tedy
/gF = GF - H.



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je
primitivni ke Gf. Pak z véty o aritmetice derivaci mame

(GF — HY = gF + Gf — Gf = gF.

Tedy
/gF = GF - H.

Obé mnoziny tedy obsahuiji funkci GF — H,



Dukaz.

Funkce G je spojita na /, takze i funkce fG je spojita na /.
Ma tedy primitivni funkci na /. Uvazujme néjaky prvek
mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde H je
primitivni ke Gf. Pak z véty o aritmetice derivaci mame

(GF — H)' = gF + Gf — Gf = gF.
Tedy
/gFé GF — H.

Obé mnoziny tedy obsahuji funkci GF — H, a proto se
rovnaji.



Véta 8.5 (Darboux)

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci.
Potom f zobrazuje kazdy interval J C | opét na interval.



Necht J C [ je interval.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Vi <Yaaze(y1,))



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y2aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J).



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /.



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /. Definujme funkci

H(x) = F(x) —zx, xe€l.



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /. Definujme funkci

H(x) = F(x) —zx, xe€l.
Pak H je spojita na / a pro kazdé x € [ plati

H'(x) = f(x) — z,



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /. Definujme funkci

H(x) = F(x) —zx, xe€l.
Pak H je spojita na / a pro kazdé x € [ plati
H'(x) = f(x) — z,

tj. H ma na / vlastni derivaci.
Nalezneme xi, xo € J takova, Ze f(x1) = y1 a f(x2) = ye.



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /. Definujme funkci

H(x) = F(x) —zx, xe€l.
Pak H je spojita na / a pro kazdé x € [ plati
H'(x) = f(x) — z,
tj. H ma na / vlastni derivaci.

Nalezneme xi, xo € J takova, Ze f(x1) = y1 a f(x2) = ye.
Predpokladejme, ze x; < Xo.



Dlkaz.

Necht J C [ je interval. Pfedpokladejme, ze y;, y» € f(J),
Yi < Y.aze (y1,y2). Chceme ukazat, ze z € f(J). To
nam postaci k dukazu tvrzeni dle Lemmatu 3.10.

Necht F je primitivni k funkci f na /. Definujme funkci

H(x) = F(x) —zx, xe€l.
Pak H je spojita na / a pro kazdé x € [ plati
H'(x) = f(x) — z,

tj. H ma na / vlastni derivaci.

Nalezneme xi, xo € J takova, Ze f(x1) = y1 a f(x2) = ye.
Predpokladejme, Ze x; < xo. Protoze funkce H nabyva na
intervalu [xy, x2] minima (Véta 3.13), miZeme ho oznacit
jakO Xo-



Pokracovani dukazu.

Jelikoz
H/(X1) = f(X1) —Z< O,

existuje o > 0 takove, Ze

Vx € P(xy,0): H(x) < H(xy).



Pokracovani dukazu.

Jelikoz
H/(X1) = f(X1) —Z< O,

existuje o > 0 takove, Ze
Vx € P(xy,0): H(x) < H(xy).

Tedy xg # X.



Pokracovani dukazu.

Jelikoz
H/(X1) = f(X1) —Z< O,

existuje o > 0 takove, Ze
Vx € P(xy,0): H(x) < H(xy).

Tedy Xy # x;.Obdobné odvodime z faktu
H'(x2) = f(x2) —z > 0, ze Xp # Xo.



Pokracovani dukazu.

Jelikoz
H/(X1) = f(X1) —Z< O,

existuje o > 0 takove, Ze
Vx € P(xy,0): H(x) < H(xy).

Tedy Xy # x;.Obdobné odvodime z faktu
H'(x2) = f(x2) —z > 0, ze Xp # Xo.
Mame tedy x; € (X1, X2),



Pokracovani dukazu.

Jelikoz
H/(X1) = f(X1) —Z< O,

existuje o > 0 takove, Ze
Vx € P(xy,0): H(x) < H(xy).

Tedy Xy # x;.Obdobné odvodime z faktu

H'(x2) = f(x2) —z > 0, ze Xp # Xo.

Mame tedy xp € (x4, X2), @ proto plati H'(x,) = 0 (Véta
5.5). Odtud f(xo) = z.



Véta 8.6 (prvni véta o substituci)

Necht a,b,«a, p € R, a< b, a < 3, F je primitivni funkce
kfna(a,b), ¢: (a,8) = (a b) aprokazdét c («,3)
existuje vlastni ¢'(t). Potom

[ e a S Fem). te (@),



Dukaz.
Podle véty o derivaci sloZzené funkce (Véta 5.3) plati

(F(e(1) = F'(e(t)¢'(t) = fp()#'(t), te(ap),



Dukaz.
Podle véty o derivaci sloZzené funkce (Véta 5.3) plati

(F(e(1) = F'(e(t)¢'(t) = fp()#'(t), te(ap),

¢imz je tvrzeni dokazano.



Véta 8.7 (druha véta o substituci)

Necht a,b,a, 5 € R, a< b, a < f3, ¢: (o, ) — (&, b), pro
kazdét € («, B) existuje ©'(t) vlastni a nenulova a

¢ ((a, B)) = (a, b). Necht f je funkce definovana na
/nterva/u (a, b) a plati

/ fo(1)e/(H) ot £ G(t), t < ().

Pak



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € (o, 5).



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(av, B),



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(«, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 5).



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(o, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 8). V obou z téchto
piipadl existuje inverzni funkce ¢~ ': (a, b) — (a, B).



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(o, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 8). V obou z téchto
piipadl existuje inverzni funkce ¢~': (&, b) — («, B). Pro
kazdé x € (a, b) pak plati

(Gle™' (X)) = G~ (X))~ (X))



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(o, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 8). V obou z téchto
piipadl existuje inverzni funkce ¢~': (&, b) — («, B). Pro
kazdé x € (a, b) pak plati

(Gle™' (X)) = G~ (X))~ (X))
’

= flele™ 0N (™" ) =iy



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(o, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 8). V obou z téchto
piipadl existuje inverzni funkce ¢~': (&, b) — («, B). Pro
kazdé x € (a, b) pak plati

(Gle™' (X)) = G~ (X))~ (X))



Dukaz.

Funkce ¢’ je definovana na («, 5) a podle Véty 8.5 plati
bud ¢'(t) > 0 pro kazdé t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro
kazdé t € («, B). Tedy podle Véty 5.9 je bud’ ¢ klesajici na
(o, B8), nebo je ¢ rostouci na («, 8). V obou z téchto
piipadl existuje inverzni funkce ¢~': (&, b) — («, B). Pro
kazdé x € (a, b) pak plati

(Gle™' (X)) = G~ (X))~ (X))

P¥i vypoctu jsme pouzili vétu o derivaci slozené funkce
(Véta 5.3) a vétu o derivaci inverzni funkce (Véta 5.4). [



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) .



Poznamka
Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) ¢

JECE



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) .



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) .



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) ¢

/ f(x)dx

Casto postupujeme tak, Ze nejprve zvolime funkci ¢ a k ni
pak ur¢ime funkci f.



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) ¢

/ f(x)dx

Casto postupujeme tak, Ze nejprve zvolime funkci ¢ a k ni
pak ur¢ime funkci f.



Poznamka

Chceme-li pouzit Vétu 8.6 pfi vypoctu primitivni funkce
k funkci g, je tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo
g=(fop) .

/ f(x)dx

Casto postupujeme tak, Ze nejprve zvolime funkci ¢ a k ni
pak urCime funkci f. Formalné jsme tedy provedli
substituci ¢(t) = x a ¢/(t)dt = dx.



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem.



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem. Vyraz t nahradime vyrazem

¢~ 1(x) avyraz dt vyrazem (¢~ 1)'(x) dx, tak obdrzime
vyraz [ g(p~'(x)) (") (x) dx.



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem. Vyraz t nahradime vyrazem

¢~ 1(x) avyraz dt vyrazem (¢~ 1)'(x) dx, tak obdrzime
vyraz [ g(¢~"'(x))(» ') (x) dx. Integrand je potom
hledanou funkci f.



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem. Vyraz t nahradime vyrazem

¢~ 1(x) avyraz dt vyrazem (¢~ 1)'(x) dx, tak obdrzime
vyraz [ g(¢~"'(x))(» ') (x) dx. Integrand je potom
hledanou funkci f. Plati totiz

F(e(t)) - ¢(1)



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem. Vyraz t nahradime vyrazem

¢~ 1(x) avyraz dt vyrazem (¢~ 1)'(x) dx, tak obdrzime
vyraz [ g(¢~"'(x))(» ') (x) dx. Integrand je potom
hledanou funkci f. Plati totiz

F(e(D) - &'(8) = g(¢™" (e(D))) - (™) ((1)) - (1)



Poznamka

V pfipadé, ze se nam nepodafilo tvar funkce f
predchozim zplsobem nalézt, ale derivace funkce ¢ je
vSude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat
nasledujicim zplsobem. Vyraz t nahradime vyrazem

¢~ 1(x) avyraz dt vyrazem (¢~ 1)'(x) dx, tak obdrzime
vyraz [ g(¢~"'(x))(» ') (x) dx. Integrand je potom
hledanou funkci f. Plati totiz

F(e(D) - ¢'(1) = (¢ ((1))) - (™'Y (D)) - /(1) = 9(1),

priCemz posledni rovnost plyne z véty o derivaci inverzni
funkce (Véta 5.4).



Poznamka

Véta 8.2 fika, ze spoijita funkce na otevieném intervalu
ma vzdy primitivni funkci.



Poznamka
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Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci
elementarnich funkci



Poznamka

Véta 8.2 fika, ze spoijita funkce na otevieném intervalu
ma vzdy primitivni funkci.

Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci
elementarnich funkci — presnéji pomoci kone¢ného poctu
sCitani, nasobeni, déleni a skladani elementarnich funkci.



Poznamka

Véta 8.2 fika, ze spoijita funkce na otevieném intervalu
ma vzdy primitivni funkci.

Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci
elementarnich funkci — presnéji pomoci kone¢ného poctu
sCitani, nasobeni, déleni a skladani elementarnich funkci.
Tuto vlastnost ma napriklad funkce e=**, diikaz véak neni
snadny.



8.2 Integrace racionalnich funkci

Definice

Racionalni funkci budeme rozumét realnou funkci, ktera
je podilem dvou polynomd, pfiCemz polynom ve
jmenovateli neni identicky roven nule.



8.2 Integrace racionalnich funkci

Definice

Racionalni funkci budeme rozumét realnou funkci, ktera
je podilem dvou polynomd, pficemz polynom ve
jmenovateli neni identicky roven nule.

Priklad
Necht n € N. UrCete primitivni funkci kK ——— na R.
(1 + x2)n



y 1 e y
Oznacme I, = / m dx a pocitejme podle vety o
integraci per partes:

DA



y 1 e y
Oznacme I, = / m dx a pocitejme podle vety o
integraci per partes:

In:/1 1

Ay &

DA



% 1
Oznacme I, = /—

(5 x2) dx a pocitejme podle véty o
integraci per partes

1
In—/1 (1 X2)ndx
1
= X -

m—/x-(—n) 2x

ey &

DA



Reseni tlohy
~dx a pocCitejme podle véty o

1
. P
Oznacme |/, /(1 )
integraci per partes:

1
ln_/1 '—(1+X2)ndX
1 2x

= Gy [ % OO e

X 5 x? g
RS n/(1+x2)”+1 X



Reseni tlohy
~dx a pocCitejme podle véty o

1
. P
Oznacme |/, /(1 )
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Reseni dlohy

Oznacme I, = / ﬁ dx a pocitejme podle véty o

integraci per partes:
Iy = /1 -;dx
(1+ x2)"
1 2x
=5 Gy O o

X X2

= A +2n/—(1 x2) dx
X 14+ x%2—1

= m + 2n/ mdx

X
=+ 2nl, — 2nl,, 4.

(1+x?)



n+1 — 2n(1 +X2)n

on m XERneN

Q>



PokraCovani reseni Ulohy

Odtud vypocteme

[ X . 2n—1
" 2n(1+x2)" T 2n

I,, xe€R,neN.

Protoze || < arctg X, umozni nam tento rekurentni vzorec
urcit /, pro kazdé n € N.
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Necht P(x) = apx" + - - - 4+ a1x + ao je polynom stupné n

s realnymi koeficienty. Pak existuji redlna cisla xy, . . ., X,
aq,...,qn B1,..., 0 aprrozena éislapy, ..., Pk, Qi,--.,Qq
takova, Ze

|

P(x) = an(x — x1)P' - - - (X — X )P (X2 + a1x + B1)" - --
"'(X2‘|‘Oélx‘|‘5/)ql,

m Zadné dva z polynomu

X=X, . X=X, X2+ a1 X+ B1, ..., X2 +ax+ 5
nemaji spolecny koren,
m polynomy x? + ayx + By, ..., X% + ayx + ) nemaji

Zadny realny koren.
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Necht' P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < st Q a necht

Q(x) = an(x — X1)Pt - - (X — X )P (X% 4+ iy x + B1)% - -
-~'(X2 + X + BI)Q/

je rozklad polynomu Q z Véty 8.8. Pak existuji
1

jednoznacné urcena reaina Cisla Aj,..., A, ... .,
k k 1 1 1 1 / / / /
Ak As Bl Cl,... B\, Cl,.. . B, Ci... B,C,

takova, Ze plati



Px) A A,
Q(x)  (x—x) (x — xq)Pi
. | A
(X — Xk) (X — X )P
Bix + C} - Bl x + C,,
(X2 + a9 x + f) (X2 + X + 1) %
Bix + Byx -+ C

(X2 + aux + 1)
x e R\ {x1,..., x}.

(X2 + X + 5,)(7/’



PO _ AL A
Q(x) (x—x) (X — xq)P

K K
cot A1 +...+L
(X — Xk) (X — X )P
1 1 1 1
Bix + C; T By, x + Cq,
(X2 + a9 x + f) (X2 + X + 1) %
/ / / /
Bix + C; - By x + C,
(X2 + X + ﬁ/) (X2 + X + 5/)‘7/’

x e R\ {x1,..., x}.

Bez dUkazu.
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Integrace racionalni funkce

Méjme polynomy P a Q. V pfipadé, Ze stupen P je vetsi
nebo roven stupni Q, vydélime polynom P polynomem Q
a obdrzime rozklad

P(x) Z(x)
ok~ AT gp

kde R, Z jsou polynomy a stupen Z je menSi nez

stupen Q. Je snadné nalézt primitivni funkci

k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo

st P < st Q, zbyva nalézt primitivni funkci k racionalni
funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen Citatele je mensi nez
stupen jmenovatele. Tuto funkci rozloZzime na parcialni
zlomky podle pfedchozi véty. Jednotlivé parcialni zlomky
pak zintegrujeme.



Integrace parcialniho zlomku prvniho typu

/1d c 117n(x_;1ﬁ na (—oo,a)ana(a,oco) pron>1,
(x—a)" log [x — a| na (—oo,a)ana(a,occ)pron=1.
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Integrace parcialniho zlomku druhého typu

Parcialni zlomek typu

Bx +C
(X2 + ax + )9’

kde B, C,a, 3 € R, g € N apolynom x2 + ax + 3 nema
Zzadny realny koren, integrujeme takto:

/ Bx+C dx—E/ 2X + « dxt
(x2+ax+p3)9 2] (x2+ax+p)

Ba\ [ 1
* (C B 7) / (X2 + ax + B)9 dx.
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1
¢ ) To0Eraxip)i
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h = {(1q)<x2+1ax+/s)q1 naRprog>1,
1 fy

log(x? +ax+3) naRproqg=1;

]
k= / (x+a/22+8— a2/4)" dx

N (5—;2/4)‘7/ (( X+a/21>2+1)qu'

B/
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Integraci této funkce jsme si jiz ukazali.



UrCete primitivni funkci k funkci
X

X
f(x) = (x2 4+ 2x +2)°(x2 +2x — 3)°

DA



Nejprve urcime definicni obor funkce f.

4«0 «F>r « =) 4

it
v
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Nejprve uréime defini¢ni obor funkce f. Vyraz x2 4 2x + 2
je vzdy kladny, x2 4 2x — 3 Ize rozlozit a plati

X2 +2x —3=(x—1)(x+3).
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Nejprve uréime defini¢ni obor funkce f. Vyraz x2 4 2x + 2
je vzdy kladny, x2 + 2x — 3 Ize rozlozit a plati

x?+2x — 3 = (x — 1)(x + 3). Odtud je vidét, ze

D = R\ {—38,1}. Funkce f je spojita na celém D;. Ma
tedy primitivni funkci na kazdém z intervall (—oo, —3),
(—=3,1) a(1,00).
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ProtoZe polynom v Citateli je mensiho stupné nez
polynom ve jmenovateli, mizeme funkci f rozlozit na Dy
na parcialni zlomky.
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_ M+B . Cx+D  E F
X243 2x+2  (x2+2x+2)2  x—-1 x+3
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Reseni
Vynasobenim této rovnice jmenovatelem levé strany

dostaneme vztah

x = (Ax + B)(X? +2x + 2)(x — 1)(x + 3)+

+(Cx + D)(x — 1)(x + 3)+

+E(X® 4+ 2x +2)%(x +3) + F(X* +2x +2)%(x — 1), (2)

ktery plati pro kazdé x € R\ {-3, 1}. Polynomy jsou vSak
spojité na R, a proto vySe uvedeny vztah (2) plati pro
kazdé x € R.
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x>:0=A+E+F,

x*:0=4A+ B+ 7E + 3F,

x3:0=8A+ 4B+ C +20E + 4F,



Reseni
Nyni mGzeme postupovat dvéma zpusoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé
a na pravé strané vztahu (2).

x°:0=A+E+F,
x*:0=4A+B+7E+3F,

x3:0=8A+ 4B+ C +20E + 4F,

x2:0=—-2A+3B+2C+ D+ 32E,



Reseni
Nyni mGzeme postupovat dvéma zpusoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé
a na pravé strané vztahu (2).

x> 0=A+E~+F,
x*:0=4A+B+7E+3F,
x3:0=8A+ 4B+ C +20E + 4F,

x2:0=—-2A+3B+2C+ D+ 32E,

x':1=-6A—-2B—3C+2D +28E — 4F,



Reseni
Nyni mGzeme postupovat dvéma zpusoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé
a na pravé strané vztahu (2).

x®:0=A+E+F,
x*:0=4A+B+7E +3F,
x3:0=8A+ 4B+ C +20E + 4F,
x2:0=—-2A+3B+2C+ D+ 32E,
x":1=—-6A—2B—3C+2D+ 28E — 4F,

x°:0=—-6B—3D+ 12E — 4F.



b) Dosadime do (2) Sest riznych Cisel za x a opét
ziskame soustavu Sesti linearnich rovnic o Sesti
neznamych.

«O» «FHr «=>»

<

DA



b) Dosadime do (2) Sest riznych Cisel za x a opét
ziskame soustavu Sesti linearnich rovnic o Sesti

vvvvv

ktera se nékteré scitance rovnaji 0



b) Dosadime do (2) Sest riznych Cisel za x a opét
ziskame soustavu Sesti linearnich rovnic o Sesti

ktera se nékteré sCitance rovnaji 0 (tj. realné koreny
jmenovatele pivodniho zlomku — v nasem pfipadé Cisla
—3ai).



Obvykle obé metody vhodné kombinujeme.

DA



Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym

dosazenim kofenu 1 a —3 do (2) ziskame E = 1/100
a F=23/100.

DA



Reseni

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym
dosazenim kofenu 1 a —3 do (2) ziskame E = 1/100
a F =3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy
ziskané v a).



Reseni

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym
dosazenim kofenu 1 a —3 do (2) ziskame E = 1/100

a F =3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy
ziskané v a). Z prvni rovnice mame A = —1/25, z druhé
B =0, z posledni D = 0 a konecné ze Ctvrté C = —1/5.



Reseni

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym
dosazenim kofenu 1 a —3 do (2) ziskame E = 1/100

a F =3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy
ziskané v a). Z prvni rovnice mame A = —1/25, z druhé
B =0, z posledni D = 0 a konecné ze Ctvrté C = —1/5.
Tim mame urceny koeficienty v rozkladu (1), ktery ma
tedy tvar



Reseni

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym
dosazenim kofenu 1 a —3 do (2) ziskame E = 1/100

a F =3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy
ziskané v a). Z prvni rovnice mame A = —1/25, z druhé
B =0, z posledni D = 0 a konecné ze Ctvrté C = —1/5.
Tim mame urceny koeficienty v rozkladu (1), ktery ma
tedy tvar

f(x)——1 X 1 X
25 x242x+2 5 (x242x+2)2
1 1 3 1

T100 x—1 100 x13



Reseni

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci
k jednotlivym parcialnim zlomkdm.

/ / 2x + 2 / 1 dx
x2+2x+2 ~2 x2+2x+2 X2 +2x +2



Reseni

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci
k jednotlivym parcialnim zlomkdm.

/ / 2x + 2 / 1 dx
x2+2x+2 ~2 x2+2x+2 X2 +2x +2

1
2 —_— —_—
log(x“ + 2x + 2) /(X+1)2+1dx

N —



Reseni

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci
k jednotlivym parcialnim zlomkdm.

/ / 2x + 2 / 1 dx
x2+2x+2 ~2 x2+2x+2 X2 +2x +2

1

_1 2
—Elog(X +2X+2)—/mdx

1
= 5 log(x® + 2x +2) — arctg(x +1), x € R,



=

Q>



/(X

_1/ 2x +2
"2/

2

X2+2X+2)2

’
dX_/(x2+ZX+2)2dX

Q>



J——
(X2 +2x + 2)?
_1/ 2x +2
"2/

1
2 X2+2X+2)2dx_/(x2+2x+2)2dx
1 1

1
R ’
2x2+2x+2 /((x+1)2+1)2

o>



J——
(X2+2X_|_2)2
_1/ 2x + 2 dx_/ 1 N
“2) (®t+2x+22 (X2 +2x + 2)2

1 1

1
2m_/
c 1 ’

2dX
((X+1)2+1)
) —1 X+ 1 _1

2X24+2x+2 2x24+2x+2 2

arctg(x +1), x € R,

Q>



/ 1
x—1

dXé|0g|X_1|7 XG(—OO,'I)aXE(‘I,OO)a

Q>



/ 1

X —1
/ 1
X—|—3

dx = log|x — 1|, x € (—o0,1) ax € (1,0),

dx = log|x + 3|, x € (—o0, —3) a x € (-3, c0).

DA



Reseni

Na kazdém z intervald (—oo, —3), (—=3,1) a (1, 00) je tak
primitivni funkci k funkci f kterakoliv z funkci

1 7 1 X+2
50 |Og( +2X+2)+%arctg(x+1)+ﬁm+

1(1,)0 log [x — 1] + 1golog\x+3]+c, kde ¢ € R.



Q>



8.3 Trigonometrické substituce

Definice
Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
[uv] = > au'V,
=0

kde ne NU {0}, aj € Rproi,je{0,...,n}.



8.3 Trigonometrické substituce

Definice
Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
[uv] = > au'V,
=0

kde ne NU {0}, @; € Rproi,j € {0,...,n}. Racionalni
funkci dvou proménnych rozumime podil polynomd dvou
proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky
roven nule.



Definice

Rekneme, Ze R je licha v prvni proménné, pokud pro
kazdé (x,y) € D(R) plati (—x, y) € D(R) a mame
R(_X7y) = _R(Xay)



Definice

Rekneme, Ze R je licha v prvni proménné, pokud pro
kazdé (x, y) € D(R) plati (—x, y) € D(R) a mame
R(—x,y) = —R(x, y). Analogicky definujeme licha v
druhé proménné.



Definice

Rekneme, Ze R je licha v prvni proménné, pokud pro
kazdé (x,y) € D(R) plati (—x, y) € D(R) a mame
R(—x,y) = —R(x, y). Analogicky definujeme licha v
druhé proménné. Funkce R je suda, pokud pro kazdé
(x,y) € D(R) plati (—x, —y) € D(R) a

R(X7.y) = R(_Xa _.y)



Definice

Rekneme, Ze R je licha v prvni proménné, pokud pro
kazdé (x,y) € D(R) plati (—x, y) € D(R) a mame
R(—x,y) = —R(x, y). Analogicky definujeme licha v
druhé proménné. Funkce R je suda, pokud pro kazdé
(x,y) € D(R) plati (—x, —y) € D(R) a

R(X7.y) = R(_Xa _.y)



Necht' R je racionalni funkce dvou proménnych a / je
otevieny neprazdny interval.



Necht' R je racionalni funkce dvou proménnych a / je
otevieny neprazdny interval. Uvazujme integral tvaru

/R(sin t,cost)dt, tel,

priCemz integrand je definovan na intervalu /.



Necht' R je racionalni funkce dvou proménnych a / je
otevieny neprazdny interval. Uvazujme integral tvaru

/R(sin t,cost)dt, tel,

priCemz integrand je definovan na intervalu /. Pro
prevedeni Ulohy na integraci racionalni funkce Ize pouzit
nasledujicich substituci.



(a) Je-li R licha ve druhé proménné, Ize uzit substituci
sint = Xx.



(a) Je-li R licha ve druhé proménné, |ze uzit substituci
sint = x. Pfesngji feCeno: pouzijeme Vétu 8.6 pro funkci
¢: I — R definovanou predpisem ¢(t) = sint. PfisluSnou
funkci f Ize pak volit jako racionalni funkci jedné realné
promeénné.



(b) Je-li R licha v prvni proménné, Ize uzit substituci
cost = X.



(b) Je-li R licha v prvni proménné, Ize uzit substituci
cost = X.

(c) Je-li R suda, Ize uzit substituci tgt = x.



(b) Je-li R licha v prvni proménné, Ize uzit substituci
cost = X.

(c) Je-li R suda, Ize uzit substituci tgt = x.

(d) VZdy Ize pouzit substituci tg(t/2) = x.



Spoctéte

/ sin tcos t

dt, teR.
sin* t + cos* t

Q>



Oznacme integrand jako g.

4«0 «F>r « =) 4
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Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci.

DA



Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci. Oznacme

R(u,v) = uid

U4+ V4'

DA



Reseni

Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci. OznaCme

uv

AV = v

Potom g(t) = R(sin t,cost) a vidime, Ze R je licha v prvni



Reseni

Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci. OznaCme

uv

AV = v

Potom g(t) = R(sint,cos t) a vidime, Ze R je licha v prvni i
v druhé souradnici



Reseni

Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci. OznaCme

uv

AV = v

Potom g(t) = R(sint,cos t) a vidime, Ze R je licha v prvni i
v druhé souradnici a je také suda.



Reseni

Oznacme integrand jako g. Funkce g je spojita na R, ma
tedy na R primitivni funkci. OznaCme

uv

AV = v

Potom g(t) = R(sint,cos t) a vidime, Ze R je licha v prvni i
v druhé souradnici a je také suda. Pro prevod na integraci
racionalni funkce Ize tedy uzit jakoukoliv z
trigonometrickych substituci.



Vyzkou8ejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
te (—m,m).

DA



Vyzkou8ejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, ). Abychom mohli tuto substituci provést,
vypocétéme nejprve

cos t

DA



Vyzkou8ejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, ). Abychom mohli tuto substituci provést,
vypocétéme nejprve

t
cost = cos?

E—Sirl2 £

2

DA



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

t t cos?t—sin?l
cost=cos® ~—sin? - = —2 ~ 2
2 2 cos?i+sin?



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

2t o2t 1 _tg21t
cos t = cos? i—sinz 1 Sl s!nz 2 — & f
2 2 cos?itsin®l 1+tg?g




Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

2t . 2

t .,t cos“; —sin 1—tg?l 1-x2
cost = cos® ——sin® — = 2 2 —

t
2 _
t 2t 2t 5
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x




Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cost = cos” ——sin“ - = : —F = 5T = >
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x

sint



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cost = cos” ——sin“ - = : —F = 5T = >
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x

sinf = 2$inécosé



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cost = cos” ——sin“ - = : —F = 5T = >
2 2 cos?i+sin®f  1+tg?; T+X
: .t t 2sin £ cos &
sint =2sin scos 5 = ———4——2—
2 2 cos? 5 + sin



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cosl = cos® ——sin“ = = t = 5T = 5,
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x
. ot t 2sinicosi 2x
sint =2sin - cos =~ = tz .22t— L
2 2 cos?f+sin“f 14X



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cosl = cos® ——sin“ = = t = 5T = 5,
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x
. ot t 2sinicosi 2x
sint =2sin - cos =~ = tz .22t— L
2 2 cos?f+sin“f 14X

dt



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

ot ot coszé—sinzé 1—tg2£ 1— x?
cosl = cos® ——sin“ = = t = 5T = 5,
2 2 cos?itsin®l 1+tg2f 1+x
. ot t 2sinicosi 2x
sint =2sin - cos =~ = tz .22t— L
2 2 cos?f+sin“f 14X

2

dt=1

dx.



Reseni

VyzkousSejme nejprve substituci x = tg(t/2) pro
t € (—m, 7). Abychom mohli tuto substituci proveést,
vypoctéme nejprve

2t . 2t 2t
cost:coszi—sinzizcos 3 — sin 521—tg 521—)(2
2 2 cos?i+sin?l 1+tg2f 1+ x¥
. ot t 2sinicosi 2x
sint =2sin - cos =~ = tz .22t: L
2 2 cos?f+sin“f 14X
2
dt = —— dx.
1+ x2

PFi urCeni dx jsme pouzili rovnost t = 2 arctg x.



Substituci prevedeme zadany integral na integral
2x . 1-x?
1+x2  14x2
( 2x

2 dx
4 BN
)t ()T 1

«O» «FHr «=>»
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Substituci prevedeme zadany integral na integral

2x  1=x?
/ T+x2  14x2 2
(%) + (%

_)4'1 + X2 dXZ4/
14-x2

x(1 = x3)(1 + x?)
16x7 1 (1 —x2y O

DA



Reseni

Substituci pfevedeme zadany integral na integral

X —x?
P T 2 [x(0—x)(1+x?)
4 o4 2dX—4 4 2\4 dx.
()" + () T f6x (1=

Je vidét, Ze jsme dosahli svého cile.



Reseni

Substituci pfevedeme zadany integral na integral

X —x?
P T 2 [x(0—x)(1+x?)
4 o4 2dX—4 4 2\4 dx.
()" + () T 16 (1)

Je vidét, Zze jsme dosahli svého cile. Vysledna racionalni
funkce je ale komplikovana a navic bychom museli jesté
prekonat potiZze spojené s tim, Ze substituci provadime
pouze pro t € (—m, ), popfipadé na intervalu vzniklém
posunutim o 2k, k € Z.



Reseni

Substituci pfevedeme zadany integral na integral

X —x?
P T 2 [x(0—x)(1+x?)
4 o4 2dX—4 4 2\4 dx.
()" + () T 16 (1)

Je vidét, Zze jsme dosahli svého cile. Vysledna racionalni
funkce je ale komplikovana a navic bychom museli jesté
prekonat potiZze spojené s tim, Ze substituci provadime
pouze pro t € (—m, ), popfipadé na intervalu vzniklém
posunutim o 2kx, k € Z. Zkusme tedy dalSi substituce.



Substituce x = sin t.

«0O0>» «F)>r « =
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na tvar

Substituce x = sin t. V naSem pripade Ize funkci g upravit
a(t)

sint

= -cost.
sin* t + (1 — sin? 1)2

DA



Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit
na tvar .
) = sint
sin* t + (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt,

- cos t.




Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1

- cos t.




Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1 7

Uzitim substituce u = x? tento integral dale prevedeme na

- cos t.

/;du
4u? —4u+2



Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1 7

Uzitim substituce u = x? tento integral dale prevedeme na

1 1
/4u2—4u+2du_/(2u—1)2+1 du

- cos t.




Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1 7

Uzitim substituce u = x? tento integral dale prevedeme na

1 1 c 1
/mdu— /mdU— Earctg(Zu—1),
kde u € R.

- cos t.




Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1 7

Uzitim substituce u = x? tento integral dale prevedeme na

1 1 o 1
/4u2—4u+2du /(2u—1)2+1d“ 5 arctg(2u—1),

kde u € R. Dostavame tedy

/g(t)dt

- cos t.




Reseni
Substituce x = sin t. V naSem pfipadé Ize funkci g upravit

na tvar )
sint

f) =

) sin* t 4+ (1 — sin? 1)2
Uvédomime-li si, Ze pfi uvedené substituci je
dx = cos tdt, dostdvame

/ X dx
2x4 —2x2+1 7

Uzitim substituce u = x? tento integral dale prevedeme na

1 1 o 1
/4u2—4u+2du /(2u—1)2+1d“ 5 arctg(2u—1),

kde u € R. Dostavame tedy

- cos t.

/g(t)dt = %arctg(2sin2t— 1), teR.



Zkusme jesté substituci x = tgt.

«0O0>» «F)>r « =
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Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
f) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t




Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
f) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t

Nyni pouZijeme vztah dx = dt.

1
cos? t



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
t) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t
Nyni pouzijeme vztah dx = _- dt. Pak je tfeba vypoditat

X
/x4+1dx



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
t) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t
Nyni pouzijeme vztah dx = _- dt. Pak je tfeba vypoditat

X c 1 o
/X4+1dX:§arcth,XER.



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
t) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t
Nyni pouzijeme vztah dx = _- dt. Pak je tfeba vypoditat

X c 1 5
/X4+1dX:§arcth,XER.

Dostavame tak primitivni funkci 1 arctg(tg? t),



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
t) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t
Nyni pouzijeme vztah dx = _- dt. Pak je tfeba vypoditat

X c 1 o
/X4+1dX:§arcth,XER.

Dostavame tak primitivni funkci %arctg(tg2 t), ale pouze
na intervalech (=5 + km, 5 + kn), k € Z.



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
f) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t

1

cos? t

Nyni pouzijeme vztah dx = dt. Pak je tfeba vypocitat

X c 1 5
/X4+1 dXzEarcth , x€R.
Dostavame tak primitivni funkci %arctg(tg2 t), ale pouze
na intervalech (=5 + km, 5 + kn), k € Z. My vSak vime,
Ze funkce f ma primitivni funkci na celém R (je totiz na R
spoijita).



Y4

Reseni

Zkusme jesté substituci x = tg t. Vydélime Citatele
i jmenovatele ve vyjadieni g(t) vyrazem cos? t
a dostaneme

tgt tgt 1
f) = _ . .
9(t) sin®ttg2t+cos?t tg*t+1 cos?t

1

cos? t

Nyni pouzijeme vztah dx = dt. Pak je tfeba vypocitat

X c 1 5
/X4+1 dXzEarcth , x€R.
Dostavame tak primitivni funkci %arctg(tg2 t), ale pouze
na intervalech (=5 + km, 5 + kn), k € Z. My vSak vime,
Ze funkce f ma primitivni funkci na celém R (je totiz na R
spoijita).



Pokusme se shrnout:

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Pokusme se shrnout: Pocetné nejjednodussi integrace
vyS$la pfi substituci x = tg t.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Reseni

Pokusme se shrnout: PoCetné nejjednodussi integrace
vySla pfi substituci x = tgt. Pak jsme ovSem neziskali
primitivni funkci na celém Dy.



Reseni

Pokusme se shrnout: PoCetné nejjednodussi integrace
vySla pfi substituci x = tgt. Pak jsme ovSem neziskali
primitivni funkci na celém D;. Obdobna situace je pfi uziti
substituce x = tg(t/2) —ta v8ak vétSinou vede na



Reseni

Pokusme se shrnout: PoCetné nejjednodussi integrace
vySla pfi substituci x = tgt. Pak jsme ovSem neziskali
primitivni funkci na celém D;. Obdobna situace je pfi uziti
substituce x = tg(t/2) —ta v8ak vétSinou vede na

tedy lepsi — pokud to dovoluje tvar integrované funkce —
se jejimu pouziti vyhnout a pouzit prislusnou ze
zbyvajicich tfi substituci.



Reseni

Pokusme se shrnout: PoCetné nejjednodussi integrace
vySla pfi substituci x = tgt. Pak jsme ovSem neziskali
primitivni funkci na celém D;. Obdobna situace je pfi uziti
substituce x = tg(t/2) —ta v8ak vétSinou vede na

tedy lepsi — pokud to dovoluje tvar integrované funkce —
se jejimu pouziti vyhnout a pouzit prislusnou ze
zbyvajicich tfi substituci. Z vySe uvedeného je vidét, ze
tvar vysledku maze podstatné zaviset na pouzité
substituci, vzdy vSak jde o funkce, které se liSi pouze

o konstantu.



e / 1; dt.

+sin’t

Q>



Integrand, ktery oznacime g, je spojita funkce na celém
R, a ma tedy na R primitivni funkci.

DA



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je spojita funkce na celém
R, a ma tedy na R primitivni funkci. Oznacime-li

1

R(u,v) = 112

potom g(t) = R(sint,cost) a R je suda.



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je spojita funkce na celém
R, a ma tedy na R primitivni funkci. Oznacime-li

1

R(u,v) = 112

potom g(t) = R(sint,cost) a R je suda. Lze tedy uzit
substituci x =tgtprote (-5 + kr, 5 + kr), k € Z.



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

cos® t

DA



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme
1
cos? t =

1+tg?t

DA



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1
cos® t =

1
1+tg2t 1+ x2

DA



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1
cos® t =

1
1+tg2t 1+ x2

sint

DA



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

cos’ t = 1 = 1
1 htg?t 1 x?

- tgzt

sin t_1+tg2t

DA



Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

cos® t = 1 = 1
1 htg?t 1 x?
tg?t x?
sin?t— o

T+tg?t 1+x2

DA



Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 1

2
t: =
o 14+tg2t 1+ x%

tg?t x?

14+tg2t 1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt =
dfive uvedené poznamky.

sin’t =

1
14+x2

dx podle



Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 L
1+tg?t 14+ x2

cos? t =
tg?t B x?

T+tg?t  1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt = 1+ —— dx podle
dfive uvedené poznamky. Substituci prevedeme zadany
integral na integral

1 1
/ 5 dx
1_|_1 1+X

sin’t =




Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 L
1+tg?t 14+ x2

cos? t =
tg?t B x?

T+tg?t  1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt = 1+ —— dx podle
dfive uvedené poznamky. Substituci prevedeme zadany
integral na integral

1 1 1
/1+1 1+x2dx /1+2x2dx

sin’t =




Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 L
1+tg?t 14+ x2

cos? t =
tg?t B x?

T+tg?t  1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt = 1+ —— dx podle
dfive uvedené poznamky. Substituci prevedeme zadany
integral na integral

1 1 1 c 1
dx = dx = te(V2x). x € R
/F+w REC &/1+22 V@mcg )

sin’t =




Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 1

2
t: =
cos 14+tg2t 1+ x%

tg?t B x?

T+tg?t  1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt = 1+ —— dx podle
dfive uvedené poznamky. Substituci prevedeme zadany
integral na integral

1 1 1 c 1
R
/1+1 _H_dex /1+22dx \/éarctg(\/_x)xe
Podle véty o substituci tedy plati

y
/—-sz
1 +sin“t

sin’t =




Reseni
Abychom tuto substituci mohli provést, vypoctéme

1 1

2
t: =
o 14+tg2t 1+ x%

tg?t B x?

T+tg?t  1+x2
Dale z rovnosti t = arctg x dostavame dt = 1+ —— dx podle
dfive uvedené poznamky. Substituci prevedeme zadany
integral na integral

1 1 1 c 1
R
/1+1 _H_dex /1+22dx \/éarctg(\/_x)xe
Podle véty o substituci tedy plati

1 e 1
— dtE£ —arctg(V2tgt), te (—Z,2)+km, ke Z.
/1—|—sin2t \/éarcg( gl) ( 2 2) d

sin’t =




Oznatime-li F(t) = arctg(x/_tg t)

DA



Oznatime-li F(t) = arctg(x/_tg t) je funkce F
primitivni ke g na kazdem z intervalu (
kel

+ K7, 5 + K)

DA



Reseni

V2
primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.

Oznatime-li F(t) = = arctg<\/§tg t), je funkce F



Reseni

OznacCime-li F(t) = \/‘—5 arctg<\/§tg t), je funkce F
primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.
Kazda primitivni funkce G ke g na R je rovna F + ¢ na
intervalu (—% + km, 5 + k),



Reseni

Oznagime-li F(t) = arctg<\/§tg t), je funkce F

primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.
Kazda primitivni funkce G ke g na R je rovna F + ¢ na

intervalu (—% + km, 3 + km), kde k € Za ¢« € R je vhodna
konstanta.



Reseni

Oznagime-li F(t) = arctg<\/§tg t), je funkce F
primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.
Kazda primitivni funkce G ke g na R je rovna F + ¢, na
intervalu (—% + km, 3 + km), kde k € Za ¢« € R je vhodna
konstanta. Protoze G je spoijita a plati rovnosti

T
li G(t) = — li G(t) =
Hglinknf (1) 22 +o 4 Hglnﬂ () 2\/_

+Ck+1 )



Reseni

Oznagime-li F(t) = arctg<\/§tg t), je funkce F
primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.
Kazda primitivni funkce G ke g na R je rovna F + ¢, na
intervalu (—% + km, 3 + km), kde k € Za ¢« € R je vhodna
konstanta. Protoze G je spoijita a plati rovnosti

T
li G(t) = — li G(t) =
Hglinknf (1) 22 +o 4 Hglnﬂ () 2\/_

musi platit cx.1 = ¢k + \l@ pro k € Z.

+Ck+1 )



Reseni

Oznagime-li F(t) = arctg<\/§tg t), je funkce F
primitivni ke g na kazdém z interval( (=5 + km, 5 + kn),
k € Z. My ovSem hledame primitivni funkci na celém R.
Kazda primitivni funkce G ke g na R je rovna F + ¢, na
intervalu (—% + km, 3 + km), kde k € Za ¢« € R je vhodna
konstanta. Protoze G je spoijita a plati rovnosti

T
li G(t) = — li G(t) =
Hglinknf (1) 22 +o 4 Hglnﬂ () 2\/_

musi platit cx.1 = ¢k + \l@ pro k € Z. Odtud plyne
ck:co+k\/l§,kez.

+Ck+1 )



Kazda primitivni funkce k f ma tedy tvar

G(t) = { arctg(\/_tgx) +C+kJ proxe(—3

5 2)+k7r,

DA



Kazda primitivni funkce k f ma tedy tvar

A

G(t)={\/famtg(\/§ktix)+c°+k% prox e (—Z,Z2
2z T O TR

272)+k7T,
pro x = 5 + K.

DA
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P¥i integraci funkce R( t,

Y it%‘;), kde g € Nadisla
a,b,c,d e R splnuji ad — bc # 0,

DA



8.4 Integraly typu [ R(t, {’/%3) dt

P¥i integraci funkce R(t, a 2{12), kde g € N a &isla
a,b, c,d € R spliuji ad — bc # 0, Ize uzit substituci

x = {/2%b pro pfevod na integraci racionaini funkce.

ct+d



8.4 Integraly typu [ R(t, {’/%3) dt

P¥i integraci funkce R(t, a 2{12), kde g € N a &isla
a,b, c,d € R spliuji ad — bc # 0, Ize uzit substituci

x = {/2%b pro pfevod na integraci racionaini funkce.

ct+d



Spodtéte

t—1
/mdt.

Q>



Integrand, ktery ozna¢ime g, je na D(g) = (0, oo) spojity,

DA



Integrand, ktery ozna¢ime g, je na D(g) = (0, oo) spojity,
a ma zde tedy primitivni funkci.

DA



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0, ) spojity,
a ma zde tedy primitivni funkci.
V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny t'/2 a ?/3,



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0, ) spojity,
a ma zde tedy primitivni funkci.

V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny t'/2 a ?/3,
Nejmensi spole¢ny nasobek Cisel 2 a 3 je 6.



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0, ) spojity,
a ma zde tedy primitivni funkci.

V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny t'/2 a ?/3,
Nejmensi spoleCny nasobek Cisel 2 a 3 je 6. Uzijeme tedy
substituci x = t'/8, t € (0, c0). Odtud odvodime

dx = 1t-5/8dt, atedy dt = 6x°dx.



Reseni

Integrand, ktery oznacime g, je na D(g) = (0, ) spojity,
a ma zde tedy primitivni funkci.

V predpisu funkce g se vyskytuji mocniny t'/2 a ?/3,
Nejmensi spoleCny nasobek Cisel 2 a 3 je 6. Uzijeme tedy
substituci x = t'/8, t € (0, c0). Odtud odvodime

dx = 1t-58dt, atedy dt = 6x°dx. Na intervalu (0, cc)
pak hledame primitivni funkci

x8 —1 5 x8 —1
[ sy =6 [ o



Protoze v poslednim integrovaném vyrazu je stupen
Citatele vétSi nez stupen jmenovatele, musime nejprve
délit:

«O» «F»

DA



Reseni

ProtozZe v poslednim integrovaném vyrazu je stupen
Citatele vétSi nez stupen jmenovatele, musime nejprve
délit:

x4 —1

(x6—1):(x5+x4):x—1+m



Reseni

ProtozZe v poslednim integrovaném vyrazu je stupen
Citatele vétSi nez stupen jmenovatele, musime nejprve
délit:

x4 —1

(x6—1):(x5+x4):x—1+m

(x —1)(x +1)(x2+1)
X(x+1)

=x—-1+



Reseni

ProtozZe v poslednim integrovaném vyrazu je stupen
Citatele vétSi nez stupen jmenovatele, musime nejprve
délit:

41
6 1) (X =x— T
(=1 0 X =X =T+ T
(x—1D(x+1)(x2+1)

x4H(x+1)
1 1 1 1

=x—-1+



Nyni jiz mazeme integrovat

6 _
6/udx

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Nyni jiz mazeme integrovat

6/ x8 —1

1 1
dx < 3x*—6x+6 log x+6——3—5+2
X X

F, X € (0,00)

DA



Reseni

Nyni jiz mazeme integrovat
x® —1 C 2 1 1 1
6/mdx = 3x —6X+6|ng+6;—3ﬁ+2E, X € (0,00)

Dle véty o substituci je primitivni funkci ke g na (0, o)
kazda funkce tvaru

1 1
vt Vt \/?

kde ¢ € R je libovoln& konstanta.

3Vt — 6\/——|—|ogl‘+6



Integraly typu [ R(t,Vat? + bt + ¢) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce.



Integraly typu [ R(t,Vat? + bt + ¢) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a+# 0
a | je neprazdny otevieny interval obsazeny v defini¢nim
oboru funkce

9(t) = R(t,Vat* + bt + c).



Integraly typu [ R(t,Vat? + bt + ¢) dt

Také integraci funkce R(t,vat? + bt + ¢), kde R je
racionalni funkce dvou proménnych, Ize prevést na
integraci racionalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a+# 0
a | je neprazdny otevieny interval obsazeny v defini¢nim
oboru funkce

9(t) = R(t,Vat* + bt + c).

V zavislosti na vlastnostech polynomu q(t) = at®> + bt + ¢
muzeme pro prevod pouzit nasledujici postup.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v t€R7



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v t€R7

a g je tedy na kazdém z intervall I, = (—oo, ) N |,
I, = (o, 00) N | funkcei racionalni.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v t€R7

a g je tedy na kazdém z intervall I, = (—oo, ) N |,
I, = (a, 00) N I funkci racionalni. Potom na /; a k, muZzeme
nalézt primitivni funkci dfive uvedenym postupem.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v t€R7

a g je tedy na kazdém z intervall I, = (—oo, ) N |,

I, = (a, 00) N I funkci racionalni. Potom na /; a k, muZzeme
nalézt primitivni funkci dfive uvedenym postupem. Pokud
a € [, pak primitivni funkci na / obdrzime tak, ze
nalezneme primitivni funkci F; na intervalu /; a reSeni F
na intervalu b.



(a) Predpokladejme, ze g ma dvojnasobny realny koren «.
Pak plati q(t) = a(t — a)?.
Interval / je neprazdny, a proto a > 0.

Pak plati
Vq(t):\/éu._a’v t€R7

a g je tedy na kazdém z intervall I, = (—oo, ) N |,

I, = (a, 00) N I funkci racionalni. Potom na /; a k, muZzeme
nalézt primitivni funkci dfive uvedenym postupem. Pokud
a € [, pak primitivni funkci na / obdrzime tak, ze
nalezneme primitivni funkci F; na intervalu /; a reSeni F
na intervalu kL. Potom slepime F; a F, + ¢, tak, abychom
dostali spojitou funkci na /, ktera bude primitivni ke g na /.



(b) Pfedpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny koren,



(b) Predpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny koten, tj. b> — 4ac # 0,



(b) Predpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny kofen, tj. b> — 4ac # 0, pak Ize pro
pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o(t)=+Vat2+bt+c—+at, tel.



(b) Predpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny kofen, tj. b> — 4ac # 0, pak Ize pro
pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o(t)=+Vat2+bt+c—+at, tel.

Pro t € I plati

(1) = 2at+b B
4 2vat? +bt+c



(b) Predpokladejme, ze a > 0 a polynom g nema
dvojnasobny realny kofen, tj. b> — 4ac # 0, pak Ize pro
pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o(t)=+Vat2+bt+c—+at, tel.

Pro t € I plati

(1) = 2at+b _/a
4 2vat? +bt+c

a odtud snadno diky pfedpokladu b? — 4ac # 0 ovéfime,
Ze ¢'(t) #0prokazdét e I.




Funkce ¢ je tedy na / ryze monotdnni,



Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, p(/) je otevieny
interval



Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, p(/) je otevieny
interval a inverzni funkce k ¢ ma tvar

1 C—X?
S0 =5t xewD,



Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, p(/) je otevieny
interval a inverzni funkce k ¢ ma tvar

1 c—x?
- 1.
S0 =5t xed)

Vypocitejme derivaci funkce ¢ .



Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, p(/) je otevieny
interval a inverzni funkce k ¢ ma tvar

1 c—x?
- 1.
S0 =5t xed)

Vypocitejme derivaci funkce ¢~'. Pro kazdé x € D(p ")
plati
_ —2\/ax® +2bx —2c\/a

O s




Dale mazeme vyjadrit

Al (X)) = Vag "+ x.



Dale mazeme vyjadrit

q(p~'(x)) = \/520\/5_)()(49 + X,



Dale mazeme vyjadrit
c— X2
-1 — o~
q(go (X)) \/52\/5X_b+xv

goy(x) = Rl (x),y/aly~" (x))).



Dale mazeme vyjadrit
c— X2
-1 — o~
q(go (X)) \/52\/5X_b+xv

goy(x) = Rl (x),y/aly~" (x))).



Dale mazeme vyjadrit

c— x?
a1 () = Va2

goy(x) = Rl (x),y/aly~" (x))).

Odtud plyne, Ze funkce (go¢~') - (') je racionalni
funkce definovana na otevieném intervalu (/).



Dale muzeme vyjadrit

c— x?
a1 () = Va2

goy(x) = Rl (x),y/aly~" (x))).

Odtud plyne, Ze funkce (go¢~') - (') je racionalni
funkce definovand na otevieném intervalu ¢(/). Pokud G
znaci k ni primitivni, je G o ¢ primitivni funkce ke g.



Dale muzeme vyjadrit

c— x?
a1 () = Va2
go e '(x) = R~ (x),1/a(¢1(x))).

Odtud plyne, Ze funkce (go¢~') - (') je racionalni
funkce definovand na otevieném intervalu ¢(/). Pokud G
znaci k ni primitivni, je G o ¢ primitivni funkce ke g.
Pravé uvedend substituce se vétSinou zapisuje ve tvaru

Vat? + bt + ¢ = Vat + x,

ktery se i lépe pamatuije.



(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny.



(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny q jako a4 a ap,



(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny q jako a1 a ap, pficemz ay < as.



(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

q(t)



(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

Va(t) = va(t — ar)(t - az)




(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

AT = V7t [P




(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

MR e e TN




(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

MR e RS N




(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

A A=) = vt [




(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak ma g dva redlné
kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznacme
kofeny g jako aq a ap, pfitemz aq < ap. Pro kazdé

t e (061,042) platl'

AT = V7t [P

Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g Ize na intervalu /, ktery
je podmnozinou (a4, az) psét ve tvaru, ktery byl uveden
v pfedchozim oddile.




dt.

Q>



Integrand oznacime g.

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na definicnim
oboru D(g) = (—o0,—1) U (—1,00)

DA



Reseni

Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na defini¢nim
oboru D(g) = (—o0,—1) U (—1,00). Vyraz pod
odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy
Eulerovu substituci vt2 +t+1 =1t + x.



Reseni

Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na defini¢nim
oboru D(g) = (—o0, —1) U (-1, ). Vyraz pod
odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy
Eulerovu substituci 2 + t + 1 = t + x. Vypocteme

x? —1 X2 — x+ 1

i—ox TP a e




Reseni

Integrand oznacime g. Funkce g je spojita na defini¢nim
oboru D(g) = (—o0,—1) U (—1,00). Vyraz pod
odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy
Eulerovu substituci 2 + t + 1 = t + x. Vypocteme

x? —1 X2 — x+ 1
= X X1 Tax.
oo & (1= 2x

Potfebujeme jesté vyjadrit v nové proménné x vyraz
V2 + t+ 1, coz je jednoduché:

x2 —1
VE+t+1=t+x= + X.

1—2x




Nyni provedeme substituci a dostavame po Upravée

/ 2x2 —2x + 2
dx.

(x —2)(2x —1)



Nyni provedeme substituci a dostavame po Upravée

/ 2x2 —2x + 2

x—2)2x —1) %

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v Citateli
stejny jako stupen polynomu ve jmenovateli, musime tedy
nejprve provést deleni:

3x
(x —2)(2x — 1)

(2x®2 —2x+2):(2x® —5x+2) =1+



Druhy scitanec rozlozime na parcialni zlomky
a dostaneme



Druhy scitanec rozlozime na parcialni zlomky
a dostaneme

dx

2x2 —2x + 2
/(x—2)(2x—1)



Druhy scitanec rozlozime na parcialni zlomky
a dostaneme

dx

2x2 —2x + 2
/(x—2)(2x—1)

1 1
_/1dx+2/x_2dx—/2X_1dx




Druhy scitanec rozlozime na parcialni zlomky
a dostaneme

dx

2x2 —2x + 2
/(x—2)(2x—1)

1 1
_/1dx+2/x_2dx—/2X_1dx

1
éX—|—2|og\X—2\—§|og\2X—1|

na intervalech (—oo, 1), (1.2) a (2, o).



Druhy scitanec rozlozime na parcialni zlomky
a dostaneme

dx

2x2 —2x + 2
/(x—2)(2x—1)

1 1
_/1dx+2/x_2dx—/2X_1dx

1
éX—|—2|og\X—2\—§|og\2X—1|

na intervalech (—oo, 1), (1.2) a (2, o).



Podle Véty 8.6 ma tedy primitivni funkce k funkci g na
kazdém z intervall (—oo, —1) a (—1, 00) tvar

VEE+t+1—t+2log|VEE+t+1—-1t-2]
1
—Elog\Z\/t2+t+ —2t—1|+c¢, ceR



9. Urcity integral



f(x) =sinx na [0, 7]

Q>



f(x) =sinx na [0, 7]

Q>



f(x) =sinx na [0, 7]

Q>



f(x) =sinx na [0, ]

> AF D A=) = E DA



f(x) =sinx na [0, ]

> AF Y A=) =) E DA



f(x) =sinx na [0, ]

> AF Y A=) =) E DA



Definice

Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.



Definice

Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . .., X, nazyvame délicimi body.



Definice

Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . .., X, nazyvame délicimi body. Normou
déleni D = {x;}7_, rozumime Cislo

v(D) = max{x; — x_1; j € {1,...,n}}.



Definice

Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu [a, b], jestlize plati

a=X<X3<---<X,=b.

Body xo, . .., X, nazyvame délicimi body. Normou
déleni D = {x;}7_, rozumime Cislo

v(D) = max{x; — x1;j € {1,...,n}}.
Rekneme, Ze déleni D’ intervalu [a, b] je zjemnénim

déleni D intervalu [a, b], jestlize kazdy délici bod D je i
délicim bodem D'.



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b].



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

ZM — X1), kde M; = sup{f(x); x € [x1. x]}.

me — Xj—1), kde m; = inf{f(x); x € [x;1, X},



Definice

Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b]
a D= {x}], je déleni [a, b]. OznaCme

ZM — X1), kde M; = sup{f(x); x € [x1. x]}.

me — Xj—1), kde m; = inf{f(x); x € [x;1, X},

f(x) dx = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

f(x) dx = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

5|



Definice

m Rekneme, Ze omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemannuyv integral od a do b, pokud

f_:f(x) dx = f_abf(x) dx.



Definice

m Rekneme, Ze omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemannuv integral od a do b, pokud
fabf(x) dx = fabf(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b

je rovna této spole¢né hodnoté.



Definice

m Rekneme, Ze omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemannuv integral od a do b, pokud
fabf(x) dx = fabf(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b

je rovna této spolecné hodnoté. Znacime ji f: f(x) dx.



Definice

m Rekneme, Ze omezena funkce f na intervalu [a, b],
a < b, ma Riemannuyv integral od a do b, pokud

f_:f(x) dx = fabf(x) dx. Hodnota integrélu f od ado b

je rovna této spolecné hodnoté. Znacime ji f: f(x) dx.
m Pokud a > b, definujeme [ f(x) dx = — [7 f(x) dXx,

v pripadé, Zze a = b, definujeme fab f(x)dx = 0.



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

1 xeQ
D(X):{o xeR\Q.



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

1 xeQ
D(X):{o xeR\Q.

Potomfo dx_Oaf0 dx = 1.



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

1 xeQ
D(X):{o xeR\Q.

Potom fo x)dx =0a fo x)dx = 1. RiemannGv
integral fu funkce D tedy neeX|stu1e



(a) Necht a,b, c € R, a < b. Potom fabcdx =c(b— a).

(b) Necht' D je Dirichletova funkce.

1 xeQ
D(X):{o xeR\Q.

Potom fo x)dx =0a fo x)dx = 1. RiemannGv
integral fu funkce D tedy neeX|stu1e

(c) Plati [,/ x2 dx = } (odvodime pozdaji).



Definice

Necht a, b € R. Mnozinu vSech funkci, které maji
Riemannuv integral od a do b, znacime R([a, b]).



Poznamka

Necht M;, M, C R, M; ¢ M,. Necht f je funkce
definovana alespon na M,. Potom plati

supf <supf a inff>inff.
M1 M2

M My



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(a) Necht D, D jsou déleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(a) Necht D, D jsou déleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)

(b) Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f,Dy) < S(f, Dy).



Lemma 9.1

Necht' f je omezena funkce na intervalu |a, b.
(a) Necht D, D jsou déleni [a, b] a D' zjemriuje D. Pak
plati

S(f, D) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D)

(b) Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f,Dy) < S(f, Dy).

b )
(©) P/at/'/ f(x) dxg/ f(x) dx.



Druhd nerovnost zfejmé plati z definice.

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Druhd& nerovnost zifejmé plati z definice. Dokazme tedy
prvni.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Dikaz (a)

Druh& nerovnost zfejmé plati z definice. Dokazme tedy
prvni. Pfedpoklddame-li, ze D = {x;}]_, a D’ obsahuje
oproti D prave jeden bod navic,



Dikaz (a)

Druha nerovnost zfejmé plati z definice. Dokazme tedy
prvni. Pfedpoklddame-li, ze D = {x;}]_, a D’ obsahuje
oproti D prave jeden bod navic, feknéme z lezici mezi
body x;_1 a x; pro néjaké j € {1,...,n},



Dikaz (a)

Druh& nerovnost zfejmé plati z definice. Dokazme tedy
prvni. Pfedpoklddame-li, ze D = {x;}]_, a D’ obsahuje
oproti D prave jeden bod navic, feknéme z lezici mezi
body x;_1 a x; pro néjaké j € {1,..., n}, pak plati
S(f,D') — S(f,D) =(_inf f)(z—x_1)+ (inf f)(x;
[Xj—1,2] [z.x]

—( inf f)( — Xj_1).

[xi—1,x]

— 2)



Dikaz (a)

Druh& nerovnost zfejmé plati z definice. Dokazme tedy
prvni. Pfedpoklddame-li, ze D = {x;}]_, a D’ obsahuje
oproti D prave jeden bod navic, feknéme z lezici mezi
body x;_1 a x; pro néjaké j € {1,..., n}, pak plati
S(f,D') — S(f,D) =(_inf f)(z—x_1)+ (inf f)(x;
[Xj—1,2] [z.x]

—( inf f)( — Xj_1).

[xi—1,x]

— 2)



Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,
[xi—1,2] [xi—1,%]] [z,x]

[X—1,%]

DA



Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,
[xi—1,2] [xi—1,%]] [z,x]
dostavame

[Xi—1.,x]]
S(f, D')-S(#,D) > ( inf 1

> (Z—Xj_1+X—Z—X;+X;_1) = 0.
Xj—17Xj]

DA



Dlkaz (a) - pokracovani

Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,

[xi—1,2] [Xi—1,%] [z,x] [Xi—1,X]]

dostavame

[Xi—1,X]

S(f,D')-S(f, D) > ( inf f) (Z—Xj_1+X—Z—Xj+X;_1) = 0.

Tim je dukaz prvé nerovnosti proveden pro pfipad, kdy D’
obsahuje oproti D jeden délici bod navic.



Dlkaz (a) - pokracovani

Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,

[xi—1,2] [Xi—1,%] [z,x] [Xi—1,X]]

dostavame

[Xi—1,X]

S(f,D')-S(f, D) > ( inf f) (Z—=Xj—1+X—z—X;+Xxj_1) = 0.

Tim je dikaz prvé nerovnosti proveden pro pripad, kdy D
obsahuje oproti D jeden délici bod navic. Obecny pfipad
prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukci.



Dlkaz (a) - pokracovani

Protoze

inf f> inf f a inf f> inf f,

[xi—1,2] [Xi—1,%] [z,x] [Xi—1,X]]

dostavame

S(f,D')-S(f, D) > ( inf f) (Z—=Xj—1+X—z—X;+Xxj_1) = 0.

[Xi—1,X]

Tim je dikaz prvé nerovnosti proveden pro pripad, kdy D
obsahuje oproti D jeden délici bod navic. Obecny pfipad
prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukci.

Duikaz tfeti nerovnosti je pak mozno vést obdobné jako
dikaz nerovnosti prvé.



Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D’
zjemnujici Di D'.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Dikaz (b)

Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D"
zjemnujici D i D'. Dle bodu (a) pak plati

S(f, D) < S(f,D") < S(f,D") < S(f, D).



Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

S(f, D) < inf{S(f,D'); D' déleni [a, b]} = / bf(x) dx.

DA



Dikaz (c)

Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

S(f, D) < inf{S(f, D'); D’ déleni [a, b]} = / bf(x) dx.

Tedy i

b b
/ f(x)dx = sup{S(f, D): D déleni [a, b]} < / (x) dx.



Dikaz (c)

Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

b
S(f, D) < inf{S(f, D'); D’ déleni [a, b]} = / f(x)dx.
a
Tedy i

b b
/ f(x)dx = sup{S(f, D): D déleni [a, b]} < / (x) dx.

Tim je ddkaz proveden.



Dusledek 9.2

Necht f je omezena na [a, b], Dy a D, jsou déleni
intervalu [a, b]. Potom

m(b — a) < S(f, Dy) /f

/f S(f, D) < M(b — a),

kde m = inf{f(x); x € [a,b]} a M = sup{f(x); x € [a, b]}.



Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obsahujici body a, b.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz

Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obsahuijici body a, b. Druha
a Ctvrta nerovnost plynou z definice horniho a dolniho
Riemannova integralu.



Dukaz

Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a
dolniho souctu pro déleni D” obsahuijici body a, b. Druha
a Ctvrta nerovnost plynou z definice horniho a dolniho
Riemannova integralu. Konecéné treti nerovnost plyne z
Lemmatu 9.1(b).



Necht f je omezena na [a, b).

«O» «FHr «=>»

<

DA



Véta 9.3

Necht f je omezena na [a, b|. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje 5 > 0 takové, Ze pro kazdé deleni D intervalu
[a, b] splriujici v(D) < ¢ plati:



Véta 9.3

Necht f je omezena na [a, b|. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje 5 > 0 takové, Ze pro kazdé deleni D intervalu
[a, b] splriujici v(D) < ¢ plati:

b b
/ f(x) dx > S(f, D) > / F(x) dx — e,

b b
/f(x)dxgg(f, D)g/ f(x) dx +e.



nerovnosti.

DokaZme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b]: |f(x)| < K.



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b]: |f(x)| < K.

Necht ¢ € R, ¢ > 0, je dano.



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b]: |f(x)| < K.

Necht ¢ € R, ¢ > 0, je dano. K nému nalezneme déleni
Doy = {x;}7_, intervalu [a, b] takové, Ze

" b
S(f, Dy) </ f(x)dx+1g.
a 2



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b]: |f(x)| < K.

Necht ¢ € R, ¢ > 0, je dano. K nému nalezneme déleni
Doy = {x;}7_, intervalu [a, b] takové, Ze

" b
S(f, Dy) </ f(x)dx+1g.
a 2

Polozme

w(Do) = min{x; — x;_1; i € {1,...,n}}



Dukaz Véty 9.3

Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou
nerovnosti. Funkce f je omezena, a tedy existuje kladné
Cislo K € R takové, ze

vx € [a,b]: |f(x)| < K.

Necht ¢ € R, ¢ > 0, je dano. K nému nalezneme déleni
Doy = {x;}7_, intervalu [a, b] takové, Ze

" b
S(f, Dy) < / f(x)dx+1g.
2 2

Polozme

w(Do) = min{x; — x;_1; i € {1,...,n}}

01 = min{u(Do), 7z }-



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splnujici v(D) < 5.



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splnujici v(D) < 5.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Ds.



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, Zze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervall pfislusejicich déleni D



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, Zze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervall pfislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P.



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, Zze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervall pfislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P. Necht dale |/|
znaci délku intervalu /.



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, Zze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervall pfislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P. Necht dale |/|
znacCi délku intervalu /. Pak

S(f,D) = fo|l
(f, D) ngp I

leD



Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splhujici v(D) < 4;.
Vezmeme déleni P sestavajici ze vSech délicich bodl Dy
a DaoznaCme X = {x, ..., X,} mnozinu délicich bodu
Dy. Ovéfme nejprve, Zze

S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D). (1)

Ozna¢me D mnozinu intervall pfislusejicich déleni D a P
mnozinu intervall pfislusejicich déleni P. Necht dale |/|
znacCi délku intervalu /. Pak

S(f Zsupf | a S(f,P)= Zsupf ].

1eD lepP



Necht | = [a, 5] € D.



Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsaZeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.



Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsazeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsazeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsazeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsazeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Necht | = [«a, 5] € D. Je-li obsazen i v P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Necht | = [a, 5] € D. Je-liobsazeniv P, pfispévek
prislusny tomuto intervalu je v obou hornich souctech
stejny.




Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X.



Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti (D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ie{1,....,n—1} takovy, ze a < X; < f5.



Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti (D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ic{1,...,n—1} takovy, Zze a < x; < 8. V souétu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (B - CY),
[aWB]



Neni-li / v P, protiné jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti (D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ic{1,...,n—1} takovy, Zze a < x; < 8. V souétu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (B - CY),
[aWB]

zatimco v S(f, P) mame soudet

sup f-(X; —a)+sup - (5 —X)
[, x] [x:,5]



Neni-li / v P, protina jeho vnittek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti v(D) < u(Do) existuje prave jeden index
ie{1,...,n—1}takovy, Zze a < x; < 8. V souctu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (/6 - 06)7
[a7B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f-(X;—a)+sup - (5 —X)
[o,x] [X:,8]




Neni-li I v P, protina jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti v(D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ie{1,...,n—1}takovy, ze a < x; < 8. V souctu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (6 - 06)7
[a7B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f-(X;—a)+sup - (5 —X)
[Ot,X,'] [Xl'vﬁ]




Neni-li / v P, protina jeho vnittek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti v(D) < u(Do) existuje prave jeden index
ie{1,...,n—1}takovy, Zze a < x; < 8. V souctu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (/6 - 06)7
[a7B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f-(X;—a)+sup - (5 —X)
[o,x] [X:,8]




Neni-li I v P, protina jeho vnitfek mnozinu X. Vzhledem k
nerovnosti v(D) < u(Dy) existuje prave jeden index
ie{1,...,n—1}takovy, ze a < x; < 8. V souctu S(f, D)
se nyni vyskytuje vyraz

sup f (6 - 06)7
[a7B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f-(X;—a)+sup - (5 —X)
[Ot,X,'] [Xl'vﬁ]




Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

!sur>f (6—a)—(sup f-(x—a)+supf-(8—x))|
Oéﬁ] [axl] [XIB]



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

Jsup (5 — ) = (sup £ (x— ) + sup £+ (5 — X))

[@,8] [a,xi] [xi,8]

<K(B-0a)



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

{supf 6 ) (supf ( —a)+supf (B_Xi))‘

[e,f] [, xi] [xi,5]

SK(B—CV)—I—K(X/*(I+/3*X/)



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

!sur>f (6—a)—(sup f-(x—a)+supf-(8—x))|
Oéﬁ] [axl] [XIB]

<K@B—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(—«a)



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

!sur>f (6—a)—(sup f-(x—a)+supf-(8—x))|
Oéﬁ] [axl] [XIB]

<KB—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(—a) <2Kv(D).



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

!sur>f (6—a)—(sup f-(x—a)+supf-(8—x))|
Oéﬁ] [axl] [XIB]

<KB—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(—a) <2Kv(D).

Jelikoz je intervalll z D pravé uvedeného typu nejvyse
n—1,



Rozdil téchto vyrazt odhadneme jako

!sur>f (6—a)—(sup f-(x—a)+supf-(8—x))|
Oéﬁ] [axl] [XIB]

<KB—-a)+Kxi—a+5—x)=2K(—a) <2Kv(D).

Jelikoz je intervalll z D pravé uvedeného typu nejvyse
n—1, mame

S(f, D) — S(f, P) < 2Knu(D),

tj. nerovnost (1).



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < 5(1. D)



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)

3

SS(f7Do)+2



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)

S/ x)dx +2-

S(f, Dy) +

I\)lm



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)

c
5

Tedy 01 splfiuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii
nerovnosti.

" b
§§(f,Do)+%§/ F(x)dx +2-
a



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)

9

5

Tedy 01 splfiuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii
nerovnosti.

Analogicky bychom nasli 6, € R, é> > 0, takové, ze pro
kazdé déleni D intervalu [a, b] spliujici v(D) < 6, plati

" b
§§(f,Do)+%§/ F(x)dx +2-
a

b b
/f(x)dXZ§(f,D)2/ f(x)dx —e.



Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 4
nerovnosti

/ "fx)dx < B(f. D) < B(f. P) + 2Knu(D)

9

5

Tedy 01 splfiuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii
nerovnosti.

Analogicky bychom nasli 6, € R, é> > 0, takové, ze pro
kazdé déleni D intervalu [a, b] spliujici v(D) < 6, plati

" b
§§(f,Do)+%§/ F(x)dx +2-
a

b b
/f(x)dXZ§(f,D)2/ f(x)dx —e.

Kladné Cislo 6 = min{ds, d>} pak zjevné vyhovuje
pozadovanym vlastnostem, a dikaz je tedy hotov.



Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

DA



Dulsledek 9.4

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0.



Dusledek 9.4

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0. Pak

/ bf(x) dx = lim S(f, D,)

n—oo



Dulsledek 9.4

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Necht {D,}% , je posloupnost déleni intervalu |a, b]
splnujici limv(D,) = 0. Pak

b b
/f(x) dx = lim S(f,D,) a /f(x) dx = lim S(f, D,).

n—oo n—oo



DokaZzeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné.

«O» «FHr «=>»

<

DA



DokaZzeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné. Necht ¢ > 0.

DA



Dldkaz Dusledku 9.4

Dokazeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat
obdobné. Necht ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3 existuje
d > 0 takove, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b]
splniujici (D) < ¢ plati

S(f, D) < /bf(x) dx +e.



Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
v(Dp) <.



Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
v(Dy) < 6. Pak pro kazdé n > n, plati

: -
/f( )dx < S(7, D) / X)dx + <.
a



Zvolme ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
v(Dy) < 6. Pak pro kazdé n > n, plati

b )
/ f(x)dx < §(f, D,) < / f(x)dx +e.

Tim je dikaz dokoncen.



Spoctéte f01 2 dx.

(O @ <=>

<

it
v

Q>



Prone
D,= {4

N definujme tzv. ekvidistantni déleni
= }]'.7:0 intervalu [0, 1].

DA



Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}], intervalu [0, 1]. Pak lim(D,) = lim % =0 a
plati

S(f, Dn)

n}
8]
I'n
ul
it

DA



Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}], intervalu [0, 1]. Pak lim(D,) = lim % =0 a
plati

n

sr.o) =Y (1)

J=1

n}
8]
I'n
ul
it

DA



Reseni

Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni
Dy = {L}/, intervalu [0,1]. Pak limv(D,) = lim % =0a
plati

—_

n—

S(f,Dy) = i(’%)z% - _
<

="

i2

J



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

S(f,Dy)



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

agziyéfl
=1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

"= 1\21 1
- ;(ITYE ~

n . n

J\21 1 .

D) =D () 5= S
j=1 j=1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

-5 —=nlz‘ -1
j=1 j=1

L%)::E:(£)2 n3§:/ n(n+1)(2n+1).
=1

Tedy
lim S(f, D,) = lim S(f, D,) = 1



Reseni
Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni

Dy = {4}, intervalu [0, 1]. Pak lim»(D,) = lm % =0 a
plati

-5 —=nlz‘ -1
j=1 j=1

Dn)=2(£)2 =3 Z/ n(n+1)(2n+1).
j=1
Tedy

Pak mame f € R([0,1]) a [y x2dx = 1



Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

«O» «F»

DA



Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova
integralu)
Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].

Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(i) feR(a,b]),



Véta 9.5 (kritérium existence Riemannova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na |a, b].
Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(i) feR([a, b]),

(i) pro kaZdé = > 0 existuje déleni D intervalu [a, b]
takove, Ze

S(f, D) — S(f, D) < .






(i) = (ii) Necht f € R([a, b]).



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0.



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+f a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5 .

2



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

3

§(f,D1)</bf(x)dx+f a §(f,D2)>/bf(x)dx—2

2

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i Ds.



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b 9
—/a f(X)dX—FE

N ™

g/bf(x)dx+



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b £
—/ f(x)dx + - =«.
a 2

N ™

g/bf(x)dx+



(i) = (ii) Necht f € R([a, b]). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji
déleni Dy, D, intervalu [a, b] takova, ze

S(f,D1)</bf(x)dx+g a §(f,D2)>/bf(x)dx—

<
5

Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnujici Dy i D,. Pak
dostaneme diky Lemmatu 9.1 nerovnosti

S(f, D) — S(f, D) < S(f, Dy) — S(f, D»)

b £
—/ f(x)dx + - =«.
a 2

N ™

b
g/ f(x)dx +

a

Tedy (ii) plati.



(ii) = (i)



(il) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné.



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.
Pak ale mame

0< / x)dx — /f x < S(f,D) — S(f,D) < ¢



(i) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme
déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — S(f, D) < «.
Pak ale mame

0</f x)dx — /f S(f,D) — S(f, D) < ¢

Tedy [2f(x)dx = [2f(x)dx a f € R([a, b]).



Necht / C R je interval a f je funkce definovana alespon
na /.

DA



Definice

Necht / C R je interval a f je funkce definovana alespon
na /. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojita na /, jestlize
plati

VeeRe>030€R,0>0Vx,y el
(Ix =yl <o =[f(x) = f(y)] <o)



stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (x—y|l<o=|f(x)—1fy) <e).

DA



stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (x—y|l<o=|f(x)—1fy) <e).
spojitost na /

VxelVe>030>0Vyel: (x—y|l<d=|f(x)—1fy) <e).

DA



stejnomérna spojitost na /

Ve>036>0VxcIVyel: (x—y|<d=|f(x)—Ffy)| <e).
spojitost na /

VxelVe>030>0Vyel: (x—y|l<d=|f(x)—1fy)l <e).

DA



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /
VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).
Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na

| spojita.
Necht xp € /.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /
VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).
Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na

| spojita.
Necht xp € I. Zvolme ¢ > 0.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f naintervalu / stejnomérné spojita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro .



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splfiujici [x — y| < 4, je |f(x) — f(y)| < e.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splnujici [x — y| < 9, je |f(x) — f(y)| < e. Je-li nyni
y el |x—y|l<djelf(y) —f(x)| <e.



Poznamka
stejnomérna spojitost na /

Ve>030>0VxelVyel: (Ix—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

spojitost na /

VxelVe>030 >0Vyel: ([x—y|<d=|f(x)—1f(y) <e).

Je-li funkce f na intervalu / stejnomérné spoijita, pak je na
| spojita.

Necht xg € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z
definice stejnomérné spojitosti pro . Tedy jsou-li x, y € /
body splnujici [x — y| < 9, je |f(x) — f(y)| < e. Je-li nyni
yel |xo—y|<d,je|f(y) — f(x)| < e. Funkce f je proto
spojitda v bodé Xy, respektive je spoijita zleva Ci zprava v xo
v zavislosti na poloze xy v 1.



neni stejnomérné spojité na /.

Necht / = (0,1) a f(x) = 1, x € I. Pak je f spojita na /, ale

DA



Pro n € N poloZzme x, = 15 e

1
ne

(O @ <=>

<

it
v

Q>



Pro n € N polozme x, = L a y, =

—- Pak pro kazdé
n e Nplati [x, — yn| < 1 a|f(xn) — f(yn)| = 1.

DA



Pro n e N polozme x, = 1 a y, = 5. Pak pro kazdé

n € Nplati [x, — yn| < 1 a|f(x,) — f(ys)| = 1. Pro

e € (0,1) tedy nenalezneme ¢ > 0 pozadované v definici
stejnomeérné spojitosti.



Véta 9.6

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f je stejnomérné spojita na [a, b].



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b].

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je >0

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Fe>0V6>0

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je>0Vs>03x,y €ab]:

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
Je>0Vs>03x,y €lab]: (]x—y|l <)

DA



Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati

Je>0Vs>03x,y €lab]: (|x—y|l <) A(f(x)—fy)| >e).

DA



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,y €lab]: (Ix -yl <d)A(f(x) - f(y)] > e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé

n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
e >0Vs>03x,y € [a b]: (|x—y| <d)A([f(x) = f(y)| > e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé

n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
|Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a |f(xp) —f(yn)| > e

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }2>, konverguijici k bodu x € R.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
>0V >03x,yclab]: (Ix—y|l<8)A(f(x)—f(y) > e).

Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze

1
’Xn_yn‘<ﬁ a [f(xn) = f(yn)| = &

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazenv [a, b).



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

|X_ynk|



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }%2; konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < |X_Xf7k’ + n_k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }3>, konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < ’X_Xnk‘ + n_k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Dukaz Véty 9.6
Necht f neni stejnomérné spoijita na [a, b]. Potom plati
Je >0V >03x,yelab]: (|x—y| <8 A(f(x)—Ffy) >e).
Méjme tedy kladné ¢ € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé
n € N existuji x,, y, € [a, b] takova, Ze
Xo—yal < @ 1) — 1) = =

Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky
Bolzanové-Weierstrassove vété (Véta 2.15) vybrat
podposloupnost {x,, }3>, konvergujici k bodu x € R. Ten
je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
|X_ynk| < |X_Xnk| + |Xf7k _ynk‘ < |X_Xf7k’ + n7k7

konverguije i posloupnost {y,, } k x.



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = klmgof(ynk)

k—o0



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = klmgof(ynk)

k—o0

Plati

0 < [f(Xn,) = F(¥n )| < 1f(Xn,) — FO)| + 1F(X) = F(¥n,)

pro kazdé k € N.



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = kli_>m f(Yn,)-

k—o0

Plati
0 < [f(Xn,) = (W)l < |f(Xn,) — F(X)[ + [F(X) — F(¥n,)l

pro kazdé k € N. Prava strana nerovnosti konverguje k
nule, a tedy
lim ‘f(xnk) - f(ynk)‘ =0.

k—o00



Podle Heineovy véty plati

f(x) = lim f(x,,) = k||m f(Yn,)-

k—o0

Plati

0 < [f(Xn,) = F(¥n )| < 1f(Xn,) — FO)| + 1F(X) = F(¥n,)

pro kazdé k € N. Prava strana nerovnosti konverguje k
nule, a tedy

lim ‘f(xnk) - f(ynk)‘ =0.

k—o00

Ale € < |f(Xn,) — f(¥n,)| Pro kazdé k € N, coz je spor.



Potom f € R([a, b]).

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].

DA



Necht < > 0.

(O AEr A= o«

it
v

Q>



Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6).

DA



Dukaz véty 9.7

Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6). Nalezneme § > 0, takové,
ze

Vx,y €la b]: (]x —y| <d=I|f(x)—f(y)| <e).



Dukaz véty 9.7

Necht ¢ > 0. Funkce f je omezena na [a, b] (Véta 3.12) a
stejnomérné spojita (Véta 9.6). Nalezneme § > 0, takové,
ze

Vx,y €la b]: (]x —y| <d=I|f(x)—f(y)| <e).

Zvolme nyni déleni D = {x;}_, intervalu [a, b] takové, ze
v(D) <.



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy
o n

8(f,0) — S(f,D) =S ( sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n

< Z€(Xi — Xi_1)

i=1



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n

< Z&“(X,‘ - X,‘,1) = €(b — a).

i=1



Pak pro i € {1,..., n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[xi—1,%] [xi—1,%]

a tedy

§(f,D)—§(f,D)_§n: sup f— inf f)-(x,-—x,-_1)

=1 Xi—1,x] [xi—1.]

n
< €(X,'—X,‘,1) :5(b—a).
i=1
Véta 9.5 tedy iika, Ze f je riemannovsky integrovatelna na
[a, b].



Potom f € R([a, b]).

Necht a,b € R, a < b, a f je monoténni funkce na [a, b].

DA



Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a,b]: f(a) < f(x) < f(b)

DA



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5.



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht' ¢ > 0.



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht e > 0. Nalezneme ne N
takové, ze

:—7(b —a)(f(b) — f(a)) <e,



Dukaz Véty 9.8

Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je
omezena, nebot

Vx € [a, b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 9.5. Necht e > 0. Nalezneme ne N
takové, ze

:—7(b —a)(f(b) — f(a)) <e,

a zvolime déleni D = {x;}7o, kde x; = a + 24,
i=0,...,n.



Pak plati

n n

S(f,D)-S(f,D) = > sup f-(xi—Xi_1)—> _ inf f(Xi—X_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]



Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)



Pak plati

n n

S(f,D)=S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(X—xi_1)

=1 Xi—1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,-_1)



Pak plati

n n

S(f,D)=S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(X—xi_1)

i=1 [Xi—1,xi] =1 [xi—1,%i]

Z (x7) — F(Xi-1)) (X — Xi—1)



Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)




Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z XI _le1 (X—X,'_1)




Pak plati

n n

S(f,D)—~S(f,D) = > sup f-(Xi—Xi_1)—»_ inf f-(x—xi_1)

=1 Xim1,X] P [xi—1,xi]

Z (X)) —fx,1 (x—x,-_1)

= > (F%) = F(xi1) b-a
_ b8 h) — f(a)) < =

n
Podle Véty 9.5 tedy plati f € R([a, b]).



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)
Necht a,bc R,a< b, f,gc R([a,b]) aa € R.



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g€ R([a, b)),



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+9 € R([a b]), of € R([a, b])



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g e R([a, b)), af € R([a, b]) a plati

/ (1) + 9(0)) o = / ) o+ / " g(x) o,



Véta 9.9 (linearita Riemannova integralu)

Necht a,bc R,a< b, f,g € R([a,b]) aa € R. Pak
f+ g e R([a, b)), af € R([a, b]) a plati

/ (1) + 9(0)) o = / ) o+ / " g(x) o,

/abaf(x) dx = a/ab f(x) dx.



Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené.

«O» «F»

DA



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).

Je-li | C [a, b] neprazdny interval, plati



Dukaz Véty 9.9

Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[a, b], a proto jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i
funkce f + g je omezend na |a, b).

Je-li | C [a, b] neprazdny interval, plati

ir}f f+ inlfg < inlf(f +9) a sup(f+9) <supf+supg.
I I I



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame

S(f,D)+S(g9,D) < S(f+g,D) < S(f+g, D) < S(f, D)+5(g, D).



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0.



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

lim (S(f, Ds) + S(g, D, /f dx+/ a(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

lim (S(f, Dy) + (g, D /f dx+/ a(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

lim (S(f, Dy) + S(g. Dy) /f dx+/ g(x



Proto pro libovoIné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f, D)+S(g, D) < S(f+g, D) < S(f+g, D) < S(f, D)+S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b], jejichz
norma konverguje k 0. Pak dle Dusledku 9.4 plati

lim (S(f, Ds) + S(g, D, /f dx+/ g(x)dx,

n—o0

im (S(F,0r) + S(9.0) = | ) dx + / " g(x) dx



Podle véty o dvou straznicich mame



Podle véty o dvou straznicich mame

lim S(f+g, D)

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

lim S(f+g,D,) = nlim S(f+g, D)

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

b b
lim S(f+g,D,) = lim S(f+g, D,) :/ f(x) dx+/ g(x) dx.
n—oo a a

n—oo



Podle véty o dvou straznicich mame

o b b
im S(f+g.Dy) = lim S(f+9.Ds) = [ f(x)dx+ / g(x) dx.
— OO a

n—oo a

Z Dasledku 9.4 plyne f + g € R([a, b])



Podle véty o dvou straznicich mame

o b b
im S(f+g.Dy) = lim S(f+9.Ds) = [ f(x)dx+ / g(x) dx.
— OO a

n—oo a

Z Dusledku 9.4 plyne f + g € R([a, b]) a

/b(f(x)+g(X)) dXZ/bf(X)dx+/bg(x)dx.



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce of je omezena na [a, b).



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf
! /



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf a ir}fozf: air}ff.
! /



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati
supaf = asupf a ir}fozf = air}ff.
1 I

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati
supaf = asupf a ir}fozf = air}ff.
1 I

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo

lim S(af, D) = lim aS(f, D,) = / f(x)dx.

n—o0 n—oo



Predpokladejme nyni, Ze plati f € R([a, b]) a a > 0.
Funkce af je omezena na [a, b]. Dale pro kazdy interval
I C [a, b] plati

supaf = asupf a ir}fozf: air}ff.
! /

Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] splnujici
limv(D,) = 0 mame

lim S(af,D,) = lim aS(f,D,) —a/ f(x
n—oo n—oo

lim S(af, D) = lim aS(f, D,) = / f(x)dx.

n—o0 n—oo

Z Dusledku 9.4 tedy plyne of € R([a, b]) a
f:af(x) dx = afab f(x)dx



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1.



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame

b
lim S(—f,D,) = lim —S(f,D,) = —/ F(x) dx,

n—oo n—oo



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame
n—o0 n—oo

b
lim S(—f,D,) = lim —S(f,D,) = —/ F(x) dx,

n— o0 n—oo

b
lim S(—f,D,) = lim —S(f,D,) = —/ £(x) dx.



K dokoncéeni diukazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni
pro a = —1. Pro kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = — ir}ff a ir;f(—f) = —supf,
/ /

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b]
splnujici lim v(D,) = 0 dostdvame

n—oo n—oo

b
lim S(—f,D,) = lim —S(f,D,) = —/ F(x) dx,

n— o0 n—oo

b
lim S(—f,D,) = lim —S(f,D,) = —/ £(x) dx.

Jako vyse proto plati —f € R([a, b]) a
fab —f(x)dx = — f: f(x) dx.



Véta 9.10 (Riemann(v integral a usporadani)

Necht a,b € R,a< b, af,gc R([a, b]) af(x) < g(x) pro
kazdé x € [a, b].



Véta 9.10 (Riemann(v integral a usporadani)

Necht a,b € R,a< b, af,gc R([a, b]) af(x) < g(x) pro
kazdé x € [a, b]. Pak plati

/ab f(x)dx < /ab a(x) dx.



Necht {D,} je posloupnost déleni a limv(D,) =0

DA



Dukaz Véty 9.10

Necht {D,} je posloupnost déleni a lim v(D,) = 0. Podle
predpokladu pro kazdy neprazdny interval | C [a, b] plati
sup, f <sup,g,



Dukaz Véty 9.10

Necht {D,} je posloupnost déleni a lim v(D,) = 0. Podle
predpokladu pro kazdy neprazdny interval | C [a, b] plati
sup, f <sup, g, a tedy

n—oo n—oo

b
/ f(x)dx = lim S(f,D,) < lim S(g, D / g(x



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b].



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b]. Pak plati f € R([a, b]), pravé kdyZ f € R([a,c]) a
feR([c, b]).



Véta 9.11 (aditivita Riemannova integralu)

Necht a,b,c € R, a< ¢ < b, af je funkce definovana na
[a, b]. Pak plati f € R([a, b]), pravé kdyZ f € R([a,c]) a
f e R([c,b]). Je-li f € R([a, b]), pak plati

/ab f(x)dx = /ac f(x) dx + /Cb f(x) dx.



Necht {D}}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu
[a, c], respektive [c, b],

DA



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu
[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0.



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu

[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0. Necht {D,} je déleni sestavajici z délicich bodu déleni
D! a D2.



Dukaz Véty 9.11

Necht {D!}, {D?} jsou posloupnosti déleni intervalu

[a, c], respektive [c, b], pfiemz jejich normy konverguji k
0. Necht {D,} je déleni sestavajici z délicich bodu déleni
D} a D2. Pak plati lim v(D,) = 0.



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].
Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, c] i na intervalu
[c, b], takZe je omezena i na intervalu [a, b).



< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, c] i na intervalu [c, b].
Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, c] i na intervalu
[c, b], takZe je omezena i na intervalu [a, b]. Pro kazde

n € N pak plati

S(f, D,) = S(f, D}) + S(f, D?),
S(f,D,) = S(f, D)) + S(f, D).



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D})

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D})

n—oo n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D},):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D},):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo

lim S(f, D?)

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f, D},):/ f(x)dx,
a

n—oo n—oo

lim S(f, D?) = lim S(f, D?)

n—oo n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo

lim S(, D2) = lim S(f, D2) = / f(x



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f,D%) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

lim S(f, Dp)

n—oo



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f,D%) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo

lim S(f,Dn) = lim (S(7,D}) + S(7, D3))



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f,D%) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dp) = lim ( (f, D},)+SfD2 / f(x dx+/ f(x



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) =

n—oo n—oo

lim S(f, D?) = lim S(f, D?) =

n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dp) = lim ( (f, DY) + S(1, 02

lim S(f, Dp)

n—oo

/Cf(x)dx,
/f
/f dx+/f

7



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) = /C f(x)dx,

n—oo n—oo
lim S(f,D%) = lim S(f, D?) = / f(x
n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dp) = lim ( (f, D},)+SfD2 / f(x dx+/ f(x

lim S(f,Dn) = lim (S(f, D}) + S(f,D2))

n—oo

7



Podle Dusledku 9.4

lim S(f,D}) = lim S(f,D}) =

n—oo n—oo

lim S(f, D?) = lim S(f, D?) =

n—oo n—oo

Tedy mame

n—oo n—oo

lim S(f,Dp) = lim ( (f, DY) + S(1, 02

lim S(f, Dp) = lim ( (f, D‘)+SfD2

n—oo

/C f(x)dx,
/ f(x

/f dx+/f
/f dx+/f

7



Podle Dusledku 9.4

nllm S(f, D) _nllm S(f,D}) = / f(x)dx,
nllm S(f, DZ)—nllm S(f, D) = / f(x

Tedy mame

n—oo

lim S(f, Dn) = lim ( (f, D},)+Sf02 /f dx+/f

lim S(f, Dp) = lim ( (f, D‘)+SfD2 /f dx+/f

n—oo

Dle Dusledku 9.4 plati f € R([a, b]) a také dokazovana
rovnost.



= Ptedpokladejme f € R([a, b)).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezend na intervalu [a, b).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti.



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(, Da) = S(f, D}) + S(f, D?),
S(, Du) = S(f, D}) + S(, D?).



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati

< (S(f,D}) — S(f, DY) + (S(f, D?) — S(f, D?))



= Predpokladejme f € R(][a, b]). Funkce f je tedy
omezena na intervalu [a, b]. Pouzijeme posloupnosti
déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje
rovnosti

S(f, Dn) = S(f, Dy) + S(f, Dy).

Pak pro kazdé n € N plati

< (S(f,D}) — S(f, DY) + (S(f, D?) — S(f, D?))

= S(f,D,) — S(f, Dy).



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
feR(a b)),



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f, D})) = 0.

n—oo



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f, D})) = 0.

n—oo

Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska
integrovatelnost f na [a, c].



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot

f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich
lim (S(f, D}) - S(f, DY) = 0.

Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska

integrovatelnost f na [a, c|. Integrovatelnost f na intervalu
[b, c] I1ze dokazat obdobné.



Ponévadz plati lim (S(f, D,) — S(f, D)) = 0, nebot
f € R([a, b]), plati podle véty o dvou straznicich

lim (S(f,D}) — S(f,D})) = 0.
Odtud jiz plyne z Dusledku 9.4 riemannovska
integrovatelnost f na [a, c|. Integrovatelnost f na intervalu
[b, c] I1ze dokazat obdobné. Rovnost za znéni véty plyne z
prvni ¢asti dukazu.



Poznamka
Pro libovolna a, b, ¢ € R plati

/abf(x)dx+/bcf(x)dx+/Caf(x)dx:o,

pokud alespon dva z uvedenych integralt existuji.



Poznamka
Pro libovolna a, b, ¢ € R plati

/abf(x)dx+/bcf(x)dx+/Caf(x)dx:o,

pokud alespon dva z uvedenych integralu existuji. Tvrzeni
plyne z Véty 9.11 akonvence [ f = — [ F.



17. prednaska, 16.4.2020



Necht a,b € R,a< b, af € R(|a, b]).

DA



Véta 9.12
Necht a,b € R,a< b, af € R([a, b]). Pak |f| € R([a, b])

a plati
b b
/ f(x) o] < / 17(x)] .
a a




[a, b],

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu
[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |[f| —inf |f| < supf —inff.
! ! ! !



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |[f| —inf |f| < supf —inff.
! ! ! !

Nerovnost ovéfime nasledovné.



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |[f| —inf |f| < supf —inff.
! ! ! !

Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0.



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

H(y)] < inf [f] + 1



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame

sup |f| — inf |f]
| /



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
SL;plf! —inf |[f| < |[FO)] +n—[f(y)] +n



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
sulplf\ —inf[f| < [fC)] +n = [f(y)[+n



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
SL;plf! —inf |[f| < |FOO] +n—[f(y)[ +n



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
sup [l =inf [ < [FOO)] 0= [fW)] +n = [FO)] = [F(¥)] +2n



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
sup [l =inf [ < [FOO)] 0= [fW)] +n = [FO)] = [F(¥)] +2n

< [f(x) = f(y)l +2n



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
sup [l =inf [ < [FOO)] 0= [fW)] +n = [FO)] = [F(¥)] +2n

< |f(x) —f(y)|+2n < SLIIpf— ir}ff+277.



Dukaz véty 9.12

Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b], takZe je omezena na [a, b], a tedy i |f| je omezena
na [a, b).

Pro libovolny neprazdny interval I C [a, b] plati

sup |f| — ir}f |f| <supf— ir}f f.
I i
Nerovnost ovéfime nasledovné. Zvolme n > 0. Pak

pouzitim definice suprema a infima nalezneme x,y € |
takova, zZe

W)l < inflfl+n a [f(x)] = sup|f| —n.

Pak mame
sup [l =inf [ < [FOO)] 0= [fW)] +n = [FO)] = [F(¥)] +2n

< |f(x) —f(y)|+2n < SLIIpf— ir}ff+277.



Zvolme ¢ > 0.



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici
S(f,D) — S(f, D) < e.



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici
S(f, D) — S(f, D) < . Z jiz dokazané nerovnosti plyne, ze

S(f|, D) - S(f|, D)



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici
S(f, D) — S(f, D) < . Z jiz dokazané nerovnosti plyne, ze

S(/f|. D) - S(/f|. D) < S(f, D) - S(f, D)



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici
S(f, D) — S(f, D) < . Z jiz dokazané nerovnosti plyne, ze

S(/f|. D) - S(/f|. D) < S(f, D) - S(f, D) < e.



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici

S(f, D) — S§(f, D) < e. Zjiz dok&dzané nerovnosti plyne, ze
(|, D) — S(If|. D) < S(f, D) — S(f. D) < c.
Podle Véty 9.5 je tedy |f| € R(][a, b]).



Zvolme ¢ > 0. Pouzijeme Vétu 9.5 pro funkci f a
nalezneme déleni D intervalu [a, b] splnujici

S(f, D) — S§(f, D) < e. Zjiz dok&dzané nerovnosti plyne, ze
(|, D) — S(If|. D) < S(f, D) — S(f. D) < c.

Podle Véty 9.5 je tedy |f| € R([a, b]). Zbyvéa odvodit
prisluSnou nerovnost.



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

a tedy



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle
Véty 9.9.

a tedy



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle
Véty 9.9. Pak

—/ab f(x)dx

a tedy



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle
Véty 9.9. Pak

_ /ab F(x) dx = /ab(—f(x))dx

a tedy



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle
Véty 9.9. Pak

_/abf(x)dx:/ab(—f(x))dxg/abl—f(X)ldX

a tedy



Pro kazdé déleni D' intervalu [a, b] plati

/b f(x)dx < S(f,D') < S(|f|, D),

/ab f(x)dx < /ab |f(x)|dx.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle
Véty 9.9. Pak

—/bf(x)dx:/b(—f(x))dxg/b|—f(x)|dx:/b|f(x)|dx.
0

a tedy



Véta 9.13 (derivace funkce horni meze)

Necht J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([a, b]) pro kaZzdé a, b € J.



Véta 9.13 (derivace funkce horni meze)

Necht' J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([a, b]) pro kaZzdé a, b € J.
Necht ¢ € J.



Véta 9.13 (derivace funkce horni meze)

Necht J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([a, b]) pro kaZzdé a, b € J.
Necht ¢ € J. Definujeme funkci F na J predpisem

F(x) = / () dt, xed.



Véta 9.13 (derivace funkce horni meze)

Necht J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([a, b]) pro kaZzdé a, b € J.
Necht ¢ € J. Definujeme funkci F na J predpisem

F(x) = / () dt, xed.

Potom plati:
(@) F je spojita na J,



Véta 9.13 (derivace funkce horni meze)

Necht J C R je nedegenerovany interval a f je funkce
definovana na J splriujici f € R([a, b]) pro kaZzdé a, b € J.
Necht ¢ € J. Definujeme funkci F na J predpisem

F(x) = / () dt, xed.

Potom plati:
(@) F je spojita na J,

(b) jestlize xy je vnitinim bodem intervalu J a funkce f je
spojita v Xy, pak F'(xo) = f(xo).



(a) Necht' y, € J neni pravy krajni bod J.

DA



(a) Necht' y, € J neni pravy krajni bod J.Dokazeme, ze

Jim F(y) = F().

DA



(a) Necht' y, € J neni pravy krajni bod J.Dokazeme, ze

Jim F(y) = F().

Nalezneme ¢ > 0, takové, Ze [yo, Yo + d] C J.

DA



Dukaz Véty 9.13

(a) Necht' yo € J neni pravy krajni bod J.Dokazeme, Ze

lim F(y) = F(yo)-

y‘ﬁVOJr

Nalezneme ¢ > 0, takové, Ze [y, yo + d] C J. Protoze je f
riemannovsky integrovatelna na [yo, yo + 9],



Dukaz Véty 9.13

(a) Necht' yo € J neni pravy krajni bod J.Dokazeme, Ze

lim F(y) = F(yo)-

y‘ﬁVOJr

Nalezneme ¢ > 0, takové, Ze [y, yo + d] C J. Protoze je f
riemannovsky integrovatelna na [yo, o + 9], je f na tomto
intervalu omezena.



Dukaz Véty 9.13

(a) Necht' yo € J neni pravy krajni bod J.Dokazeme, Ze

lim F(y) = F(yo)-

y‘ﬁVOJr

Nalezneme ¢ > 0, takové, Ze [y, yo + d] C J. Protoze je f
riemannovsky integrovatelna na [yo, o + 9], je f na tomto
intervalu omezena. Necht K je kladné Cislo splnujici

VX € [Yo, Yo + 4] [f(Xx)| < K.



Pro y € [yo, o + 0] pak mame



Pro y € [yo, o + 0] pak mame

IF(y) = F(%)



Pro y € [yo, o + 0] pak mame

F0)-Fowl =1 [ "o dx— [ (x)dx|

c



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

< /y\f(x)|dx



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

y y
< \f(X)Idxs/ K dx
W

Yo 0



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

y y
< \f(x)|dx§/ Kdx = K(y — yo).

Yo Yo



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

y y
< \f(x)|dx§/ Kdx = K(y — yo).

Yo Yo
Odtud plyne
lim |F(y) = F(xo)| = 0,

y=Yo,



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

y y
< \f(x)|dx§/ Kdx = K(y — yo).
Yo Yo

Odtud plyne
lim |F(y) = F(xo)| = 0,

y=Yo,

neboli
lim F(y) = F(yo)

y=Yo,



Pro y € [yo, Yo + 0] pak mame

" f(x) dx| = y/y (x) dx|

¢ Yo

F(y)— F(0)| = | / " fx)dx

y y
< \f(x)|dx§/ Kdx = K(y — yo).
Yo Yo

Odtud plyne
lim |F(y) = F(xo)| = 0,

y=Yo,

neboli
lim F(y) = F(yo)

y=Yo,

Spojitost zleva v bodech J, které nejsou levym krajnim
bodem J, Ize dokazat obdobneé.



(b) Necht x € J je bodem spojitosti f.



(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme ¢ > 0.



(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme ¢ > 0. K
nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze

Vx € (Xo — 9, X +9): |[f(X) — f(X0)] < e.



(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme ¢ > 0. K
nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze

Vx € (Xo — 9, X +9): |[f(X) — f(X0)] < e.
Pak pro kazdé x € P(xo, d) plati

F(x) - F(xo)

X xo — f(Xo)



(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme ¢ > 0. K
nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze

Vx € (Xo — 9, X +9): |[f(X) — f(X0)] < e.
Pak pro kazdé x € P(xo, d) plati

F(x) — F(%) —f(x0)] :‘

X — X

1 X
). f(t)dt — f(xo)|.



(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme ¢ > 0. K
nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze

Vx € (Xo — 9, X +9): |[f(X) — f(X0)] < e.
Pak pro kazdé x € P(xo, d) plati

‘LFO(XO)_“XO)’:‘

X — X

1 X
). f(t)dt — f(xo)|.

Plati [}’ f(x0)dt = f(x0) - (x — Xo) pro kazdé x € P(xq, 9).



Pro kazde x € P(xp,0) pak plati

M—f(xo)‘:‘ L /Xf(t)dt— L /Xf(XO)dt‘

X — Xo X — Xo X X — Xo X




Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati
F(x) — F(x 1 X 1 x
M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo Jx, X — Xo

B 1
|X — Xo

|t -t e



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati
F(x) — F(x 1 X 1 x
M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo Jx, X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati
F(x) — F(x 1 X 1 x
M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo Jx, X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia

1 X
< \/ e dt]
|X_X0’ X0



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati
F(x) — F(x 1 X 1 x
M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo Jx, X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia

1 X
< \/ cdt| = e.
|X_X0’ X0



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati

F(x) — F(x 1 X 1 x

M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo X X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia

1 X
< \/ cdt| = e.
|X_X0’ X0

Vyraz [ |f(t) — f(xo)| dt z pfedchozi série nerovnosti je u
veden v absolutni hodnoté,



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati

F(x) — F(x 1 X 1 x

M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo X X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia

1 X
< \/ cdt| = e.
|X_X0’ X0

Vyraz [ |f(t) — f(xo)| dt z pfedchozi série nerovnosti je u
veden v absolutni hodnoté, protoZe pro x < xo je zaporny.



Pro kazdé x € P(xo, d) pak plati

F(x) — F(x 1 X 1 x

M—f(xo)‘ - ‘ / f(t) dt— / f(xo)dt‘
Xo

X — Xo X — Xo X X — Xo

1 X
- / (F(t) — ()
< sl [ 170 = rooia

1 X
< \/ cdt| = e.
’X_X()’ X0

Vyraz [ |f(t) — f(xo)| dt z pfedchozi série nerovnosti je u
veden v absolutni hodnoté, protoZe pro x < xo je zaporny.
Tedy F'(xo) = f(X0) a tvrzeni je dokazano. O



DuUsledek 9.14

(a) Necht a,b e R*, a< b, af je spojita funkce na
intervalu (a, b). Potom f ma na (a, b) primitivni funkci.



DuUsledek 9.14

(a) Necht a,b e R*, a< b, af je spojita funkce na
intervalu (a, b). Potom f ma na (a, b) primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R, a< b af je spojita funkce na
intervalu [a, b] a F je primitivni funkce k funkci f na
(a b).



DuUsledek 9.14

(a) Necht a,b e R*, a< b, af je spojita funkce na
intervalu (a, b). Potom f ma na (a, b) primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R, a< b af je spojita funkce na
intervalu [a, b] a F je primitivni funkce k funkci f na
(a, b). Potom existuji viastni limity limy_, . F(x) a
limyx_,p_ F(X) a plati

/ab f(t) ot



DuUsledek 9.14

(a) Necht a,b e R*, a< b, af je spojita funkce na
intervalu (a, b). Potom f ma na (a, b) primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R, a< b af je spojita funkce na
intervalu [a, b] a F je primitivni funkce k funkci f na
(a, b). Potom existuji viastni limity limy_, . F(x) a
limyx_,p_ F(X) a plati

/bf(l‘)dt: lim F(x)— lim F(x).

X—b_ X—ay



(a) Zvolme c € (a, b) a poloZzme

F(x):/cxf(t)dt, x € (ab).

DA



Dukaz Dusledku 9.14

(a) Zvolme ¢ € (a, b) a polozme

F(x):/x f(tydt, x < (ab).

Podle véty o vztahu spoijitosti a riemannovské
integrovatelnosti (Véta 9.7) je funkce f riemannovsky
integrovatelna na kazdém intervalu [«, 5] C (a, b),



Dukaz Dusledku 9.14

(a) Zvolme ¢ € (a, b) a polozme

F(x):/x f(tydt, x < (ab).

Podle véty o vztahu spoijitosti a riemannovské
integrovatelnosti (Véta 9.7) je funkce f riemannovsky
integrovatelna na kazdém intervalu [a, 5] C (&, b), a proto
je F dobre definovana funkce.



Dukaz Dusledku 9.14

(a) Zvolme ¢ € (a, b) a polozme

F(x):/x f(tydt, x < (ab).

Podle véty o vztahu spoijitosti a riemannovské
integrovatelnosti (Véta 9.7) je funkce f riemannovsky
integrovatelna na kazdém intervalu [a, 5] C (&, b), a proto
je F dobre definovana funkce. Véta 9.13 pak zaruCuje
platnost vztahu F' = f na (a, b), tj. F je primitivni k f.



(b) Definujme funkci



(b) Definujme funkci



(b) Definujme funkci

f(t)y=<f(t), te(ab),

f(a), te(a—1,a4,
f(b), te[b,b+1).



(b) Definujme funkci

f(a), te(a—1,a4,
f(t) =4 f(t), te(ab),
f(b), telb,b+1).

Pak je f spojitana (a—1,b+1).



(b) Definujme funkci

f(a), te(a—1,a4,
f(t) =4 f(t), te(ab),
f(b), telb,b+1).



Pak je F primitivni funkce k f na (a—1,b + 1),



Pak je F primitivni funkce k f na (a—1,b+1),atedy je
na tomto intervalu spojita.



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f,



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.
Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.
Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_

Pak tedy

/ab f(t)dt



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.
Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_

Pak tedy

/abf(t)dt:/ab?(t)dt



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.
Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_

Pak tedy

/b f(t)dt = /b?(t)dtz F(b)



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.

Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_

Pak tedy

b b .
/ f(t)dt:/ f(t)dt = F(b) = lim F(x)— lim F(x),

X—b_ X—ay

nebot F(a) = 0.



Pak je F primitivni funkce k f na (@a—1,b+1),atedyje
na tomto intervalu spojita. Protoze je F|(,p) primitivni
funkce k funkci f, existuje podle Véty 8.1 ¢ € R takové, ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x)+c.

Tedy

lim F(x)=F(a)+¢c a lim F(x)=F(b)+c.

X—as X—b_

Pak tedy

b b .
/ f(t)dt:/ f(tydt = F(b) = lim F(x) — lim F(x),

X—b_ X—ay

nebot F(a) = 0. Tim je dilkaz dokongen. O



Necht a,b € R,a< b, af € R(|[a, b]).

DA



Véta 9.15

Necht a,b € R, a< b, af € R([a, b]).JestliZze g je funkce
definovana alespori na [a, b, kterd se v intervalu [a, b] liSi
od f v konecném poctu bodd,



Véta 9.15

Necht a,b € R, a< b, af € R([a, b]).JestliZze g je funkce
definovana alespori na [a, b, kterd se v intervalu [a, b] liSi
od f v kone¢ném poctu bodu, potom g € R([a, b]) a

f: g(x)dx = f: f(x) dx.



Funkce f je omezena,

(O @ <=>

<
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Funkce f je omezena, a proto je omezend i funkce g.
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Dukaz Véty 9.15

Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé
X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={xelab]; f(x)#g(x)}.
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Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé
X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={x¢€[a,b]; f(x)# g(x)}. Mnozina J je podle
predpokladu konecna.



Dukaz Véty 9.15

Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé

X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={x¢€[a,b]; f(x)# g(x)}. Mnozina J je podle
predpokladu konecna. Pokud je prazdna, pak je tvrzeni
ziejmé,



Dukaz Véty 9.15

Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g.
Nalezneme kladné Cislo K > 0 takové, Ze pro kazdé

X € [a, b] plati |f(x)| < K a|g(x)| < K. Ozname
J={x¢€[a,b]; f(x)# g(x)}. Mnozina J je podle
predpokladu konecna. Pokud je prazdna, pak je tvrzeni
ziejmé, v opacném pripadé oznaéme m pocet prvki
mnoziny J.



Zvolme € > 0.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu
[a, b] spliujici v(D) < g2 a




Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu
[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[Xi—17Xi]a ie {1,...,”}.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J. Systém S ma tedy
nejvySe 2m prvku, nebot kazdy bod z J je prvkem
nejvySe dvou intervalll z 7.



Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}_, intervalu

[a, b] spliujici v(D) < g2 a

b _ b
/ f(x)dx — ¢ < S(f, D) < S(f, D) </ F(x)dx + <.

Oznacme 7 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru
[xi—1,xi], i € {1,...,n}. OznaCme S systém téch intervald
z 7, které maji neprazdny prunik s J. Systém S ma tedy
nejvySe 2m prvku, nebot kazdy bod z J je prvkem
nejvySe dvou intervalll z 7.



Potom plati

S(f,D) — Zsupf |/|—Zsupg ]

leZ leT



Potom plati

S(f,D) — Zsupf |/|—Zsupg ]

leZ leT

= (supf ~supg)- I,

leS



Potom plati

S(f,D) — Zsupf |/|—Zsupg ]

leZ leT

= (supf ~supg)- I,

les
nebot sup, f = sup, g, pokud I € 7\ S.



Muzeme tedy odhadnout

S(f,D) — S(9. D)l < ) (I supf| +supg])- |/

leS



Muzeme tedy odhadnout
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leS
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leS leS



Muzeme tedy odhadnout

S(f,D) — S(9. D)l < ) (I supf| +supg])- |/

leS

<> 2K-[I| <) 2K-u(D)

leS leS

<2m-2K - -v(D) <.



Muzeme tedy odhadnout

S(f,D) — S(9. D)l < ) (I supf| +supg])- |/

leS

<> 2K-[I| <) 2K-u(D)
leS leS
<2m-2K - -v(D) <.
Obdobné obdrzime

|S(f,D) — S(9.D)| <e.



P
ak

[
(x)dx
-2



Pak

/bf(x)dx—25<§(f,D)—€



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

< S(f,D) +¢



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

b
< S(f,D) +¢ < / f(x)dx + 2¢.



Pak

/b f(x)dx — 2z < S(f, D) — ¢ < S(g, D) < S(g, D)

b
< S(f,D) +¢ < / f(x)dx + 2¢.

Odtud plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky
intergrovatelna a fab g(x)dx = fab f(x)dx.



Véta 9.16

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na
intervalu |a, b].



Véta 9.16
Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na
intervalu [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu
[a, b].



Véta 9.16
Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na
intervalu [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.
(i) Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu
[a, b].
(i) Existuje | € R takové, Ze pro kaZdeé = > 0 existuje
6 > 0 splriujici:



Véta 9.16

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce definovana na

intervalu [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu

[a, b].

(i) Existuje | € R takové, Ze pro kaZdeé = > 0 existuje
§ > 0 splrujici: je-li D = {x;}7_, déleni intervalu [a, b]
takové, Zev(D) < §, ati € [xi_1,x], i=1,...,n, pak

)th, —Xi1)— | <e.



(i) = (i)

(o> <Fr <=»

<

v

Q>



(i) = (ii) Ukazeme, ze podminka (ii) je splnéna pro
I= [P f(x)dx.

DA



(i) = (ii) Ukazeme, ze podminka (ii) je splnéna pro
I = [P f(x)dx. Zvolme ¢ > 0.

DA



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro
I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje o > 0 takoveé,



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

b
/—5:/ F(x)dx — ¢



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

< S(f, D) </bf(x)dx+5



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}/_, déleni splfujici v(D) < o



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< S(f, D) </ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
L e [X,',1,X,'], | = 1,...,n,



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< S(f, D) </ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

| —¢



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< S(f, D) </ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

| — ¢ < S(f, D)



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

=< S(,0) < 3 )00 — 3

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

I~ < S(1.D) < 3" f(t)(x — %) < S(1.D)

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
§§(f,D)</ f(X)dx +e=1+e.
a

Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak

| —¢ < S(f,D) < Z F(8) (X — Xi1) < S(f,D) < | + <.

i=1



Dukaz Véty 9.16

(i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je spInéna pro

I = fab f(x)dx. Zvolme ¢ > 0. K nému dle Véty 9.3
existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D splnujici
v(D) < 4 plati

l—e:/bf(x)dx—5<§(f,D)

b
< §(f,D) < / f(X)dx +e=1+e.
a
Je-litedy D = {x;}7_, déleni splnujici (D) < ¢ a
i€ [xi—1,x],i=1,...,n, pak
n
I—e < S(f,D) <> f(t)(xi— xi—1) < S(f,D) < I +e.
i=1

Vyrok (i) tedy plati.



(i)=(i)



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R.



=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,

(ii)
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f.



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
0 > 0 podle (ii).



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
d > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}7_, splnujici

v(D) < § mame

‘th, Xi—Xi_1)— 1l <e=1



(i)=(i) Necht (ii) je splnéna pro / € R. Nejprve ukazeme,
Ze z platnosti (ii) plyne omezenost f. Pro e = 1 nalezneme
d > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}7_, splnujici

v(D) < § mame

‘th, Xi—Xi_1)— 1l <e=1

pro kazdou volbu bodu f; € [x;_1,x],i=1,...,n.



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7_,



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

n:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné.



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takove, ze t € [x;_1, Xj].

N}



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takové, Ze t € [x;_+, X;]. Uvazujme body

ti:{x,-, ie{tl,....n}\ {j}

N}



UvaZujme jedno takové pevné déleni D = {x;}7, a
oznaCme

:min{X/—X,-_1; i€ {1,...,[7}},

K =max{|f(x))|; ie{1,...,n}}.

Méjme t € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...

takové, Ze t € [x;_+, X;]. Uvazujme body

t:{x,-, e {1,....m\ {j}
Ut i=

N}



Pak

F(£)(%

— Xj-1)|



Pak

‘( X/1|—‘thl Xl1 fol Xl—1

i#]



Pak
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i



Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]

‘if( 6) (X — Xit) — 1+ 1= > £06) (% x,1(

i



Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]

—‘th, —Xir) — 1 =S ()% x,1(

i

<\th, — Xi_1) — ||



Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]

—‘th, —Xir) — 1 =S ()% x,1(

i

<\th, —Xi1) — 1| + ||



Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]
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i
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i#]
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i
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i=1

<1 +|/|+ZK(Xi—Xi—1)
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Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]

—‘th, —Xir) — 1 =S ()% x,1(

i
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i=1
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i#]
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i

<\th, — Xj_1 —I\+\I|+Z\fx, — Xi_1)|

i=1

§1+|I|+ZK(X,-—X,-_1):1+|/|+K(b—a).

i=1
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Pak

[f(£)( )(,1|_‘th, — Xi_1) fo, x,_1‘

i#]

—‘th, —Xir) — 1 =S ()% x,1(

i

<\th, — Xj_1 —I\+\I|+Z\fx, — Xi_1)|

i=1

§1+|I|+ZK(X,-—X,-_1):1+|/|+K(b—a).

i=1

Tedy plati

—

FO < = (1 + |/ + K(b - a))

3

a f je omezena.



Muzeme tedy pouzit Vétu 9.5.
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Muzeme tedy pouzit Vétu 9.5. Necht ¢ > 0. Podle (ii)
nalezneme pfislusné 0 > 0. Necht D = {x;}7, je
libovolné déleni [a, b] splfujici v(D) < 6.



Muzeme tedy pouzit Vétu 9.5. Necht ¢ > 0. Podle (ii)
nalezneme pfislusné 0 > 0. Necht D = {x;}7, je
libovolné déleni [a, b] spliujici v(D) < ¢. Pro kazdé
i€{1,...,n} nalezneme t; € [x;_1, xj] takové, Ze

sup f < f(t)+e.

[xi—1,xi]



Pak mame

§(f, D) = i sup f-(X,'—X,'_1)

i=1 [xi—1,X]



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [Xi—1.,xi] i=1



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [Xi—1.,xi] i=1

n

=Y f(t)(xi — Xi-1) +e(b— a)

i=1



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [Xi—1.,xi] i=1

n

= f(t)(X— Xi1) +e(b—a) < [+c+e(b—a).

i=1



Pak mame

n n
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Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [xi—1,X] i=1

—th, —Xi_1)+e(b—a) < I+e+e(b—a).
Obdobné odvodime
S(f,D) > 1—¢c—¢(b—a).
Tedy dostavame

S(f,D) — S(f,D) < 2(1 + b — a)e.



Pak mame

n n

S(f,D)=>" sup f-(x—Xi_1) <Y _(f(t)+e)(x — Xi—1)

i=1 [xi—1,X] i=1

_th, —Xi_1)+e(b—a)<I+e+e(b-a)
Obdobné odvodime
S(f,D) > 1—¢c—¢(b—a).
Tedy dostavame
S(f,D) — S(f,D) < 2(1 4+ b — a)e.

Tedy f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O



Poznamka
Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).

Tedy [Pf(x)dx < I.



Poznamka

Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+e(1+b— a).

Tedy

/bf(x)dx <S(f,D)<I+(1+b- a).

Tedy [°f(x)dx < I. Obdobné odvodime [°f(x)dx > I,



Poznamka
Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x) dx spInéna podminka (ii).
Plati-li (ii), mame z dukazu implikace (ii) = (i), ze pro
kladné ¢ existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni
D intervalu [a, b] splnujici v(D) < ¢ plati

S(f,D) < I+¢(1+b— a).

Tedy
/f S(f.D) < |+=(1 + b a).

Tedy [°f(x)dx < I. Obdobné odvodime [°f(x)dx > I, a
tedy / = [ f(x)dx



Poznamka

Podminka (ii) Véty 9.16 je puvodni Riemannovou definici
Riemannova integralu. Nas vyklad sledoval alternativni
pristup, ktery nalezi Darbouxovi.



19. prednaska, 24.4.2020



9.2 Newtonuyv integral



Necht a, b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b).

DA



Definice

Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f ma na intervalu
(a, b) Newtonuv integral,



Definice

Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f méa na intervalu
(a, b) Newtonuv integral, pfipadné ze Newtondyv integral
z funkce f na intervalu (a, b) existuje, jestlize

e f mana (a, b) primitivni funkci F,



Definice

Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f ma na intervalu
(a, b) Newtonuv integral, pfipadné ze Newtondyv integral
z funkce f na intervalu (a, b) existuje, jestlize
e f mana (a, b) primitivni funkci F,
e existuji limity limy_,4, F(x) a limy_p_F(x) (nikoli nutné
vlastni),



Definice

Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na
intervalu (a, b). Rekneme, Ze funkce f ma na intervalu
(a, b) Newtonuv integral, pfipadné ze Newtondyv integral
z funkce f na intervalu (a, b) existuje, jestlize
e f mana (a, b) primitivni funkci F,
e existuji limity limy_,4, F(x) a limy_p_F(x) (nikoli nutné
vlastni),
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek
mnoziny R*.



Definice
Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

lim F(x)— lim F(x).

X—b_ X—at



Definice

Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

lim F(x)— lim F(x).

X—b_ X—at

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem fab f(x) dx.



Definice
Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

lim F(x)— lim F(x).

X—b_ X—at

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem fab f(x) dx. Pokud
a > b, polozime [2 f(x)dx = — [ f(x) dx.



Definice

Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

Xl—i)n;_ F(X) B Xli}rTEI]Jr F(X)
Tuto hodnotu pak znac¢ime symbolem fab f(x)dx. Pokud
a > b, polozime [ f(x)dx = — [ f(x) dx. Jestlize

f: f(x) dx € R, pak fikame, ze Newtonuv integral z
funkce f na intervalu (a, b) konverguje,



Definice

Hodnotou Newtonova integrélu z funkce f na intervalu
(a, b) nazyvame prvek mnoziny R* ureny vyrazem

Tuto hodnotu pak znac¢ime symbolem fab f(x)dx. Pokud
a > b, polozime [ f(x)dx = — [ f(x) dx. Jestlize

f: f(x) dx € R, pak fikame, ze Newtonuv integral z
funkce f na intervalu (a, b) konverguje, v opacném
pfipadé fikame, Ze diverguje.



Oznaceni

Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a
Riemannovym integralem z funkce f na intervalu s
krajnimi body a a b, kde a, b € R, a < b, budeme pouzivat
oznaceni

(N)/abf(x)dx a (R)/abf(x)dx.



(a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité
primitivni funkci.



(a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité
primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana
na intervalu (a, b). Pak nastava prave jedna z
nasledujicich moznosti:

b existuje {a je roven realnému Cislu, tedy konv
N/ f(x)dx
(N) j (x)



(a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité
primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana
na intervalu (a, b). Pak nastava prave jedna z
nasledujicich moznosti:

b ... ]ajeroven realnému Cislu, tedy kon\
existuje i .

(N)/ f(x)dx a je roven oo nebo —oo, tedy divergt
a



(a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité
primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana
na intervalu (a, b). Pak nastava prave jedna z
nasledujicich moznosti:

b existuie 4 2 je roven realnému Cislu, tedy konv
(N)/ f(x)dx : a je roven oo nebo —oo, tedy divergt
? neexistuje.



(a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité
primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana
na intervalu (a, b). Pak nastava prave jedna z
nasledujicich moznosti:

b existuie 4 2 je roven realnému Cislu, tedy konv
(N)/ f(x)dx : a je roven oo nebo —oo, tedy divergt
? neexistuje.



Oznaceni

Necht a, b € R*, a < b. Mnozinu vSech realnych, které
maji na intervalu (&, b) konvergentni Newtonuv integral,
znaCime symbolem N (a, b).



Oznaceni

Necht a, b € R*, a < b. Mnozinu vSech realnych, které
maji na intervalu (&, b) konvergentni Newtonuv integral,
znaCime symbolem N (a, b).

Necht funkce F je definovana na (a, b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity lim,_, .. F(x) a
|imxﬁb, F(X)



Oznaceni

Necht a, b € R*, a < b. Mnozinu vSech realnych, které
maji na intervalu (&, b) konvergentni Newtonuv integral,
znaCime symbolem N (a, b).

Necht funkce F je definovana na (a, b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity lim,_, .. F(x) a
limyx—p— F(x). Potom budeme znacit

F(a+) = limy_a+ F(Xx), F(b—) = limxp- F(x) a

[F]2 = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl.



V zavislosti na parametru « € R spoctéte (N) fo1 x> dx.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Plati

V zavislosti na parametru « € R spoctéte (N) f01 x> dx.

(N)/O1 x*dx

DA



Priklad

V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) f01 x*dx.
Plati

[#XQHF =1 aec(~1,0),

(N)/O1 x“dx =



Priklad

V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) f01 x*dx.
Plati

1
[ex g = o a€(=1,00),

1
(N>/ xtdx = ¢ [FgxtT]y =00, a e (~o0,-1),
0

a+1



Priklad

V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) f01 x*dx.

Plati



V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) [~ x* dx.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Priklad
V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) [;° x> dx.

Plati

[QLHXO‘“]:O =00, «a€(—1,00),

(N)/100x°‘dx:



Priklad

V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) [;° x> dx.
Plati

[QLHXO‘“]:O =00, «a€(—1,00),

(N)/Ooxo‘dx: [oxot]T ==L o€ (—o00,—1),

a+1 1 a+1?



Priklad

V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) [;° x> dx.

Plati
) [QLHXO“H]:O 0, (ORS (—1700),
(N)/1 x*dx = [O%HXQ“L = %, a € (—oo,—1),



Poznamka
;

(a) Z predchoziho pfikladu vidime, ze funkce f(x) = 7 je
na intervalu (0, 1) newtonovsky integrovatelna, ale neni
na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovatelna, nebot na (0, 1) neni
omezena.



Poznamka
;

(a) Z predchoziho pfikladu vidime, ze funkce f(x) = 7 je
na intervalu (0, 1) newtonovsky integrovatelna, ale neni
na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovatelna, nebot na (0, 1) neni
omezena.

(b) Funkce f(x) = sgn x je intervalu [—1, 1] monoténni, a
tedy také riemannovsky integrovatelna, neni vsak na
(—1, 1) newtonovsky integrovatelnd, protoze na (—1,1)
nema f primitivni funkci.



Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].

DA



Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f € N(a, b).

DA



Véta 9.17 (linearita Newtonova integralu)

Necht a,b € R*, a < b, a o € R Newtonuv integral funkci
f, g existuje na (a, b). Pak

[+ gonax= [ acs [ o) ox

pokud je vyraz napravo definovan.



Véta 9.17 (linearita Newtonova integralu)

Necht a,b € R*, a < b, a o € R Newtonuv integral funkci
f, g existuje na (a, b). Pak

[+ gonax= [ acs [ o) ox

pokud je vyraz napravo definovan. Dale plati

/abaf(x) ax = a/ab f(x) dx,

pokud je vyraz napravo definovan.



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b).

DA



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + GJ2 = [F]5 + [G]%.



Dukaz Véty 9.17
Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni

funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

b
[ 700+ gx) e



Dukaz Véty 9.17
Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni

funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

[ 600+ gy ax =17+



Dukaz Véty 9.17
Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni

funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(x) +9g(x)dx = [F + GI3 = [F]3 + [Cl3



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(x) +9g(x)dx = [F + GI3 = [F]3 + [Cl3

= /ab f(x)dx + /abg(x)dx.



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(x) +9g(x)dx = [F + GI3 = [F]3 + [Cl3

b b
:/ f(x)dx+/ ag(x)dx.
Obdobné odvodime

/:ozf(x) dx



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(X) +9(x))dx = [F + Gl = [FI5+[G]3
= /bf(x)dx+/bg(x)dx.
Obdobné odvodime

b
/ af(x) dx = [aF]2



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(X) +9(x))dx = [F + Gl = [FI5+[G]3
= /bf(x)dx+/bg(x)dx.
Obdobné odvodime

/baf(x) dx = [aF]t = a[F2



Dukaz Véty 9.17

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni
funkce ke g na (a, b). Pak je F + G primitivnik f+ g a
diky aritmetice limit mame [F + G5 = [F]% + [G]5. Tedy

/b(f(x) +9g(x)dx = [F + GI3 = [F]3 + [Cl3

b b
:/ f(x)dx+/ ag(x)dx.
Obdobné odvodime

b b
/ af(x) dx = [aF]2 = a[F]2 = a/ F(x) dx,

pokud je vyraz a[F]? definovan. O



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b).



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b). Necht plati f(x) < g(x) pro kazde
x €(ab).



Véta 9.18 (Newtonlv integral a usporadani)

Necht a, b € R*, a < b, a Newtonuv integral funkci f, g
existuje na (a, b). Necht plati f(x) < g(x) pro kaZde

x € (a,b). Pak
/b f(x)dx < /b g(x) dx.



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b)



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a,b).



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G-F)Y(x)=9(x) —f(x) 20, xe(ab)



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G-F)Y(x)=9(x) —f(x) 20, xe(ab)
atedy G — F je neklesajici na (a, b).



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G-F)Y(x)=9(x) —f(x) 20, xe(ab)

atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto

b
/a (9(x) — £(x)) dx



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G-F)Y(x)=9(x) —f(x) 20, xe(ab)

atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto

/ (g0 — F(x)) dx = [G— F2 > 0.



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G- F)Y(x)=9(x) - f(x) 20, x¢€(ab),
atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto

/ (g0 — F(x)) dx = [G— F2 > 0.

Tedy dle Véty 9.17 mame

/ " g dx



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.
Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je
primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
na (a, b). Pak plati

(G- F)(x)=9(x) - f(x) =0, xe(ab),

atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto

/ (g0 — F(x)) dx = [G— F2 > 0.

Tedy dle Véty 9.17 mame

b b b
/g(x)dx:/ f(x)dx+/ (g(x)—f(x))dx



Dukaz Véty 9.18

Pokud fab f(x)dx = —oo, pak zfejmé nerovnost plati.

Pfedpokladejme tedy, ze [ f(x)dx > —oc. Necht F je

primitivni funkce k f na (a, b) a G je primitivni funkce ke g
a(a, b). Pak plati

(G- F)(x)=9(x)—f(x) =0, x€(ab)
atedy G — F je neklesajici na (a, b). Proto
[(ot0 ~ 1pax =16 Az =0

Tedy dle Véty 9.17 mame

/abg(x)dx:/ab f(x )dx+/ (g(x) dx>/ f(x



20. prednaska, 28.4.2020



Véta 9.19 (aditivita Newtonova integralu)

Necht a,b,c e R*,a< c < b.



Véta 9.19 (aditivita Newtonova integralu)

Necht a,b,c e R*,a< c < b.

(a) Jestlize existuje Newtonuv integral funkce f na
intervalu (a, b), potom existuji integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a plati

/a " f0x) dx = /a " fx) dx + /C o (@)



Véta 9.19 (aditivita Newtonova integralu)

Necht a,b,c e R*,a< c < b.

(a) Jestlize existuje Newtonuv integral funkce f na
intervalu (a, b), potom existuji integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a plati

/a " f0x) dx = /a " fx) dx + /C o (@)

(b) Jestlize existuji Newtonovy integraly funkce f na
intervalech (a, c) a (c, b) a f je spojita v c, pak
plati (2), pokud ma prava strana smysl.



(a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b).

DA



(a) Necht' F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b). Pak
je F primitivni k f i na intervalech (a, c) a (c, b).

DA



Dukaz Véty 9.19

(a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b). Pak
je F primitivni k f i na intervalech (a, ¢) a (c, b). Navic méa
funkce F v bodé c, jakozto spoijité funkce na (a, b), vlastni
jednostranné limity.



Dukaz Véty 9.19

(a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b). Pak
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Dale plati [, f(t)dt = F(x) — F(c — &) pro kazdé
x € (c —4,c), nebot F je spojitd na (a, c).
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Poznamka

Necht a,b € R*, a < b, F a G jsou funkce definované na
(a, b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné
limity F(a+), F(b—), G(a+) a G(b-).
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(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce

(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o .



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce
(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o p. Mame

lim o(f)=a, lim p(t)=>b

t—p_ t—ay



Predpokladejme, Ze existuje fab f(x)dx. Potom ma f na
(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—) a F(a+). Z
véty o derivaci slozené funkce plyne, Ze také funkce
(f o p)(—¢') ma naintervalu («, 5) primitivni funkci, a to
funkci —F o p. Mame

lim o(f)=a, lim p(t)=>b

t—p_ t—ay

lim F(p(t) = lim F(x), lim F(e(t) = lim F(x).

t—ay X—b_ t—6_— X—ay



Odtud dostavame

/ Fo(1)|(1)] dit



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f



Odtud dostavame
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Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f Vdt = [-F o g]?

— lim F(x)+ lim F(x)

X—ay X—b_



Odtud dostavame

/f N (t |dt_/f Vdt = [-F o g]?

— lim F(x)+ lim F(x):/bf(x)dx.

X—ay X—b_



Nyni predpokladejme, Ze existuje integral

J7 (e (t))¢' (1) dt.



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(foso)lwl —(fop)¢



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f.



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ¢ '(x)

X—ay



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ©~'(x) =8, lim ¢ (x)

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim ¢ '(x) = 53, I|m 0 (X)) = a,

X—ay —b_
a tedy
lim G(e~'(x)) = lim G(t),

X—at t—6—



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o ' (x) =4, lim ¢ '(x) =aq,

X—ay X—b_
a tedy
lim G(e~'(x)) = lim G(t), lim G(¢ '(x))

X—ay t—p- X—b_



Nyni predpokladejme Ze existuje integral
fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(fop)¢'. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o ' (x) =4, lim ¢ '(x) =aq,

X—ay X—b_
a tedy
lim G(e ' (x)) = lim G(), lim G(¢ '(x)) = lim G(t).

X—at t—p- X—b_ t—ay



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

/ab f(x)dx



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

/bf(X)dX: [-Go ]’



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

b B
| fodx=-Goult= [ fe)l (o)t



Nyni predpokladejme Ze existuje integral

fﬂ '(t)|dt. OznaCme G primitivni funkci k
(fo (p)|gp | —(f o p)¢’. Zdruhé véty o substituci pak
plyne, Ze —Go o~ je primitivni funkce k f. Plati

lim o~ (x) =4, lim o7 (x) =0,

X—ay —b_
a tedy
. ,1 o .
Jim G(e () = fim G().  Jim G(e"(x) = lim G(t)
Odtud mame

b B
| fodx=-Goult= [ fe)l (o)t



Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro
funkce)

Necht a € R*, 6y > 0, a funkce F je definovana alespori
na P(a, do).
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tehdy, kdyz je splnéna nasledujici

(tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:



Véta 9.23 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro
funkce)

Necht a € R*, 6y > 0, a funkce F je definovana alespori
na P(a, do). Potom existuje viastni limy_., F(x) prave
tehdy, kdyz je splnéna nasledujici

(tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:

Ve>0390>0Vx,y € P(a,d): |[F(x)— F(y)| <e.



Q>



= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
AcR.

DA



= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht ¢ > 0 je dano.

DA



Dukaz Véty 9.23

= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht £ > 0 je dano. K nému nalezneme § € R
kladné, ze

Vx € P(a,d): |[F(x)—A| <e.



Dukaz Véty 9.23

= Predpokladejme nejprve, ze limy ,, F(x) = Aa
A € R. Necht £ > 0 je dano. K nému nalezneme § € R
kladné, ze
Vx € P(a,d): |[F(x)—A| <e.
Pak pro kazdou dvojici x, y € P(a, ) mame

IF(x) = F)| < |F(X) — Al + A= F(y)| <e+¢e=2e.



Q>



< Necht plati podminka véty.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, d).



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné
0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné

0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou. K §
nalezneme ny € N takove, Zze pro n € N, n > ny, plati
|x, — al < 0.



< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F
definovand na prstencovém okoli P(a, dp). Je-li {x,}
posloupnost obsazena v P(a, éy) takova, Ze lim x, = a,
splnuje posloupnost { F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Zvolime-li totiz ¢ € R, ¢ > 0, necht kladné

0 € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou podminkou. K §
nalezneme ny € N takove, Zze pro n € N, n > ny, plati
|x, — al < 0. Pakpron,me N, n,m> ng, plati

|F(xn) — F(xm)| < e.



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A =lim F(xp).



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A = lim F(x,). Pak limy_,, F(x) = A. Vezméme totiz
libovolnou posloupnost {y,} v P(a, ) konvergujici k a.



Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme
A = lim F(x,). Pak limy_,, F(x) = A. Vezméme totiz
libovolnou posloupnost {y,} v P(a, ) konvergujici k a.
Necht e € R, e > 0. Knému nalezneme € R, 5 >0z
Bolzanovy—Cauchyovy podminky. Necht n; € N je takové,
ze

Vne N,n> ny: Xy, yn € P(a,0).



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
\F(¥n) = Al < [F(Vn) — F(Xa)| + |F(Xn) — Al < e+ ¢e = 2.

Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A.



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
F(Yn) = Al < [F(yn) — F(ta)| + |F(x0) — Al < &+ = 2¢.

Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A. O



Najdeme jesté n, € N takové, ze
VvneN.n>ny: |F(xp) — Al <e.
Pak pro pfirozené Cislo n > max{ny, n.} plati
[F(yn) = Al < [F(¥n) = F(Xn)l + [F(Xn) — Al <e+e=2e.
Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A. O

Poznamka
Tvrzeni Véty 9.23 plati obdobné i pro jednostranné limity.



(a,b). Potom f € N'(a,b).

Necht a,b € R, a < b, a f je omezena spojita funkce na

DA



Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F.

DA



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni.
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Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

[F(y)=F()]



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

/Xy f(t) dt‘

IF)=F()I =




Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

dt‘</ I£(1)| dt

IF)=F()I =




Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

/y f(t)dt‘ < /y|f(t)ydt < Kly—x|



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘g/ £(£)|dt < K|y—x| < K&



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): [f(x)| < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.



Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.
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Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
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Dukaz Véty 9.24

Funkce f ma na (a, b) primitivni funkci F. UkdZeme za
pomoci Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze
limity F v krajnich bodech existuji vlastni. Necht K € R je
kladné takoveé, ze

Vx € (a,b): |[f(x)] < K.

Zvolme ¢ > 0 a polozme ¢ = min{;, b — a}. Pak pro
X,y € (a,a+9d), x <y,plati

IF)=F()I =

y y
/ f(t)dt‘ g/ (1) dt < K|y—x| < Kb < e.

Tedy lim,_,,, F(x) existuje vlastni dle Véty 9.23.
Existence vlastni limity v b zleva se dokaze obdobné.
L]



Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.
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Poznamka

Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.
Napftiklad funkce f(x) =1, x € (0, 00), je spojita a
omezend na (0, o), ale f ¢ N (0, ).



Poznamka

Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 9.24 neplati.
Napftiklad funkce f(x) =1, x € (0, 00), je spojita a
omezena na (0, 00), ale f ¢ N(0,00). Funkce

f(x) = arctg(x), x € R, je na intervalu R take spojita a
omezena, integral [~ f(x)dx v8ak dokonce ani
neexistuje.



Véta 9.25 (vztah Riemannova a Newtonova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f ma Riemannuv integral na
[a, b] a Newfonuv integral na (a, b). Potom

(R) /bf(x) dx = (N) /bf(x) dx.



Zvolme € > 0.

(O AEr A= o«

it
v

Q>



Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b],

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovskeé integrovatelnosti 6 > 0 takové, ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovské integrovatelnosti o > 0 takové, Ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati

|th/ X11 /f dX’<£



Dukaz Véty 9.25

Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce f je riemannovsky
integrovatelna na [a, b], nalezneme podle charakterisace
riemannovskeé integrovatelnosti 6 > 0 takové, ze pro
libovoIné déleni D = {x;}_, 0 normé mensi nez ¢ a
libovolnou volbu bodu f; € [x;_1, x], i =1,..., nplati

|th/ X11 /f dX’<£

Vezméme déleni D = {x;}!_, 0 normé mensi nez 6.



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme

F(x), x € (ab)



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme

F(x), x € (ab)
H(x) = < limy,p F(x), x=b
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Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
na [a, b).



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
na [a, b]. Navic H' = f na (a, b).



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
na [a, b]. Navic H' = fna (a,b). Prokazdé iec {1,...,n}
pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni bodu

ti € (Xi_1, X;), ktery spliuje



Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Definujme
H(x) = < limy,p F(x), x=b

PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
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PovS§imnéme si, Ze H je dobre definovana spojita funkce
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Disledek 9.26

Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a, b].
Potom f € R(a,b) N N(a,b) a

(R) /abf(x) dx = (N) /ab f(x) dix.
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Nechtac R,bc R*aa<b.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Véta 9.28 (srovnavaci kritérium)

Necht ac R, b € R* aa < b. Necht funkce

f,g: [a, b) — R spliuji0 < f(x) < g(x) pro kazdé
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Necht a € R, b € R* a a < b. Necht funkce

f,g: [a, b) — R spliuji0 < f(x) < g(x) pro kazdé
x € [a, b). Necht déle je f spojita na [a, b) a plati
g € N(a,b). Potom f € N(a,b).
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Poznamka

Tvrzeni Véty 9.28 plati s prisluSnymi Gpravami i pro
intervaly typu (a, b]. Pfesnéji, jestlize a € R*, b € R,

a < b, funkce f,g: (a, b] — R splnuji 0 < f(x) < g(x) pro
kazdé x € (a, b), f je spojita na (a, b] a plati g € N (a, b),
potom také f € N (a, b).



Dokazte, Ze [, s dx konverguje.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Funkce XJﬁ je spojité na intervalu [0, 1],

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Funkce -

paxe]

je spojité na intervalu [0, 1], a tedy
konverguje f01 g dx.

DA



Funkce 5

je sponta na intervalu [0, 1] a tedy
konverguje fo w5 dx. Déle plati 0 <

X4+1 < L naft1,00).

DA



Funkce —'~ — Ie sponta na intervalu [0, 1] a tedy

konverguje fo w5 dx. Déle plati 0 <
Protoze x=* € N(1, c0),

X4+1 < L naft1,00).

DA



Funkce X41+1 je spojité na intervalu [0, 1] a tedy
konverguje [ -~ dx. Déle plati 0 < 1+ < & na [1,0).
Protoze x~* e N(1,0), je podle Véty 9.28 i

e N(1,0).

x4+1



Funkce X41+1 je spojité na intervalu [0, 1] a tedy
konverguje [ -~ dx. Déle plati 0 < 1+ < & na [1,0).
Protoze x4 e N(1,00), je podle Vety 9.28 i

€ N(1,). Pak dostavame € N(0, o).

x4+1 4+1
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Véta 9.29 (limitni srovnavaci kritérium)

Necht ac R, b€ R*, a< b, f, g jsou spojité nezaporné
funkce na [a, b). Jestlize lim,_, 1) € (0,00), pak
f € N(a, b) prave tehdy, kdyZz g € N'(a, b).



Oznatme ¢ = ||mx_>b

g((x) a necht f € N(a, b).

(O AT =

<

Q>



Oznacme ¢ = limy_,p_

1% anecht fe
Nalezneme x; € (a, b) takové, Ze

(a b).

VXE[X(), ) %Z

EC

DA
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Pokud ¢ = 0, pak plati implikace
geN(ab)=feN(ab).

DA



Poznamka

Pokud ¢ = 0, pak plati implikace

g€ N(a,b) = f € N(a, b). Pokud ¢ = o, pak plati
implikace f € N (a,b) = g € N (a, b).



Dokazte, ze f1°° %

dx konverguije.

(O @ <=>

<
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Polozme pro x € [1, )

f(X):\/)7+—\/m

X3+X2 )
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-3
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Polozme pro x € [1, o)

f(X) — M

Fixe 0 9%

_5
= X 2.
Obé funkce jsou spojité nezéporné funkce na [1, ) a
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im fX)
x=00 g(X)

DA



Polozme pro x € [1, o)

f(X) — M

Fixe 0 9%

_5
2

=X 2.
Obé funkce jsou spojité nezéporné funkce na [1, ) a
plati
VXAVXFT
lim ) _ lim —E¢
X—00 g(X) X—00 X2

DA



Reseni
Polozme pro x € [1, 00)

VX VX T

5
X) =X 2,
Bl g(x)

f(x)

Obé funkce jsou spojité nezéporné funkce na [1, ) a
plati

£(x) AR
lim ——% = lim X
X—00 g(X) X—00 X2

VX(VX+VXx+1)

= |im
X—00 X—|—1




Reseni
Polozme pro x € [1, 00)

VX VX T

5
X) =X 2,
Bl g(x)

f(x)

Obé funkce jsou spojité nezéporné funkce na [1, ) a
plati

£(x) AR
lim ——% = lim X
X—00 g(X) X—00 X2

VX(VX+VXx+1)

=2

= |im
X—00 X—|—1




Reseni
Polozme pro x € [1, 00)

VX VX T

5
X) =X 2,
Bl g(x)

f(x)
Obé funkce jsou spojité nezéporné funkce na [1, ) a
plati

. . 31 X2
lim ——% = lim X
X—r00 g(X) X—r00 X2

_ o VXWX VX
_x|—>n;o X+ 1

Podle Véty 9.29 dostavame f € N (1, 00), nebot jiz vime,
ze g e N(1,00).

=2




Lemma 9.30

Necht a,b € R, a < b, f je spojita funkce na [a, b] a
g: [a, b] — R je nerostouci, nezaporna a spojita.



Lemma 9.30

Necht a,b € R, a < b, f je spojita funkce na [a, b] a
g: [a, b] — R je nerostouci, nezaporna a spojita. Potom

g(a) inf /f dt</f f)dt <g(a sup/f at.
x€|a,b] x€|a,b]



Lemma 9.30

Necht a,b € R, a < b, f je spojita funkce na [a, b] a
g: [a, b] — R je nerostouci, nezaporna a spojita. Potom

g(a) inf /f dt</f f)dt <g(a sup/f at.
x€|a,b] x€|a,b]

Specialné plati
X
/ f(t) dt' :
a

/ () dt] < g(a) sup

x€|a,b]




DokaZzme nejprve druhou nerovnost.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme ¢ > 0.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Lemmatu 9.30

Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme ¢ > 0. Diky
stejnomeérné spoijitosti funkci f a fg existuje 6 > 0 takové,
Ze plati



Dukaz Lemmatu 9.30

Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme ¢ > 0. Diky
stejnomeérné spoijitosti funkci f a fg existuje 6 > 0 takové,
Ze plati

Vx,y €lab]: |x—y|<d=

(If()9(x) = f)gW)l <€) A (If(x) = f(¥)l <e).



Oznacme

F(x) = /a f(tydt, x < [a b,



Oznacme
F(x):/ f(tydt, x € [ab]
a

a zvolme déleni D = {x;}, s normou mensi nez 6.



Oznacme
F(x):/ f(tydt, x € [ab]
a

a zvolme déleni D = {x;}, s normou mensi nez ¢. Pak
mame pro kazdé i € {1,...,n}

YVt € [X,'_1,X,']Z f(t) > f(X,'_1) — &,



Oznacme
F(x):/ f(tydt, x € [ab]
a

a zvolme déleni D = {x;}, s normou mensi nez ¢. Pak
mame pro kazdé i € {1,...,n}

YVt € [X,'_1,X,']Z f(t) > f(X,'_1) — &,

a tedy

f(X,'_1)(X,' — X,'_1) — S(X,' — X,'_1) < /X/ f(t)dt

1



Obdobnou Uvahou dostavame

/ " H0a(1) At < f(xi1) g0 1) (X — K1)+ 2 — xi)



Obdobnou Uvahou dostavame

/ " H0a(1) At < f(xi1) g0 1) (X — K1)+ 2 — xi)

< g(x_1) ( / Ky dt+ =(x— x,~_1)> (X — X 1)



Obdobnou Uvahou dostavame

/ " H0a(1) At < f(xi1) g0 1) (X — K1)+ 2 — xi)

< g(x_1) ( / Ky dt+ =(x— x,~_1)> (X — X 1)

< g(X,'_1)/Xi f(t)dt + (g(a) + 1)€(X/ — X,'_1).



Obdobnou Uvahou dostavame

/ " H0a(1) At < f(xi1) g0 1) (X — K1)+ 2 — xi)

< g(x_1) ( / Ky dt+ =(x— x,~_1)> (X — X 1)

< g(X,'_1)/Xi f(t)dt + (g(a) + 1)€(X/ — X,'_1).

Oznacme
£=c¢(g(a)+1)(b—a).



Pak



Pak



Pak



Pak

_ngl'l

F(X, 1)) + &






—_

n—

= 3" FO0)(@(xi-1) — 900)) + Gxn-1) F(xp) + 2

i=1

< sup F(t) (i(g(x;o —g(x)) + g(xno) e

tela,b]



= 3" FO)(9(x-1) — 9(x)) + 9xn-1)Flxn) + &

< sup F(t) (i(g(x;o —g(x)) + g(xno) e

= g(a) S F(t) +e(9(a) +1)(b - a).

Jelikoz ¢ bylo libovolné, plyne odtud poZadovana
nerovnost.



= 3" FO)(9(x-1) — 9(x)) + 9xn-1)Flxn) + &

< sup F(t) (i(g(x;o —g(x)) + g(xno) e

=g(a) sup F(t)+<(g(a)+1)(b—a).
tefa,b]
Jelikoz ¢ bylo libovolné, plyne odtud poZadovana
nerovnost.
Prvni nerovnost Ize dokazat obdobné.



= 3" FO)(9(x-1) — 9(x)) + 9xn-1)Flxn) + &

< sup F(t) (i(g(x;o —g(x)) + g(xno) e

=g(a) sup F(t)+<(g(a)+1)(b—a).
tefa,b]
Jelikoz ¢ bylo libovolné, plyne odtud poZadovana
nerovnost.
Prvni nerovnost Ize dokazat obdobné.



22. prednaska, 12.5.2020



Véta 9.31 (prvni véta o stredni hodnoté)

Necht a,b € R a necht a < b. Necht f je spojita funkce
na(a, b], g je nezaporna na[a,b], g € N(a,b) a
fg € N(a, b). Potom existuje c € |a, b] takové, Ze

b b
/ F(x)g(x) dx = £(c) / 9(x) d.



Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna.



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].
Predpokladejme tedy, ze f: g(x)dx > 0.



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].
Pfedpokladejme tedy, Ze [ : g(x)dx > 0. Potom ze (3)
plati

b f(x)g(x)dx
b

m S fa S M
J; 9(x)dx



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].
Pfedpokladejme tedy, Ze [ : g(x)dx > 0. Potom ze (3)
plati

m < f: ftfx)g(x) dx M
J; 9(x)dx
ProtoZe f([a, b]) = [m, M|,



Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].
Pfedpokladejme tedy, Ze [ : g(x)dx > 0. Potom ze (3)
plati

m < f: f(x)g(x)dx <M
T fJgdx T
ProtoZe f([a, b]) = [m, M|, existuje ¢ € [a, b] splnujici
f(c) = fab f(x)g(x)dx
Jog(x)dx




Dukaz vety 9.31

Funkce f, jakozto funkce na [a, b] spojita, nabyva na ném
svého minima m a maxima M. Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (3)

Pokud fab g(x)dx =0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za
bod ¢ muZeme zvolit libovolny bod z [a, b].
Pfedpokladejme tedy, Ze [ : g(x)dx > 0. Potom ze (3)
plati

m < f: f(x)g(x)dx <M
T fJgdx T
ProtoZe f([a, b]) = [m, M|, existuje ¢ € [a, b] splnujici
f(c) = fab f(x)g(x)dx
Jog(x)dx




Véta 9.32 (druha véta o stredni hodnoté)

Necht a,b € R, a < b, f je spojita funkce na [a, b], g je
monotdnni a spojita na [a, b).



Véta 9.32 (druha véta o stredni hodnoté)
Necht a,b € R, a < b, f je spojita funkce na [a, b], g je

monotdnni a spojita na [a, b]. Potom existuje ¢ € [a, b]
takove, Ze

b @ b
/ £(x)g(x) dx = g(a) / £(x) dx + g(b) / F(x) dx. (4)



Predpokladejme opét, ze g je nezaporna a nerostouci.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Predpokladejme opét, ze g je nezaporna a nerostouci.
Nalezneme-li totiz bod ¢ pro funkci —g ¢i g + C,

DA



Dukaz Véty 9.32

Predpokladejme opét, ze g je nezdporna a nerostouci.
Nalezneme-li totiz bod ¢ pro funkci —g ¢i g + C, pak
takové c vyhovuje i (4).



Dukaz Véty 9.32

Predpokladejme opét, ze g je nezdporna a nerostouci.
Nalezneme-li totiz bod ¢ pro funkci —g ¢i g + C, pak
takové c vyhovuje i (4).

Definujme

y b
o) = g(a) / f(t)dt + g(b) /y f(dt. yelab)



Dukaz Véty 9.32

Predpokladejme opét, ze g je nezdporna a nerostouci.
Nalezneme-li totiz bod ¢ pro funkci —g ¢i g + C, pak
takové c vyhovuje i (4).

Definujme

y b
o) = g(a) / f(t)dt + g(b) /y f(dt. yelab)

Potom Ize funkci ¢ vyjadrit jako

y b
o(y) = (a(a)—g(b)) / f(t) dt+g(b) / f(Hydt, yelab]



Pak je funkce ¢ spojita na [a, b],



Pak je funkce ¢ spojita na [a, b], a tedy existuji body
Y1, Y2 € [a, b] takové, Ze

o(y1) = max o(y) a @(y2) = min o(y).
yelab] yelab]



Pak je funkce ¢ spojita na [a, b], a tedy existuji body
Y1, Y2 € [a, b] takové, Ze

o(y1) = max o(y) a @(y2) = min o(y).
yelab] yelab]

Uvazujme spoijitou nezdpornou nerostouci funkci

P(t) = 9g(t) —g(b), telabl.



Lemma 9.30 pak dava

/f dtg/fdt_/f



Lemma 9.30 pak dava

f(t)g(t)dt — g(b) bf(t)dt: bf(t)w(t)dt
o /a /a

) sup / f(s
te[ab



Lemma 9.30 pak dava

/f f)dt — g(b /f dt_/f
sup/f
te[a,b]

= (g(a) - g(b)) max / (s)ds.

tela,b] J4



Dostavame

b t b
| fthaet < (gla)-g(0) max | Hs)ds+a(b) [t

tela,b]



Dostavame

b t b
| fthaet < (gla)-g(0) max | Hs)ds+a(b) [t

tela,b] /4

_r?2>§1< /f )yds+g(b /()dt)



Dostavame

b t b
| fthaet < (gla)-g(0) max | Hs)ds+a(b) [t

tela,b] /4

_r?2>§1< /f )yds+g(b /()dt)

= (W)



Obdobné obdrzime z Lemmatu 9.30

b
/ f(1)9(t)dt > o(y).

Spojita funkce ¢ tedy musi v néjakém bodé ¢ <€ |a, b]
nabyvat hodnoty f: f(t)g(t)dt, a tedy

b c b
/ f(1)g(t)dt = o(c) = g(a) / f(t)dt + g(b) / f(t)dt.



Obdobné obdrzime z Lemmatu 9.30

b
/ f(1)9(t)dt > o(y).

Spojita funkce ¢ tedy musi v néjakém bodé ¢ <€ |a, b]
nabyvat hodnoty f: f(t)g(t)dt, a tedy

b c b
/ f(1)g(t)dt = o(c) = g(a) / f(t)dt + g(b) / f(t)dt.

]



23. prednaska, 14.5.2020



9.3 Aplikace urcitého integralu



Definice

Krivkou budeme rozumét spojité zobrazeni
o:[a,b] = R"(neN, abeR,a<b).



Definice

Krivkou budeme rozumét spojité zobrazeni

¢:[a,b] = R"(neN, a,b € R, a< b). Kfivkou tfidy C’
rozumime kFivku ¢ = (g1, ..., pn) takovou, ze | je spojité
nala,bl,i=1,...,n, pficemz v krajnich bodech [a, b]
symbol ¢(x) znaci pfisluSnou jednostrannou derivaci.



Necht ¢: [a, b] — R" je kfivka.

DA



Definice

Necht ¢: [a, b] — R” je kiivka. Délkou kFivky ¢
rozumime hodnotu

L(p) = sup{L(p, D); D je déleni intervalu [a, b]},
kde pro déleni D = {x;}/, intervalu [a, b] definujeme

k

L(p, D) = 3 vadalenost (p(x1), ().
j=1



Lemma 9.33

Nechta,bc R, a<b,neN, f=(fi,...,f): [a b] — R"
je krivka.



Lemma 9.33
Nechta,bc R, a<b,neN, f=(fi,...,f): [a b] — R"

je krivka. Potom plati
b b
[l< [,
a a

|




Lemma 9.33
Nechta,bc R, a<b,neN, f=(fi,...,f): [a b] — R"

je krivka. Potom plati
b b
[l< [,
a a

|
/abf:[/abf1,...,/abf,,]

n
Iyl =D y2
i=1

kde



Lemma 9.33
Nechta,bc R, a<b,neN, f=(fi,...,f): [a b] — R"

je krivka. Potom plati
b b
[l< [,
a a

|
IyIF= iy,?-

kde



Lemma 9.33
Nechta,bc R, a<b,neN, f=(fi,...,f): [a b] — R"

je krivka. Potom plati
b b
[l< [,
a a

|
/abf:[/abf1,...,/abf,,]

n
Iyl = | D> y2.
i=1

kde



Funkce t — ||f(t)| je spojita na [a, b], a proto fab Ilf(t)| dt
je konvergentni.

DA



Dukaz Lemmatu 9.33

Funkce t — ||f(t)|| je spojita na [a, b], a proto fab | f(?)| dt
je konvergentni. Polozme

y = [/abﬂ(t)dt,...,/abfn(t)dt].



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

Iyl? = Zy,



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
IE=S"y2=>"y / f(t)dt
i=1 i=1 a



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
n n b
IIE =Yy =Y v [ et
i=1 i=1 a

b
a

-/ (iyifi(t)) dt



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
Iyl =y = Zy,-/ f(t)dt
i=1 i=1 a

b
a

— / (12:: Yifi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <Iz:: fiz(t)> dt



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
Iyl =y = Zy,-/ f(t)dt
i=1 i=1 a

— /ab(iz:: y/fi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <I§:: fiz(t)> dt

b
= [ vl ar



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
Iyl =y = Zy,-/ f(t)dt
i=1 i=1 a

— /ab(iz:: y/fi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <I§:: fiz(t)> dt

b b
= ["wyiisonde =yl [ o)



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
IE=S"y2=>"y / f(t)dt
i=1 i=1 a

— /ab(iz:: y/fi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <Iz:: fiz(t)> dt

b b
- / Al dt = [yl / 1f(t)] at.

Pokud y = 0, pak dokazovana nerovnost zjevné plati.



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
IE=S"y2=>"y / f(t)dt
i=1 i=1 a

— /ab(iz:: y/fi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <Iz:: fiz(t)> dt

b b
—/a IIYHI|f(f)de—HYH/a I()1 dt.

Pokud y = 0, pak dokazovana nerovnost zjevné plati.
Pokud ||y|| > 0, pak prave provedeny vypocet opét dava
dokazovanou nerovnost.



Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
IE=S"y2=>"y / f(t)dt
i=1 i=1 a

— /ab(iz:: y/fi(t)> dt < /:J (IZ:: y?) <Iz:: fiz(t)> dt

b b
—/a IIYHI|f(f)de—HYH/a I()1 dt.

Pokud y = 0, pak dokazovana nerovnost zjevné plati.
Pokud ||y|| > 0, pak prave provedeny vypocet opét dava
dokazovanou nerovnost.



Véta 9.34

Necht o = (p1,...,n): [a,b] — R" je kfivka tridy C'. Pak
plati

b
L) = [ it 00+ + (o0 et



Méjme libovolné déleni D = {x;}/_, dano.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

k

j=1

D lle(x) = e(x-1)]

DA



v

Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

k

S ) - x,ou—Zu/ (t)dt|
j=1 i

DA



v

Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

Z le(x) =

J=1

=

- ou-Zu/l (@)

DA



Dukaz Véty 9.34

Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

> lieg) = ¢l = Z 1" v
j=1

Xj—1

i/ I(t)] dt



Dukaz Véty 9.34

Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

> lieg) = ¢l = Z 1" v
j=1

Xj—1

i/ (e Idt—/HsO )l dt



Dukaz Véty 9.34

Méjme libovolné déleni D = {x;}/", dano. Pak plati diky
Lemmatu 9.33

> lieg) = ¢l = Z 1" v
j=1

Xj—1

k X; b
sg / NG / I ()] dt.

Odtud plyne L(¢ <f |/ (1)]| dt.



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢ stejnomérné spojité na |a, b],



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati

Vs, t€[a bl.|s— t| <8 |pi(t) — i(s)| < %’



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(f) = @i(8)] NG

Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro t € [x;_+, ] plati



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [[¥' ()] + <.



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [/ ()] + <.
Dostavame tedy

/Xj ' (D)1 dt = e(x; = x3-1) < [l )0 = X-1)

G—1



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [/ ()] + <.
Dostavame tedy

/Xj ' (D)1 dt = e(x; = x3-1) < [l )0 = X-1)

o

[ o -0 o



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [/ ()] + <.
Dostavame tedy

/Xj ' (D)1 dt = e(x; = x3-1) < [l )0 = X-1)

G—1

[ o -0 o

.
/ gp’(t)dtH + ‘
Xj—1

<]

[ oo - st



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [/ ()] + <.
Dostavame tedy

/Xj ' (D)1 dt = e(x; = x3-1) < [l )0 = X-1)

j—1

[ o -0 o

Xj
/ gp’(t)dtH + ‘
Xj—1

< [ 09) = s g-0) |2 06— x-0).

<]

[ oo - st



Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ > 0.
Ponévadz jsou ¢/ stejnomérné spojité na [a, b], existuje
5 € R, >0, takové, ze pro kazdé i € {1,...,n} plati
£
Vs, te[a bl |s—t <d:|pi(t) — pi(S)] < —=.
a,b], |s — 1 |£i(t) — wi(s)| NG
Necht nyni D = {x;}/, je déleni [a, b] splfujici v(D) < 4.
Potom pro ¢ € [x;_1, x] plati [|'(t)]| < [/ ()] + <.
Dostavame tedy

/Xj ' (D)1 dt = e(x; = x3-1) < [l )0 = X-1)

G—1

[ o -0 o
[ e +] [ o9 - sone|

< [[et) = ex-1)

<]

+e(X = Xj-1)-



Dostavame tedy

/||go IIdT<ZII¢Xf o(1)l| + 2:(b— )



Dostavame tedy
/H@ IIdt<ZI|¢X/ (1) +22(b - a)

< L(y) + 2¢(b — a).

ProtoZe « bylo voleno libovolné, dostavame
Jo @' (B dt < L().



Dostavame tedy
/H@ IIdt<ZI|¢X/ (1) +22(b - a)

< L(y) + 2¢(b — a).

ProtoZe « bylo voleno libovolné, dostavame
Jo @' (B dt < L().



(@) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(y)

DA



(@) Je-li o(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /0277 /(= sin )2 + (cos )2 dit

=] F = = E DA



(@) Je-li o(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /0277 /(= sin )2 + (cos )2 dit

=] F = = E DA



(@) Je-li o(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /0277 /(= sin )2 + (cos )2 dit

=] F = = E DA



Priklad
(@) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /OZW V(= sint? + (cos )2 dt = /02W1dt




Priklad
(@) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /OZW V(= sint? + (cos )2 dt = /027r1dt:27r.



Priklad
(@) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

L(p) = /OZW V(= sint? + (cos )2 dt = /027r1dt:27r.

(b) Je-li f spojité diferencovatelna funkce na [a, b], pak
parametrizace jejiho grafu pomoci ¢(t) = [t, f(t)],
t € [a, b], dava, Ze délka grafu funkce f je rovna

12T+ (F(D)2dt.



Véta 9.35 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
abeR a<b.



Véta 9.35 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z] € R% x € [a,b], Vy?+ 2% < f(x)}.



Véta 9.35 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z2] €R% x€lab], Vy?+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem(T) = = / F(x)2 dx.



Véta 9.35 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu [a, b],
a,be R, a< b. Oznacme

T={[x,y,z2] €R% x€lab], Vy?+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem(T) = = / F(x)2 dx.

Je-li navic ' spojita na [a, b], pak

b
Povrch plasté (T) = 2x / FOON /A + (F(x))2 dx.
a



Véta 9.36 (integralni kritérium)

Necht f je nezaporna nerostouci spojita funkce na

[no, o0), kde ny € N. Necht pro posloupnost {a,} plati
a, = f(n), n> ny. Pak > ", a, konverguje prave tehdy,
kdyz [° f(x) dx konverguje.



Q>



Uvazujme ny € N, ny > n,

(O AEr A= o«

it
v

Q>



Uvazujme ny € N, ny > ny, a déleni D = {j}j”ln0 intervalu
[no, n1].

4«0 «F>r « =) 4

DA



Uvazujme ny € N, ny > ny, a déleni D = {j}j”ln0 intervalu
[Mo, n1]. Funkce f je nerostouci,

«O» «FHr «=>»

<

DA



Uvazujme ny € N, ny > ny, a déleni D = {j}j”ln0 intervalu
[no, n1]. Funkce f je nerostouci, a tedy

ny—1
S(f,D) = an,+ - +an_1=>_ a,

i=ng

«O» «F»

DA



Dukaz Véty 9.36

Uvazujme ny € N, ny > np, a déleni D = {j}* intervalu
[no, n1]. Funkce f je nerostouci, a tedy

ny—1
S(f,D) = @n, + -+ an-1=Y_ a

i:no

mn
S(f,D) = @pys1 + -+ an, = Z a.

i:n0+1



Protoze je f spojita na [ng, n], plati

m
2 a

i:n0+1



Protoze je f spojita na [ng, n], plati

Z a = S(f, D) g(R)/mf(x)dx

i=ng+1



Protoze je f spojita na [ng, n], plati

Z a = S(f, D) g(R)/mf(x)dx

i=ng+1

— (N) / " ) dx



Protoze je f spojita na [ng, n], plati

i a = S(f, D) < ("?)/n1 f(x) dx

i:n0+1

= (N) /nn1 f(x)dx < S(f, D)



Protoze je f spojita na [ng, n], plati

i a = S(f, D) < ("?)/n1 f(x) dx

i:n0+1



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje.



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (no, 00),



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

/noo f(x)dx



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00

/oo F(x)dx = lim F(x) — F(ro)



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)

= Iim/ f(t)dt
X—00 no ()



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)

X n
_ Iim/ f(t)dt — Iim/ f(t)dt
X—00 no n—oo no



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)

X n n
= Iim/ f(t)dt = Iim/ f(tydt > lim > a
X—00 no n—oo no n—oo

i=ng+1



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)
= len;o /X f(t)dt = nlLITo]o /n f(t)dt > nILn;O z”: a

i=ng+1
[e.o]
= Z a;.
i=ng+1

Proto > °

i—no+1 @ konverguje,



Predpokladejme nyni, ze f x) dx konverguje. Pak je
funkce

F(x) :/nX f(t)dt, t € [no, o)

primitivni k f na (ng, oc), a tedy pro kazdé n; > np mame

X—00 X—00

/oo f(x)dx = lim F(x) — F(no) = lim F(x)
= len;o /X f(t)dt = nlLITo]o /n f(t)dt > nILn;O z”: a

i=ng+1
[e.o]
= Z a;.
i=ng+1

Proto > °

i—n,11 @ konverguije, a tedy i ) %, a; konverguije.



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

oo
2.4

i:no



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

) n—1

n
Za,- = nILrT;OZa,- > nILn;O /no f(t)dt



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame
n
Za, = nIer;OZa, > nILn;o/ f(t)dt
= Ny i= no

= lim F(x).

X—00



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

> a3y fim [ et

Ino Ino

= lim F(x).

X—00

ProtoZe je f nezapornd, je F neklesajici.



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

> a3y fim [ et

Ino Ino

= lim F(x).

X—00

ProtoZe je f nezapornd, je F neklesajici. Tedy limita F v
nekoneCnu existuje a je vlastni.



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

> a3y fim [ et

Ino Ino

= lim F(x).

X—00

ProtoZe je f nezapornd, je F neklesajici. Tedy limita F v
nekonecnu existuje a je vlastni. Tedy f,;’oo f(t)dt
konverguije.



Obraceng, jestlize >~ ;°, a; konverguje, pak mame

> a3y fim [ et

Ino Ino

= lim F(x).

X—00

ProtoZe je f nezapornd, je F neklesajici. Tedy limita F v
nekonecnu existuje a je vlastni. Tedy f,;’oo f(t)dt
konverguije.



Ukazte, Ze fada 3=, 7o

diverguije.

«Or «Fr =

<

DA



Polozme f(x) =

X|0gx: X € [2 Oo)

(O AT =

<

it
v

Q>



Polozme f(x) =

XIogX’

X € [2,00). Pak f je nezdporna
spojité a nerostouci na [2, oo).

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Polozme f(x) = Xlogx,

X € [2,00). Pak f je nezdporna
spojita a nerostouci na [2, o0). Protoze

/2 h f(x)dx

DA



Polozme f(x) = Xlogx,

X € [2,00). Pak f je nezdporna
spojita a nerostouci na [2, o0). Protoze

/f(x)dx—/I —dt

og 2 t

DA



Polozme f(x) = Xlogx,

X € [2,00). Pak f je nezdporna
spojita a nerostouci na [2, o0). Protoze

/:of(x)dx=/Oo 1

- n dt = [log t]i,2

DA



Reseni

PoloZzme f(x) = X € [2,00). Pak f je nezéporna

xlogx’

spojité a nerostouci na [2, o). Protoze

/ f(x)dx :/ 1dl‘ = [log t]pg2 = 0
2 log 2 ¢

[e.e]

anogn Zf

fada

diverguje.



Q>




Véta 9.37 (tvar zbytku v integralnim tvaru)

Necht ne N, a,x € R, a < x, a funkce f ma v kazdém
bodé intervalu [a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci.



Véta 9.37 (tvar zbytku v integralnim tvaru)

Necht ne N, a,x € R, a < x, a funkce f ma v kazdém
bodé intervalu [a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci. Pak

f(x) = Tp*(x)



Véta 9.37 (tvar zbytku v integralnim tvaru)

Necht ne N, a,x € R, a < x, a funkce f ma v kazdém
bodé intervalu [a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci. Pak

1

f(x) — Tha(x) = / me(”“)(t)(x— Hhdt.  (5)



Budeme postupovat matematickou indukci podle n € N.

DA



Budeme postupovat matematickou indukci podle n € N.
Pro n =0 mame

f(x) — T94(x) = f(x) — f(a) = /a ) f'(t)dt,

DA



Dukaz Véty 9.37

Budeme postupovat matematickou indukci podle n € N.
Pro n =0 mame

f(x) — T23(x) = f(x) — f(a) = / ) f(t)dt,

tedy vztah pro n = 0 plati.



Pfedpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € NU {0} a
dokazme ho pro n+ 1.



Pfedpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € NU {0} a
dokazme ho pro n+ 1. Méjme tedy (n + 2)-krat
diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, x].



Pfedpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € NU {0} a
dokazme ho pro n+ 1. Méjme tedy (n + 2)-krat
diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, x]. Pak je
funkce f(™)(t)(x — t)" spojita na [a, x],



Pfedpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € NU {0} a
dokazme ho pro n+ 1. Méjme tedy (n + 2)-krat
diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, x]. Pak je
funkce f("1)(1)(x — t)" spojita na [a, x|, a proto mizeme
pomoci per partes pocitat



X1
/a CEs AU R



/X 1 (n+2
T 1)!f J(t)(x — t)" ' dt

- +

- {(n +1)! AR UICD




/ax (n 1 1)! f(n+2)(t)(X . t)n—H dt

- +

- {(n +1)! AR UICD

—/X 10010+ 1)(x — )°(—1)dt

(n+1)!




/ L f2 (1) (x — )™ dt

(n+1)!
_ / (nl 0+ 10— 171

’
“(n+1)!

f(n+1)(a)(x_a)n+1_'_/ _f(n+1)(t)(x_t)ndt
a



/ax (n 1 1)!f(n+2)(t)(x_ t)n+1 dt

~ +

- {(n+ 1! FED (1) (x — t)n+1:|

_/X 1 fD (1) (n+ 1) (x — 1)"(—1) dt

(n+1)!

]
~(n+ 1)

f(n+1)(a)(X — g)™" +/ —f(n+1)(t)(x v
a

e AMC CEE RN OB



/ 1 g2 () (x — 1)1 dit

(n+ 1)
[ oo,
‘/ax (n+1 O CE UG
@ @ [ A e
_ _ﬁ rD(@)(x — &)™ + f(x) — TH3(x)

= f(x) = To2 ().



/ 1 g2 () (x — 1)1 dit

(n+ 1)
[ oo,
‘/ax (n+1 O CE UG
@ @ [ A e
_ _ﬁ rD(@)(x — &)™ + f(x) — TH3(x)

= f(x) = To2 ().
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10. Obycejné diferencialni rovnice






Volny pad bez odporu vzduchu:

ma

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

/

V=g

«0O0>» «F)>r « =

<

it
v

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

V=g
Volny pad s odporem vzduchu:

mv' = mg — bv

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

V=g
Volny pad s odporem vzduchu:

mv' = mg — bv

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

V=g
Volny pad s odporem vzduchu:

mv' = mg — bv

mv' = mg — bv?

DA



Volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

V=g
Volny pad s odporem vzduchu:

mv' = mg — bv

mv' = mg — bv?

DA



Malthustv populaéni model p’ = ap

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Malthustv populaéni model p’ = ap

|

DA



Logisticky populacni model p’ = ap — bp?

DA



Logisticky populacni model p’ = ap — bp?

20

DA



Q>



Trepka velka (paramecium caudatum)

DA



Trepka velka (paramecium caudatum)
prvoci — nalevnici — chudoblanni

DA



Biologie

Trepka velka (paramecium caudatum)
prvoci — nalevnici — chudoblanni
p' = ap — bp?,

a=2309, b= a/375



(O AEr A= o«

it
v

Q>



Qq .. .poptavka
Qs .. .nabidka

Q>



Qq .. .poptavka
Qs ... nabidka
P PR Cena

Q>



Qy . ..poptavka
Qs ...nabidka
P ...cena

Qu=a— P+ mP +nP"

DA



Qy ...poptavka

Qs ...nabidka

P ...cena

Qy = a— 3P+ mP + nP"
Qs = —7+ 6P+ uP + vP”

n}
8]
I'n

ul
it

DA



Qq .. .poptavka

Qs ...nabidka

P ...cena

Qy=a— BP+mP + nP’
Qs = —7+ 0P+ uP + vP"
Qd = Qs

n}
8]
I'n

ul
it

DA



Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(y(n)’y(n_1)7"'7y”7yI’y7X) :0?

kde F je realna funkce n+ 2 proménnych.

DA



Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(y(n)’y(n_1)7"'7y”7yI’y7X) :0?

kde F je realna funkce n+ 2 proménnych.

y" —y=sinx

DA



10.1 Zakladni pojmy

Definice
Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(y®™, y=9 . y" y' y x)=0,

kde F je realna funkce n + 2 proménnych.

y" —y=sinx

F(Z1,ZQ,Z3,Z4) =21 — 23 — sin Z4



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /,



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /, kterd ma v kazdém bodé intervalu /
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu /,



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /, kterd ma v kazdém bodé intervalu /
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu /, tj. pro kazdé x € [ plati

F™(x), y"D(x),....y"(x).y' (). y(x). x) = 0.



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /, kterd ma v kazdém bodé intervalu /
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu /, tj. pro kazdé x € [ plati

F™(x), y"D(x),....y"(x).y' (). y(x). x) = 0.

m Reseni y diferenciaini rovnice (1) je maximalni,



Definice

m Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /, kterd ma v kazdém bodé intervalu /
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu /, tj. pro kazdé x € [ plati

F™(x), y"D(x),....y"(x).y' (). y(x). x) = 0.

m Reseni y diferenciaini rovnice (1) je maximalni,
pokud neexistuje takové feSeni z, pro které D, G D,
a které se na D, shoduje s y.



m VSechna maximalni feseni.



m VSechna maximalni reseni.
m Existence a jednoznacnost feseni.



m VsSechna maximalni reseni.
m Existence a jednoznacnost feseni.
m Limitni chovani a stabilita reSeni.



10.2 Rovnice se separovanymi promeénnymi

Definice
Rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

y'=9(y) - h(x). ()



Metoda FeSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
definicnim oboru funkce h.



Metoda FeSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
definicnim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz
g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce
y(x) = c feSenim rovnice (2). Témto feSenim fikame
singularni nebo také stacionarni.



Metoda FeSeni pro spojité ga h

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
definicnim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz
g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce
y(x) = c feSenim rovnice (2). Témto feSenim fikame
singularni nebo také stacionarni.

3. Ur¢ime maximalni otevrené intervaly, na kterych je
funkce g nenulova.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati




4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati

Necht H je primitivni funkce k h na intervalu /a G je
primitivni funkce k funkci 1/g na J.



4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je spojitd a nenulova na J.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovana nékde v
intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y(x) takové
feSeni, pak pro néj plati

Necht H je primitivni funkce k h na intervalu /a G je
primitivni funkce k funkci 1/g na J. Existuje konstanta
¢ € R takova, Ze plati

Gly(x)) = H(x) + ¢

na definiCnim oboru feSeni y, ktery nalezneme v
nasledujicim kroku.



Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢),

definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).



Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢),

definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme

y'(x)



Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢),

definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme

y'(x) = (G7')(H(x)+c) H'(x)



Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢), (3)
definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme
1

yI(X) = (Gi‘l)/(H(X)_'—C)'HI(X) = G,(G_1(H(X) + C)) h(X)




Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢), (3)
definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme
1

yI(X) = (Gi‘l)/(H(X)_'—C)'HI(X) = G,(G_1(H(X) + C)) h(X)




Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢), (3)
definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme
1

yI(X) = (Gi‘l)/(H(X)_'—C)'HI(X) = G,(G_1(H(X) + C)) h(X)

= g(G™'(H(x) + ¢)) - h(x)



Ukazme jesté, Ze funkce ve tvaru
y(x) = G '(H(x) +¢), (3)
definovana na jistém intervalu L vyhovuje rovnici (2).
Pocitejme
1

yI(X) = (Gi‘l)/(H(X)_'—C)'HI(X) = G,(G_1(H(X) + C)) h(X)




5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné
oteviené intervaly obsazené v mnoziné

(x €I, H(x) + ¢ € GUJ)}.



5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné
oteviené intervaly obsazené v mnoziné

{xel, Hx)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervall musi mit feSeni tvar
y(x) =G '(H(x) +¢),

kde G~ znaci funkci inverzni k funkci G. Ta existuje,
nebot G je na intervalu J bud rostouci nebo klesajici.



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich rfeSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni.



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich rfeSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (2), prvni na intervalu (a, b) a druhé
na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dy,



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich rfeSeni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (2), prvni na intervalu (a, b) a druhé
na intervalu (b, c), pficemz b € Dy. Pfedpokladejme, Ze

L) = g, yel) = e € By



6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich rfeseni z
2. kroku slepime vSechna maximalni feSeni. Necht' y; a
> jsou feSeni rovnice (2), prvni na intervalu (a, b) a druhé
na intervalu (b, c), pficemz b € Dy. Pfedpokladejme, Ze
lim X) = lim X)=a€eD
yi(x) = lim ya(x) :

X—b—

Pak funkce

je feSenim rovnice (2) na intervalu (&, ¢).



25. prednaska, 23.5.2020



10.3 LDR prvniho fadu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(x)y = q(x), (4)

kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
abeRa<b



10.3 LDR prvniho fadu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(x)y = q(x), (4)

kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a, b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice prvniho
radu).



10.3 LDR prvniho fadu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(x)y = q(x), (4)

kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a, b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice prvniho
radu).

y—=y +py



10.3 LDR prvniho fadu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

y'+p(Xx)y = q(x), (4)
kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a, b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice prvniho
radu).
y=y'+py

C'(a,b) — C(a,b)



Maximalni feseni rovnice (4) splrnujici podminku
¥(Xo) = Yo,

«O» «F»

DA



Véta 10.1

Maximalni feseni rovnice (4) spinujici podminku
y(X0) = Yo, kde xo € (a,b), yo € R,



Véta 10.1
Maximalni feseni rovnice (4) spinujici podminku
y(Xo0) = Yo, kde xo € (a,b), yo € R, ma tvar
X
y(x)= (| a)e’®at)e X + e, x e (ab), (5)
Xo

kde P je primitivni funkce k p na (a, b) spinujici
P (Xo) =0.



Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4).

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y'(x)

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y(x) = q(x)e" e P

DA



Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y(x) = q(x)e" e P

—px)e " / g}V dt) — p(x)yoe ")
Xo

DA



Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y(x) = q(x)e" e P

—px)e " / g}V dt) — p(x)yoe ")
Xo
Dale

p(x)y(x)

DA



Dukaz Véty 10.1

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

Y/(x) = q(x)e" e "

p(x)y(x) ”(X) / q(t ”dt +p( )Yo€~

P(x)



~ . v

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y(x) = q(x)e" e P

p(x)e ") / q(t)e”("dt) — p(x)ype ")
Déle

P(x) / qlt

p(x)y(x)

t)dt +P(X)}’oe PO,

DA



Dukaz Véty 10.1

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

Y/(x) = q(x)e" e "

e / g(t)e™V dt) — p(x)yoe .

p(x)y(x) ”(X’ / q(t ”dt +/o( X)yoe ),



Dukaz Véty 10.1

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

y'(x) = g)e" e "

p(x)y(x) ”(X’ / q(t ”dt +p( X)yoe ¥,



Dukaz Véty 10.1

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

Y/(x) = q(x)e" e "

p(x)y(x) ”(X) / q(t ”dt +p( X)yoe ¥,



Dukaz Véty 10.1

Ukazme nejprve, Ze y fesi rovnici (4). Plati

Y/(x) = q(x)e" e "

a tedy

Zjevne y(xo) = Yo.



Ukazeme, ze maximalni feSeni (4) musi mit tvar (5).



Ukazeme, ze maximalni feSeni (4) musi mit tvar (5).
Maximalni feSeni homogenni rovnice y’ + py = 0 maji tvar

yx)=k-eP®  xcR, keR



Metoda variace konstanty.



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru

y(x) = k(x)e=",



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))

y'(x) + p(x)y(x)



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))

y'(x) + p(x)y(x)

= K'(x)e""™ + k(x)e~ " (—p(x)) + p(x)k(x)e~ "X



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))

y'(x) + p(x)y(x)



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))

y'(x) + p(x)y(x)



Metoda variace konstanty. Hledejme feSeni ve tvaru
y(x) = k(x)e "™,
kde k je tfidy C' na (a, b).

/ J—

y=-pr+q

y'(x) = K'(x)e~"% + k(x)e~")(~p(x))

y'(x) + p(x)y(x)



K (x) = €"q(x)



K (x) = €"q(x)

k(x):/ q(tH)efDdt +c
Xo



K'(x) = e"¥q(x)
/q ePOdt+ ¢

/q P(’dt X) 4 ce~PX)



K'(x) = e"™q(x)
k(x) = /X q(t)eDdt+c

/q P(tdt X) 4 ce~PX)



K'(x) = e"¥q(x)
/q ePOdt+ ¢

/q P(’dt X) 4 ce~PX)

Plati y(x0) = yo, a tedy ¢ = yo.



K'(x) = e"¥q(x)
/q ePOdt+ ¢

/q P(’dt X) 4 ce~PX)

Plati y(x0) = yo, a tedy ¢ = yo.



26. prednaska, 29.5.2020



10.4 LDR n-tého radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YOt any" e tay +ay = (1), (6)

kde n€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce
spojita na daném intervalu (a, b)



10.4 LDR n-tého radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YOt any" e tay +ay = (1), (6)
kde n€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce

spojita na daném intervalu (a, b) (linearni diferencialni
rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty).



10.4 LDR n-tého radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YOt any" e tay +ay = (1), (6)

kde n€ N, ay, ..., an_1 jsou redlna Cisla a f je funkce
spojita na daném intervalu (a, b) (linearni diferencialni
rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty).
Homogenni rovnici k rovnici (6) rozumime rovnici

YWt apy" 4 tay tay =0 (7)



Necht' ty € (a,b) a zo, . .

..z,1 €R.

(O AT =

<

Q>



Véta 10.2

Necht' ty € (a,b) a zy, ..., 2z,_1 € R. Pak existuje pravé
jedno maximalni reseni y rovnice (6), které splriuje
podminky

y(tO) = 2o, y,(tO) =g coag y(n_1)(t0) =2Zn_1.



Véta 10.2

Necht' ty € (a,b) a zy, ..., 2z,_1 € R. Pak existuje pravé
jedno maximalni reseni y rovnice (6), které splriuje
podminky

y(tO) = 2o, y,(tO) =g coag y(n_1)(t0) =2Zn_1.

Toto Ffeseni je navic definovano na celém intervalu (a, b).



Véta 10.2

Necht' ty € (a,b) a zy, ..., 2z,_1 € R. Pak existuje pravé
jedno maximalni reseni y rovnice (6), které splriuje
podminky

y(tO) = 2o, y,(tO) =g coag y(n_1)(t0) =2Zn_1.
Toto Ffeseni je navic definovano na celém intervalu (a, b).

Bez dUkazu.



celémR

(i) Maximalni feseni rovnice (7) jsou definovana na

DA



Véta 10.3

(i) Maximalni feSeni rovnice (7) jsou definovana na
celém R a tvofi vektorovy podprostor prostoru C"(R)
dimenze n.



Véta 10.3

(i) Maximalni feSeni rovnice (7) jsou definovana na
celém R a tvofi vektorovy podprostor prostoru C"(R)
dimenze n.

(i) Necht y, je maximalni feSeni rovnice (6).



Véta 10.3

(i) Maximalni feSeni rovnice (7) jsou definovana na
celém R a tvofi vektorovy podprostor prostoru C"(R)
dimenze n.

(i) Necht y, je maximalni feSeni rovnice (6). Pak funkce
y je maximalnim fesenim (6), pravé kdyZ ji Ize zapsat
ve tvaru y =y, + yn, kde y, je vhodné reseni rovnice

(7).



Q>



(i) Dle Vety 10.2 jsou maximalni feSeni definovana na R.

«0O0>» «F)>r « =

<

DA



Dukaz Véty 10.3

(i) Dle Véty 10.2 jsou maximalni feSeni definovana na R.
Definujme zobrazeni L: C"(R) — C(R) predpisem

L(y) = y(n) + anf1y(n71) + -+ ay + ay.



Dukaz Véty 10.3

(i) Dle Véty 10.2 jsou maximalni feSeni definovana na R.
Definujme zobrazeni L: C"(R) — C(R) predpisem

L(y) = y(n) + anf1y(n71) + -+ ay + ay.

Potom je zobrazeni L linearni a mnozina reSeni
rovnice (7) je rovna Ker L.



Dukaz Véty 10.3

(i) Dle Véty 10.2 jsou maximalni feSeni definovana na R.
Definujme zobrazeni L: C"(R) — C(R) predpisem

L(y) = y(n) + anf1y(n71) + -+ ay + ay.

Potom je zobrazeni L linearni a mnozina reSeni
rovnice (7) je rovna Ker L. Jde tedy o vektorovy prostor.



Dukaz Véty 10.3

(i) Dle Véty 10.2 jsou maximalni feSeni definovana na R.
Definujme zobrazeni L: C"(R) — C(R) predpisem

L(y) = y(n) + anf1y(n71) + -+ ay + ay.

Potom je zobrazeni L linearni a mnozina reSeni
rovnice (7) je rovna Ker L. Jde tedy o vektorovy prostor.
Podle Véty 10.2 nalezneme maximalni reSeni

Y1, Y2, ..., Yo rovnice (7) spliujici

y1(0) =1, (0)=0, ... y,(0)
¥1(0) =0, ¥(0)=1, ... y,(0)

0,
0

Y

Yoy =0, yim0)=0, ... y"V0)=1.



Ukazeme, ze mnozina {ys, ..., yn} je bazi prostoru Ker L.



Ukazeme, ze mnozina {ys, ..., yn} je bazi prostoru Ker L.
Nejprve overime jeji linearni nezavislost. Necht ¢y, ..., ¢,
jsou redlna Cisla splnujici

Ciy1 + CoYo+ -+ Cpyn = 0.



Ukazeme, ze mnozina {ys, ..., yn} je bazi prostoru Ker L.
Nejprve overime jeji linearni nezavislost. Necht ¢y, ..., ¢,
jsou redlna Cisla splnujici

Ciy1 + CoYo+ -+ Cpyn = 0.

Pak vSechny derivace funkce vlevo jsou nulové, a tedy
pro kazde k € {0,...,n— 1} akazdé x € R plati

ey ) + -+ eayiO(x) = 0.



Ukazeme, ze mnozina {ys, ..., yn} je bazi prostoru Ker L.
Nejprve overime jeji linearni nezavislost. Necht ¢y, ..., ¢,
jsou redlna Cisla splnujici

Ciy1+C)ot+ -+ Cyn=0.

Pak vSechny derivace funkce vlevo jsou nulové, a tedy
pro kazde k € {0,...,n— 1} akazdé x € R plati

cy ) + -+ eylO(x) = 0.

Dosadime-li postupné do téchto rovnosti bod 0,
dostaneme ¢y =---=c¢, = 0.



Ukazeme, ze mnozina {ys, ..., yn} je bazi prostoru Ker L.
Nejprve overime jeji linearni nezavislost. Necht ¢y, ..., ¢,
jsou redlna Cisla splnujici

Ciy1+C)ot+ -+ Cyn=0.

Pak vSechny derivace funkce vlevo jsou nulové, a tedy
pro kazde k € {0,...,n— 1} akazdé x € R plati

cy ) + -+ eylO(x) = 0.

Dosadime-li postupné do téchto rovnosti bod 0,
dostaneme ¢y = --- = ¢, = 0. ReSeni y4, ..., ¥, jsou tedy
linearné nezavisla.
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¢ =y(0), c=y0), ..., cr=y""0)
a

Z = C1 y1 + tee + Cnyn.
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(ii) Re&i-li ¥p rovnici (6) a y, rovnici (7), pak z linearity
zobrazeni L plyne, Ze y, + y, fedi rovnici (6).

Obracené, je-li y maximalni feSeni rovnice (6), pak

Y — Yo € Ker L, 1j. yh = ¥ — ¥p je maximélni feSeni rovnice

(7).



(ii) Re&i-li ¥p rovnici (6) a y, rovnici (7), pak z linearity
zobrazeni L plyne, Ze y, + y, fedi rovnici (6).

Obracené, je-li y maximalni feSeni rovnice (6), pak

Y — Yo € Ker L, 1j. yh = ¥ — ¥p je maximélni feSeni rovnice
(7). O
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Fundamentalnim systémem rovnice (7) nazyvame bazi
prostoru maximalnich feSeni rovnice (7).



Definice

Fundamentalnim systémem rovnice (7) nazyvame bazi
prostoru maximalnich feSeni rovnice (7).

Definice

Charakteristickym polynomem rovnice (7) rozumime
polynom

x(A) = /\”+an_1)\”_1 +--+a A+ a.
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Véta 10.4 (tvar fundamentalniho systému)

Necht x je charakteristicky polynom rovnice (7). Necht
A1, ..., As JSou v8echny navzajem rizné realné koreny
polynomu x s nasobnostmiry, ..., rs. Necht oy + p1i, ...,
ay + i jsou vSsechny navzajem rizné koreny polynomu y
S kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi qi, . . ., q;, kde
at,...,ap B, ..., B €R.
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Pak nasledujici funkce tvofi fundamentalni systém reSeni
rovnice (7):

e)\1f7 te)\1t7 . tf171 e)\1t7

e)\st’ teAst7 . tr5—1 e)\sl‘7
elcosfit, te*tlcospyt, ... t9~Te*!cosBit,
e“lsin Bit, te*lsinpit, ... t9~Te*lsinf3yt,
e“tcos Bit, te“lcospit, ... t9 e cos i,

e“sinpit, te“sinpBit, ... t9'esinfit.



Pak nasledujici funkce tvofi fundamentalni systém reSeni
rovnice (7):

e)\1f’ te)\1t7 tf1f1e)\1f7
e)\st’ teA5t7

e*tcos 31t, te!cosBit,

elsin B1t, te!sin Byt,

tr5—1 e)\sl‘7
t% el cos fit,
t% el sin Byt,

et cos fit, te“!cosfBit,
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e*lsin Bit,  te*!sin fit,

t9—T et sin Byt
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Necht 2 (a7 b) ~c

Q>



Necht ¢: (a,b) — C. OznaCme ¢1(x) = Rep(x) a
pa(X) = Im o(x).

DA



Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a, b) — C. Oznacme ¢1(x) = Rep(x) a
w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(X) existuji vlastni.
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Necht o, : (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) derivaci.
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Derivace funkci s hodnotami v C

Necht ¢: (a,b) — C. OznaCme ¢1(x) = Rep(x) a

w2(x) = Imp(x). Pak definujeme ¢'(x) = ¢} (X) + iph(X),
pokud ¢ (X), p5(X) existuji vlastni.

Necht o, : (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) derivaci.
Potom plati

B (o +9)(x) = ¢'(x) +¢'(x),
m (o) (X) = @' (X)(x) + (X)) (x).



(a) ... zfrejmé



(a) ... zfrejmé

(b)
() (X) = (w191 — atba) (X) + i(p1302 + @2101) (X)



(a) ... zftejmé

(b)

() (X) = (w191 — atba) (X) + i(p1302 + @2101) (X)
= (@101 + 1) — athe — parhp)(X)



(a) ... zftejmé

(b)

(00) (x) = (1191 — p2ub2) (X) + i(P1%2 + @2101) (X)
(9011/11 + 01107 — Potha — wa1lp)(X)
_|_

(12 + @11y + otby 4 p2107)(X)



(a) ... zftejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + w2101) ()
= (P01 + e19) — a2 — warp)(X)
+i(P2 + @195 + worhr + p21)))(X)
= ¢ ()Y (x) + p(x)¥'(x)



(a) ... zfejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + w2101) ()
= (A1 + e19) — o2 — warp)(X)
+ (02 + o195 + ot + 2t )(X)
= ¢ (X)0(x) + p(x)¥'(x)



(a) ... zfejmé

(b)

() (x) = (P11 — p2v2) (X) + i(p13b2 + w2101) ()
= (Pi1 + o1 — patbe — pa1h)(X)
+ (2 + 015 + parhr + 2t )(X)
= ¢’ (X)(x) + p(x)¢'(x)



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n
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m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n
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m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

()00 = 3 (1) 200000

k=0

(ctk) = cktk=1, c € C,k e NU {0}

m
m(eM)=xeM NeC



m Necht ¢, ¢: (a,b) — C maji v bodé x € (a, b) vlastni
n-tou derivaci. Potom plati

n

()00 = 3 (1) 200000

k=0

(ctk) = cktk=1, c € C,k e NU {0}

|
m(eM)y=XeM, AeC  [e*" = e(cosf +isin )]



Necht Q je polynom a w € C je jeho kofen nasobnosti
g<N.

DA



Lemma 10.5

Necht' Q je polynom aw € C je jeho kofen nasobnosti
q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.



Lemma 10.5

Necht' Q je polynom aw € C je jeho kofen nasobnosti
q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.

Dukaz.
Polynom Q Ize zapsat ve tvaru
Q(z) = (z—w)?- R(2),

kde R je opét polynom. Odtud jiz tvrzeni snadno
plyne.



Lemma 10.5

Necht' Q je polynom aw € C je jeho kofen nasobnosti
q € N. Potom plati Q(w) = Q'(w) = --- = Q¥ (w) = 0.

Dukaz.
Polynom Q Ize zapsat ve tvaru
Q(z) = (z—w)?- R(2),

kde R je opét polynom. Odtud jiz tvrzeni snadno
plyne.
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Dukaz linearni nezavislosti

Uvazujme linearni kombinaci funkci z naseho systému,
ktera je na intervalu (&, b) rovna nulové funkci.
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Predpokladejme, ze funkce tXe*! cos 5t a tXe*!sin Bt se v
této linearni kombinaci vyskytuji s koeficienty a a b.



Dukaz linearni nezavislosti

Uvazujme linearni kombinaci funkci z naseho systému,
ktera je na intervalu (a, b) rovna nulové funkci.
Predpokladejme, ze funkce tXe*! cos 5t a tXe*!sin Bt se v
této linearni kombinaci vyskytuji s koeficienty a a b. Plati

atke® cos Bt + bt e sin 8t

gibt + g—ibt . btke"‘teim _ g iBt
2 2i

- %(a — bi)tlele It 4 %(a + bi)tkelo—idt,

= atfe!

(8)



Dale plati, ze

a=b=0«<a—-bi=a+bi=0.

(9)



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
P1(t)ew1t + Pg(t)e‘”t 4+ -+ Pk(t)e“”"

kde wy, ...,wx € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Pk jsou polynomy.



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
P1(t)ew1t + Pg(t)ewzt + 4 Pk(t)e“”"

kde w1, ...,wk € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy. Podle pfedpokladu plati

Pi(t)e“'" 4 Py(t)e*?' 4 - - + Py(t)e” = 0

pro kazdé t € (a, b).



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
P1(t)ew1t + Pg(t)ewzt + 4 Pk(t)e“”"

kde w1, ...,wk € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy. Podle pfedpokladu plati

Pi(t)e“'" 4 Py(t)e*?' 4 - - + Py(t)e” = 0

pro kazdé t € (a, b). K dikazu linearni nezavislosti
naseho systému staci dokazat, ze
Py =Py=---=Pc=0,



Nasi linearni kombinaci Ize diky (8) tedy pfepsat do tvaru
P1(t)ew1t + Pg(t)e‘”t 4+ -+ Pk(t)e“”"

kde w1, ...,wk € C jsou navzajem rizna komplexni Cisla a
P, ..., Px jsou polynomy. Podle pfedpokladu plati

Pi(t)e“'" 4 Py(t)e*?' 4 - - + Py(t)e” = 0

pro kazdé t € (a, b). K dikazu linearni nezavislosti
naseho systému staci dokazat, ze

Py =P, =---= P, =0, protoze pak budou vSechny
koeficienty polynomu Py, ..., P nulové a diky pozorovani
(9) obdrzime, Ze i koeficienty pouzité v nasi linearni
kombinaci jsou nulové.



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k.



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pokud
k =1 aprokazdé t € (a, b) plati P;(t)e'! =0,



Ddkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pokud
k =1 apro kazdé t € (a, b) plati P;(t)e*! = 0, pak nutné
Pi(t) = 0 pro kazdé t € (a, b), atedy P; = 0.



Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k € N.



Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kK € N. PovSimnéme
si nejprve, ze pokud P je polynom aw € C\ {0},



Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kK € N. PovSimnéme
si nejprve, ze pokud P je polynom aw € C\ {0}, pak

(P(x)e") = P'(x)e"”* + P(x)we"”
= (P'(x) + wP(x))e”* = R(x)e"*,

kde R je polynom stejného stupné jako P.



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati

,D1(t)e¢fJ1f S Pk+1(t)ewk+1f =0,



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
,D1(t)e¢fJ1f S Pk+1(t)ewk+1f =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati

Pi(H)e@r—wkt oo Py(t)ek—wki)t L Py (1) = 0,



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,

kde st R; :StP1,...,StRk:Sth.



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati
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kde st Ry = st Py, ..., st Rx = st Px. Podle indukéniho
predpokladu musibyt Ry = R, =--- = R, =0,



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,

kde st Ry = st Py, ..., st Rx = st Px. Podle indukéniho
predpokladu musi byt Ry = R, = --- = R, = 0, a tedy
Pi=P,=---=P,=0.



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,

kde st Ry = st Py, ..., st Ry = st Px. Podle indukéniho
predpokladu musi byt Ry = R, = --- = R, = 0, a tedy
Py =P, =--- = P, =0. Potom

vt € (a,b): Pyq(t)e+1t =0,



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,

kde st Ry = st Py, ..., st Ry = st Px. Podle indukéniho
predpokladu musi byt Ry = R, = --- = R, = 0, a tedy
Py =P, =--- = P, =0. Potom

vt € (a,b): Pyq(t)e+1t =0,

atedyi Px 1 =0.



Pfedpokladejme nyni, Zze pro kazdé t € (a, b) plati
Pi(t)e“!" + - + Py ()11 =0,
tedy pro kazdé t < (a, b) plati
Py (t)er—we)t o Py () el e)t 1 Py () = 0,

Po opakovaném derivovani dostaneme pro kazdé
t € (a,b) plati

R1(t)e(w1 —wi1)t 4+ Rk(t)e(wk—wk+1)t -0,

kde st Ry = st Py, ..., st Ry = st Px. Podle indukéniho
predpokladu musi byt Ry = R, = --- = R, = 0, a tedy
Py =P, =--- = P, =0. Potom

vt € (a,b): Pyq(t)e+1t =0,

atedyi Px 1 =0.



Lemma 10.6

Necht' yy, ..., y, tvoii fundamentalni systém rovnice (7).
Potom matice

yi(t) o(t) oo ()
yi(1) Yo(t) oo (D)

Y o I Y It

je reqularni pro kazdé t € R.



Q>



Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni reguléarni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t)d = 0.
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200 (1) = dhy\" V(o) + - + doy" (k) = 0.
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2070 (to) = dhy" (to) + - + dhys™ (to) = 0.

Podle Véty 10.2 mame z = 0 na R. Funkce y4, ..., y, tvori
fundamentalni systém, aprotojedy =do =--- =d, = 0.



Dukaz Lemmatu 10.6

Pokud U(t) neni reguléarni pro néjaké f, € R, pak existuje
nenulovy vektor d € R” takovy, ze U(t))d = 0. Polozme
z=dy; + -+ dyyn. Potom z feSi rovnici (7) a splnuje

z(to) = diyi(to) + - -+ + dnyn(to) = 0,
Z'(to) = diys(fo) + -+ + dayn(t) =0

20N (tg) = chy{" (to) + -+ + days” (1) = 0.

Podle Véty 10.2 mame z = 0 na R. Funkce y4, ..., y, tvori
fundamentalni systém, aprotojedy =do =--- =d, = 0.
To je ale spor s nenulovosti vektoru d, ¢imz je dikaz
dokoncen. ]



Hledejme feSeni rovnice (6) ve tvaru
y(t) = ci(t)yr(t) + -+ ca(t)ya(t),

te(a,b),

DA



Metoda variace konstant

Hledejme feSeni rovnice (6) ve tvaru

y(t) = ci(t)ys(8) +-- -+ calt)yn(t), te(ab),

kde cy, ..., c, jsou spojité diferencovatelné funkce na
(a,b) a{y1,...,¥n} je fundamentélni systém rovnice (7).



Pocitejme
Y =ciyi+-+C¥p+Ciy1+---+Chyn

apolozme cjys +---+ cyn =0.



Pocitejme

Y'=Cit Gyt Gyt Gl
apolozme cjy; +--- + c,y, = 0. Dale

Y'=co oy eyt Gy

a opét polozime cjy; + ---+ ¢y}, = 0.



Pocitejme

Y'=Cit Gyt Gyt Gl
apolozme cjy; +--- + c,y, = 0. Dale

Y'=co oy eyt Gy

a opét polozime cjy; + - - - + ¢y, = 0. PokraCcovanim
tohoto procesu se dobereme az k rovnici

yO =y 4+ ey + Y

)

"+C;—)y[(]n71 .



Dosadime do (6) a dostaneme tuto sadu podminek:

ciyi+---+cyn=0,

-+ oy =0,
oy =1,

2)
ciy"?

0
ey



Dosadime do (6) a dostaneme tuto sadu podminek:

ciyi+---+cyn=0,

oy oy =0,
Sy" VY =,
neboli
ci(t) 0
U(t) : =



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla

yi(t) e Yi—1(b) 0 Yig1(t) B yn(t)
yi(1) /A ) 0 yigty ... JAQ)
o) = — :
0= G |, '
R T Y L TR ,(L %) N S0
A0 y,‘ﬁ?”(f) 1y v m o A



Funkci ¢/ vypocteme z pfedchozi rovnice pomoci
Cramerova pravidla

yi() Vi 1(1) 0 Yir1 (1) yn(t)
WO YL 0 Yam o v
() = — :
0= 0w | .
R T Y L TR ,(L %) A0
AN T o T

Prava strana predchoziho vztahu je spojita funkce v t,
takze hledana ¢;,i = 1, ..., n, miZzeme nalézt jako
primitivni funkci k pravé strané.



Metoda specialni pravé strany

Véta 10.7
Necht
f(t) = e - (P(t) cosvt + Q(t) sinvt),

kde 1,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje feseni
rovnice (6) ve tvaru

yo(t) = tme"t - (R(t) cos vt + S(t) sinvt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stuperi P, stupert Q} a m € NU {0} udava, jakou
nasobnost ma cislo n + iv jakoZto kofen
charakteristického polynomu.



Metoda specialni pravé strany

Véta 10.7

Necht
f(t) = e - (P(t) cosvt + Q(t) sinvt),

kde 1,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje feseni
rovnice (6) ve tvaru

yo(t) = tme"t - (R(t) cos vt + S(t) sinvt),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{stuperi P, stupert Q} a m € NU {0} udava, jakou
nasobnost ma cislo n + iv jakoZto kofen
charakteristického polynomu.

Bez dikazu.
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10.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X‘{ = f‘l(t)X‘laXZa"')Xn)?
X5 = fo(t, X1, X, ..., Xn),
X, = fo(t, X1, Xo, . . ., Xp),



10.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X‘{ = f‘l(t)X‘laXZa"')Xn)?
X5 = fo(t, X1, X, ..., Xn),
(10)
X, = fo(t, X1, Xo, . . ., Xp),
kde f;, i =1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté

neprazdné oteviené podmnoziné G € R x R".



Vektorovy tvar:

kde mame x(t) =
adale f=1[f,...,

X'(t) = (t, x(1)),

.....



Definice

m Resenim soustavy (10) rozumime vektorovou funkci
X = [X1,..., Xn] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R"”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (10).



Definice

m Resenim soustavy (10) rozumime vektorovou funkci
X = [Xq,..., Xp] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R"”
takovou, ze pro kazdé t € J existuji vlastni derivace
x/(t),i=1,...,n,aplati (10).

m Pocatecni ulohou pro (10) rozumime Ulohu, kdy
hledame feSeni x soustavy (10) splnujici navic
predem zadanou podminku x(t) = x°, kde
[to, x°] € G (tzv. pocatecni podminka).



m Maximalni feSeni soustavy (10) je takové feSeni x
definované na intervalu J, které jiz nelze prodlouzit,
tj. je-li y feSeni definované naintervalu I, J C I a
y(t) = x(t) prokazdé t € J, pak J = I.



Q>



X ... zajici
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Q>



X ... zajici

y .. “éky
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X ... zajici

y .. “éky

= (A— By)x

Q>



X ... zajici

y .. “éky

X' =(A-By)x
yl = (—C-|- DX)y

Q>



<

X ... zajici

X = (A - By)x
y' = (-C+ Dx)y

o



.. Zajici
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X ... zajici

Y.

.. ligky

"= (A-By)x
"= (-C+ Dx)y
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X ... zajici
y .. “éky

X = (A B By)X

<o <S>

a

Q>



Poznamka
Méjme rovnici

y(n) = h(t7y7y/7"‘7y(n_1))'

Uvazujme soustavu

X = Xe,
/
X2 = X3,
/
Xp—1 = Xn,
/
X, = h(t, x1,...,Xn).

(11)

(12)

Pokud x fesi (12), pak x; resi (11). Obracene, pokud y

resi (11), pak [y, ...,y "] redi (12).



Véta 10.8 (Peanova véta o existenci)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnozina,
f: G — R" je spojita na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(ty) = x°.
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existuje maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(ty) = x°.

Spojitost f v bodé [t, x] € R x R":
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vl = I[v, Vo, ..., Vi]|| = Zvj?
\ =1



Véta 10.8 (Peanova véta o existenci)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnozina,
f: G — R" je spojita na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(ty) = x°.

Spojitost f v bodé [t, x] € R x R":

Ve>035>0V[t,x]1e RxR"[t,x]—[t x]|| <:
If(t, x") —f(t,x)|| <e

n
vl = I[v, Vo, ..., Vi]|| = Zvj?
\ =1

Bez dUkazu.



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
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Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G
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existuje e > 0 a L > 0 takove, Ze



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kaZzdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

H[Sv X2] - [t’ X]H <E€



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kaZzdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

I[s, x?] — [t, x]|| < e mdme

1(s,x") = £(s, x*)|| < L||Ix" = x*|l.



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kazdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

I[s, x?] — [t, x]|| < e mdme

1(s,x") = £(s, x)|| < L||Ix" = x*|].

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(tp) = x°.



Véta 10.9 (Picardova véta o existenci a
jednoznacnosti)

Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZzina,
f: [t,x] — f(t, x) € R” je spojite zobrazeni na G a je
lokalne lipschitzovské v x, tj. pro kaZdy bod [t, x] € G
existuje e > 0 a L > 0 takové, Ze pro kazdé dva body
[s, x'], [s, X?] splrujici ||[s, x'] — [t, x]|| < € a

I[s, x?] — [t, x]|| < e mdme

1(s,x") = £(s, x)|| < L||Ix" = x*|].

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni rovnice (10) splriujici x(tp) = x°.

Bez dUkazu.



10.6 Soustavy linearnich dif. rovnic

UvaZzujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

X1 = an(t)xs + -+ an(t)x, + bi (1),
Xé = 821(1')X1 + -+ agn(t)x,, + bg(t),

X;' — an‘](t)X‘] + A + ann(t)Xn + bn(t)7

kdeneN, a;: (o,8) = R, bi: (o, 8) = R, i,j € {1,...

jsou spoijité funkce.



Vektorovy tvar:
X = A(t)x + b(D),



Vektorovy tvar:

kde

A(t) =



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht o, 5 € R*, a<ﬁ ty € (o, B) a x° € R". Necht
A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni.



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht o, 8 € R*, a < 5 ty € (o, B) a x° € R". Necht

A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni feseni
x soustavy (13) splriujici x(ty) = x°.



Véta 10.10 (o existenci a jednoznacnosti reSeni)

Necht a, 3 € R*, a < 5 ty € (o, ) a x° € R". Necht

A (a, B) — M(n x n), b: (o, 5) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni feseni
x soustavy (13) splriujici x(ty) = x°. Toto feseni je
definovano na celém intervalu («, ().



Poznamka k dukazu véty 10.10

Definujeme f: (o, 5) x R” — R" pfedpisem
f(t,x) = A(t)x + b(t).

Pak Ize ovérit predpoklady Picardovy véty.



Definice
Homogenni soustavou k (13) rozumime soustavu

(14)



spojité zobrazeni.

Necht ne N, o, € R, a < 8, aA: (o, ) = M(n x n) je

DA



Veta 10.11

Nechtne N, o, € R, a < 8, aA: (o, 8) = M(n x n) je
spojité zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich
feseni soustavy (367) tvorii vektorovy podprostor prostoru

C'((o, B), R").



Veta 10.11

Nechtne N, o, € R, a < 8, aA: (o, 8) = M(n x n) je
spojité zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich
feseni soustavy (367) tvorii vektorovy podprostor prostoru
C'((«, B),R"). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.



Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na (a, 3).

DA



Dukaz Veéty 10.11

Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na («a, 5). Mnozina maximalnich feSeni je
rovna jadru Ker L linearniho zobrazeni

L: C'((a, B),R") = C((v, 5),R")

definovaného predpisem L(y) =y’ — Ay.



Dukaz Veéty 10.11

Podle Véty 10.10 je kazdé maximalni feSeni (14)
definovano na («a, 5). Mnozina maximalnich feSeni je
rovna jadru Ker L linearniho zobrazeni

L: C'((a, 8),R") — C((a, B),R")

definovaného predpisem L(y) = y’ — Ay. Tedy se jednd o
vektorovy podprostor prostoru C'((«a, 3), R").



Zvolme {, € (o, B) pevné.



Zvolme f € (a, 3) pevné. Vezméme feSeni x', ..., x”
soustavy (14) na («, ) splnujici x'(t) =€, i=1,...,n.



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"
soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé.



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"

soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé. Necht y je

maximalni feSeni (14).



Zvolme ty € (a, ) pevné. Vezméme feseni x', ... x"

soustavy (14) na («a, 3) spinujici x'(t,) = €', i=1,...,n.
Funkce {x',..., x"} jsou linedrné nezavislé, jelikoz jsou
vektory {e', ..., e"} linedrné nezavislé. Necht y je

maximalni feSeni (14). Pak y je definovano na («a, ).
Oznacme

z(t) = yi(t)x (1) + - + ya(l)X"(1), t€ (a,pB).



Potom z(&) = y(k) a z feSi (14) na («, ).



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).

Tedy {x',...,x"} je baze prostoru Ker L.



Potom z(%) = y(k) a z feSi (14) na («, ). Z
jednoznacnosti feSeni plyne

y(t) = z(t) = yi()x" () + - + ¥allo)X"(0), T € (o, B).

Tedy {x',...,x"} je baze prostoru Ker L. O



Véta 10.12

Necht o, B3 € R*, a < 3 a x° € R". Necht

A: (o, 8) = M(nx n), b: (a, ) — R" jsou spojita
zobrazeni. Necht'y je feseni (13) na intervalu (o, 3).
Potom kazdé rfeseni x soustavy (13) na intervalu («, j3)
ma tvar y + z, kde z je jisté reseni (14).



Dikaz Vety 10.12

Jelikoz je zobrazeni L: y — y’ — Ay linearni na prostoru
C'((a, B), R™), médme pro maximalni fe$eni x rovnice (13)
rovnost

Lix—y)=Lx—Ly=b—-b=0,



Dikaz Vety 10.12

Jelikoz je zobrazeni L: y — y’ — Ay linearni na prostoru
C'((a, B), R™), médme pro maximalni fe$eni x rovnice (13)
rovnost

Lix—y)=Lx—Ly=b—-b=0,

atedy z = x — y resi (14).



Dikaz Vety 10.12

Jelikoz je zobrazeni L: y — y’ — Ay linearni na prostoru
C'((a, B), R™), médme pro maximalni fe$eni x rovnice (13)
rovnost

Lix—y)=Lx—Ly=b—-b=0,

atedy z = x — y resi (14). O



Definice

Necht' vektorové funkce y', ..., y" tvofi bazi prostoru
fedeni rovnice (14) na («a, 8). Takovou mnozinu fedeni
nazyvame fundamentalni systém rovnice (14). Oznacme



Definice

Necht' vektorové funkce y', ..., y" tvofi bazi prostoru
fedeni rovnice (14) na («a, 8). Takovou mnozinu fedeni
nazyvame fundamentalni systém rovnice (14). Oznacme

y11( ) y1:( )
(1) = Yo (1) Y2'(t)
yat) .. yp(t)

Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy (14).



Necht & je fundamentalni matice rovnice (14).

DA



Lemma 10.13

Necht ¢ je fundamentalni matice rovnice (14). Pak ®(t) je
regularni pro kazdé t € («, j3).



Predpokladejme, Ze pro jisté & € (a, §) neni matice ®(t)
regularni.

DA



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.

Potom feseni
y=cy' +--+cyy"

spliuje y(&) = 0.



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.

Potom feSeni

y=cy' +--+cyy"
spliuje y(&) = 0. Diky jednoznacnosti feSeni pak plati
y=0.



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.
Potom feseni
y=cy' +--+cyy"

spliuje y(&) = 0. Diky jednoznacnosti feSeni pak plati
y = 0. To je ale spor s linearni nezavislosti funkci

ylooym



Dukaz Lemmatu 10.13

Predpokladejme, ze pro jisté t, € («, 5) neni matice ®(t)
regularni. Pak existuji Cisla ¢y, ..., c, € R takova, ze
alespon jedno je nenulové a

ciy' (o) + -+ cay"(f) = 0.
Potom feseni
y=cy' +--+cyy"

spliuje y(&) = 0. Diky jednoznacnosti feSeni pak plati
y = 0. To je ale spor s linearni nezavislosti funkci

yt ooy O



Necht o, 3 € R*, a < 3, ty € (o, 8) a y° € R".

DA



Véta 10.14 (variace konstant)

Necht o, 3 € R, a < 3, ty € (o, 8) @ y° € R". Pak
maximalni feseni y rovnice (13) s pocatecni podminkou
y(t) = y° ma tvar

t

y(t) = SO0 (to)y° + (1) / o-1(s)b(s)ds, € ()

)

kde ¢ je fundamentalni matice soustavy (14).



Q>



Matice ®~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdeé s € (o, f).

DA



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s),



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /tt o '(s)b(s) ds + b(t)



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /tt o '(s)b(s) ds + b(t)

— A(t)y(t) + b(t).



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /t o '(s)b(s) ds + b(t)
= A(t)y(t) + b(1).

Ziejmé plati y(ty) = y°.



Dikaz Vety 10.14

Matice ¢~'(s) je diky Lemmatu 10.13 definovana pro
kazdé s € (a, 8). Z Cramerova pravidla plyne spojitost
zobrazeni s — ®~1(s)b(s), a tedy je y dobre definovano.
Pouzitim &'(t) = A(t)®(t), t € (o, 8), dostaneme

y'(t) = ' (D) (t)y° + &'(1) /tt d~'(s)b(s)ds + d(1)d~"(1)b(t)

= A(DD()D ' (1)y° + A(H)d(1) /t o '(s)b(s) ds + b(t)
= A(t)y(t) + b(1).

Ziejmé plati y(ty) = y°. O



29. prednaska, 10.6. 2020



10.7 Reseni lin. soustav s konst. koeficienty

Lemma 10.15

Necht A € M(n x n) a vektorova funkce y : R — R" je
fesenim soustavy y' = Ay. Pak y je tfidy C*> a pro kazdé
k € N plati y®(x) = Aky(x) pro x € R.



Dukaz provedeme matematickou indukci podle k.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dlkaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu.

DA



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy Ck a y() = Aky.



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame

(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame

(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.
Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k+1)



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro
k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme
nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame

(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.
Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/ _ Ak—Hy.



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/ _ Ak—Hy.

Funkce y je tedy tfidy Ck*' a plati pozadovany vztah.



Dikaz Lemmatu 10.15

Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro

k =1 mame y’ = Ay z pfedpokladu. Pfedpokladejme

nyni, ze pro k € N je y je tfidy C* a y(©) = A¥y. Pak mame
(Aky) = Aky’ = Akay = AFHy.

Tedy je funkce y*) diferencovatelna a plati

y(k—H) _ (Aky)/ _ Ak—Hy.

Funkce y je tedy tfidy Ck+' a plati pozadovany vztah. [



Definice

Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A\,
nazyvame \-matici.



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménneé A,
nazyvame \-matici. Radkovymi Gpravami \-matice
rozumime:

m zdménu dvou fadkd,



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménneé A,
nazyvame \-matici. Radkovymi Gpravami \-matice
rozumime:

m zameénu dvou radkd,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,



Definice
Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménneé A,
nazyvame \-matici. Radkovymi Gpravami \-matice
rozumime:

m zdménu dvou fadkd,

m vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

m pricteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému radku,

kde P()) je polynom v proménné .



Necht A = (Py, ..., P,)" je \-matice.

DA



Lemma 10.16

Necht N = (P, ..., P,)" je \-matice. Potom ji Ize
konecnou posloupnosti radkovych Uprav prevést na
X-matici A = (Py,..., P,)7, kde nejvyse jeden z polynom(
P;, ..., P, je nenulovy.



Predpokladejme, Zze A # 0, v opacném pripade neni co
dokazovat.

«O» «FHr «=>»

<

DA



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li
k(A) = 0.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li
k(A) = 0. Pak Ize predpokladat, Zze P;(\) = ¢ # 0.



Dukaz Lemmatu 10.16

Predpokladejme, ze A # 0, v opacném pripadé neni co
dokazovat. Pak je nasledujici definice korektni.

k(A) = min{stP; i€ {1,...,n},P; #0}.

Pouzijeme matematickou indukci podle k(A). Je-li

k(A) = 0. Pak Ize pfedpokladat, Ze P;(\) = ¢ # 0. Potom
Ize pomoci treti fadkové Upravy prevést A na
(c,0,...,0)7.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(N) = k.



Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A,



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
P;= N - P; + Pr, kde N, P jsou polynomy a st P; < st P;.



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
.



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P* Matici A tak Ize prevést na matici

=(Py,P;,....P)T,



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom Py,



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom P;, nebo k(A*) < k a lze pouzit indukeni
predpoklad.



Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechna A # 0
splnujici k(A) < k, kde k > 0. Uvazujme matici A splnujici
k(A) = k. Opét muzeme predpokladat, ze st Py = k.
Pokud P;, j # 1, je nenulovy prvek A, pak muzeme psat
Pi=N- Py + Pr, kde N, P; jsou polynomy a st P/ < st Ps.
Pomoci tfeti fadkové Upravy Ize prvek P; nahradit prvkem
P;. Matici A tak Ize pfevést na matici

N = (Py,P;,...,P:)T, kde je bud jediny nenulovy
polynom P;, nebo k(A*) < k a lze pouzit indukeni
predpoklad. N



Necht A € M(n x n).

Q>



Véta 10.17

Necht' A € M(n x n). Pak Ize \-matici \I — A prevést
konecnou posloupnosti fadkovych uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici.



Véta 10.17

Necht' A € M(n x n). Pak Ize \-matici \I — A prevést
konecnou posloupnosti fadkovych uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Vysledna \-matice ma na
diagonale nenulové polynomy, soucet jejichZ stupnid je n.



Dikaz Vety 10.17

Nejprve ukadzeme, ze kazdou A-matici Ize prevést
konecnou posloupnosti fadkovych Uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici.



Dikaz Vety 10.17

Nejprve ukadzeme, ze kazdou A-matici Ize prevést
konecnou posloupnosti fadkovych Uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Pouzijeme matematickou indukci
podle n.



Dikaz Vety 10.17

Nejprve ukadzeme, ze kazdou A-matici Ize prevést
konecnou posloupnosti fadkovych Uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Pouzijeme matematickou indukci
podle n. Je-li n =1, je tvrzeni zfejmé.



Dikaz Vety 10.17

Nejprve ukadzeme, ze kazdou A-matici Ize prevést
konecnou posloupnosti fadkovych Uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Pouzijeme matematickou indukci
podle n. Je-li n =1, je tvrzeni zfejmé.



Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N.



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+1).



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec mé tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec ma tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec ma tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni.



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec ma tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni
trojuhelnikova A-matice vznikla z A\ — A pomoci
radkovych Uprav.



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec mé tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni
trojuhelnikova A-matice vznikla z A\ — A pomoci
fadkovych Gprav. Potom det A = cdet(Al — A) pro néjaké
¢ € R nenulové (toto plyne z vlastnosti determinantu a
polynomu).



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec mé tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni
trojuhelnikova A-matice vznikla z A\ — A pomoci
fadkovych Gprav. Potom det A = cdet(Al — A) pro néjaké
¢ € R nenulové (toto plyne z vlastnosti determinantu a
polynomu). Polynom X — cdet(Al — A) je n-tého stupné,
a tak dostavame pozadované tvrzeni.



Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n € N. Necht A je
A-matice typu (n+ 1) x (n+ 1). Na A aplikujeme fadkové
Upravy, které prevedou A na A, jejiz prvni sloupec mé tvar
(P,0,...,0)7 (Lemma 10.16).

Na submatici matice A, ktera vznikne vynechanim prvni
fadku a prvniho sloupce, pak pouzijeme indukéni
predpoklad.

Rozmysleme si nyni druhé tvrzeni. Necht A je horni
trojuhelnikova A-matice vznikla z A\ — A pomoci
fadkovych Gprav. Potom det A = cdet(Al — A) pro néjaké
¢ € R nenulové (toto plyne z vlastnosti determinantu a
polynomu). Polynom X — cdet(Al — A) je n-tého stupné,
a tak dostavame pozadované tvrzeni. O



Oznaceni

m Necht P(\) = a,\"+ a, A"+ -+ a1+ aje
polynom a y: R — R je funkce majici vlastni derivaci
n-tého fadu na R. Potom symbol P(Z)y znagi funkci

any™ + an_ 1y + -+ ay + ay.



m Necht P = (Pj) je A-matice typu n x n.

DA



Oznaceni

m Necht P = (Pj) je A-matice typu n x n. Soustavou
diferenciélnich rovnic odpovidajici P budeme rozumét
soustavu

d d
Pu( o+ + P1n(a)}/n =0,

ax
d d
P21(a)}/1 SRR Pgn(a)yn =0,
d



Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R).

DA



Lemma 10.18
Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R). Pak
(@) (P+Q)(g)y=P(&H)y+ Q)Y



Lemma 10.18

Necht P, Q jsou polynomy a y € C*(R). Pak
() (P+Q)(g)y =P(g)y +Q(%)y,

(b) (PQ)(5)y = P(%) (Q())y-



(a) Tvrzeni je zfejmé.



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

(PQ)(&)y



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

POy - (S a0) (3 0Y) ) )y



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame



(a) Tvrzeni je zfejmé.
(b) Pro P(\) = Y-\ akA a Q(A) = X7, bV mame

a tedy plati (b). O



Véta 10.19

Necht \-matice P typu n x n vznikla koneénou
posloupnosti radkovych dprav z \-matice PP



Véta 10.19

Necht \-matice P typu n x n vznikla koneénou
posloupnosti radkovych dprav z \-matice P. Potom
vektorova funkce y: R — R" tfidy C*> je feSenim soustavy
odpovidajici matici P, pravée kdyZ je feSenim soustavy
odpovidajici P.



Dukaz Véty 10.19

Staci ukazat, ze pokud y fesi soustavu odpovidajici P,
pak fesi i soustavu odpovidajici P, ktera vznikla z P
aplikaci jedné radkové Upravy (fadkové Upravy jsou
invertibilni).



Dukaz Véty 10.19

Staci ukazat, ze pokud y fesi soustavu odpovidajici P,
pak fesi i soustavu odpovidajici P, ktera vznikla z P
aplikaci jedné radkové Upravy (fadkové Upravy jsou
invertibilni).

Toto jisté plati, pokud vyménime dva fadky &i fadek
vynasobime nenulovou konstantou.



UvaZzme nyni radkovou Upravu spocivajici v pricteni
P(X\)-nasobku jednoho rfadku k jinému fadku.



UvaZzme nyni radkovou Upravu spocivajici v pricteni
P(X)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku. Bez ujmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze pricitame
P(\)-nasobek druhého fadku k fadku prvnimu.



UvaZzme nyni radkovou Upravu spocivajici v pricteni
P(X)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku. Bez ujmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze pricitame
P(\)-nasobek druhého fadku k fadku prvnimu. Méame

Pii(L)yi+ -+ Pin(ZL)yn =0,
P> (%)}/1 +- Pgn(%)yn =0.



Potom

(Pri+ P Por) (2)y1 + -+ (Pin+ P Pao) (%) v =



Potom

(Pri+ P Por) (Z)y1+ -+ (Pin+ P Pao) (%) v =
= Pt (g)y1 + -+ Pin() ¥n



Potom

(Pri+ P Por) (Z)y1+ -+ (Pin+ P Pao) (%) v =
= Py (&)1 +-+ Pin(&) yn
+(P-Pa) () + -+ (P Pan) () v



Potom

(P14 P-Pot)(L)y1 + -+ (Pin+ P Pan) (L) y, =
= Py (&)1 +-+ Pin(&) yn

+(P-Pot)(ZL)yi+ -+ (P Pon) (L) yn
=0+ P(&) (Par(G)ys + -+ Pan(5) ¥n)



Potom

(P +P-P21)(%)y1 +o 4 (Pin+ P Pa)(§)yn =
= P11(£()Y1 ot 'DM(O(Z()y”

(P - P2) (di)}/1+ (P- P2n)(d%)y”
_0+P( )(P1(dx)}’1+ 4 Pan(g5) ¥n)
=0+ P(£)0=0.



Potom

(P +P-P21)(%)y1 +o 4 (Pin+ P Pa)(§)yn =
= P11(£()Y1 ot 'DM(O(Z()y”

(P - P2) (di)}/1+ (P- P2n)(d%)y”
_0+P( )(P1(dx)}’1+ 4 Pan(g5) ¥n)
=0+ P(£)0=0.



Homogenni soustava y’ = Ay odpovida A-matici A\l — A,
kterou pomoci kone¢né posloupnosti fadkovych Gprav
prevedeme na horni trojuhelnikovou A\-matici

Pi1 P2 -+ Py
0 Pxn -+ Py

0 - 0 P



Homogenni soustava y’ = Ay odpovida A-matici A\l — A,
kterou pomoci kone¢né posloupnosti fadkovych Gprav
prevedeme na horni trojuhelnikovou A\-matici

Py P2 -+ Py
0 Pxn -+ Py
0 -~ 0 Py

Soustavu

Pii(L)yi+ -+ Pin(ZL)yn =0,

Pon( )90 =0,

pak vyfeSime postupné od n-té rovnice k prvni.



Y1 =4y1 + 5y
Vo= =2y =2y

Q>



Y1 =4y + 52
Vo= 20 =2

A]I_A:<)\_4 _5

2 )\+2>

Q>



Y1 =4y + 52
Vo= 20 =2

= (50 TV~ (4 e
5 a4

0 )\2_2)\+2)

Q>



Vi =4y1+ 5y
Vo= —2)1 — 2y,

= (50 TV~ (4 e
5 a4

0 )\2_2)\+2)

y1+§yé+Y2=0
Y5 —2ys+2y2 =0

Q>



Vo = ay€'sint 4 ape’ cost

— —§Ck +1@ etsin[’—|— —1Oé —ga etCOSt
.y1_ 2 1 2 2 2 1 2 2



Vo = ay€'sint 4 ape’ cost

— —§Ck +1@ etsin[’—|— —1Oé —ga etCOSt
.y1_ 2 1 2 2 2 1 2 2



	Soustavy lineárních diferenciálních rovnic

