Matéj Dolezalek

Cviceni z MA — Konvergence fad
1. Rada diverguje. Pro spor necht konverguje, pak splituje nutnou podminku konvergence, tedy
2n? + 5n + 4
lim (—1)" =0.
(=1) 2n2 +5

n—oo

on2(2n)% +5(2n) + 4 _
8n?+5

2(2n)2+5

n—oo

Specidlné toto splituje i vybrand podposloupnost ¢lent se sudymi indexy, neboli
8n? + 10n + 4 1

0=

coz je spor. Rada tedy nutné diverguje.

2
lim *5 :n3+1=16(0,oo)
o 2
, pravé pokud

2. Plati
n—o00 =
n
n3+1

% jsou nezaporna ¢isla. Limitnim srovnavacim kritériem tak konverguje E
=1

. 2
a obé n?—ﬂ,
(o]
konverguje Z —, coz je divergentni harmonické fada. Rada tedy diverguje.
n

n=1
3. Uzijme podilové kritérium. Plati
2n+1
Tn¥1)! 2
lim (n;l)! =1 =0,
n—oo =4 n—oo 4+ 1
takze fada konverguje.
4. Vyuzijeme odhadu
2n 2 9
< =(1+1)*" =4
()= (¥) 0w e
k=0
27:1) 5% nezdporné pro kazdé n,

kde prvni nerovnost plyne z nezdpornosti vSech ¢lent sumy vpravo. Déle je (
~ (2n\ 1 | P )
— je neklesajici. Zaroven je omezend skrze

=2 (%)

takze posloupnost ¢astecnych souctu s;
n=1
4 N4\ 41
si < oW S 5) T5 1-z° 4,
n=1 n=1 5
takze nutné s; konverguje a fada je konvergentni.
5. Pojmenujme posloupnost s¢itancu a,, a upravine
Vn?+5—Vn?+1 4
a,n = =
Vn V- (02 4+5)7° 4 (024 5)° (02 4+ )Y 4 (02 + 1))
Nyn{ uzijme limitniho srovndvactho kritéria (z posledniho vyjddieni zfejmé a,, > 0) — diky % = i +2- %
plati
. Gn . 4 4 4
lim = lim = =—-¢€(0,00)
2/3 1/3 1/3 2/3 el
n—00 —m n~>oo(1+%)/+(1+n752)/(1+#)/+(1+#)/ 1+1+1 3
o0 o0 1
takze Zan konverguje pravé tehdy, konverguje-li z ITYGER coz je ale diky % > 1 konvergentni fada
n;l n=1
Rada Z a, tak konverguje.
n=1
6. Plati .
= V2 12 3 1 3
gy YEREIWVERES 2 Sy/24 2 =26 (0,00),
n—00 n n—r00 n n

lim
" antivant3
takze zkoumand fada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje harmonicks fada. Rada tak diverguje.
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7.

10.

11.

12.

13.

Vzhledem k

P e DT

n=1 n=1
a ziejmé nezdapornosti ¢lent obou fad sta¢i ukazat konvergenci druhé fady. K tomu uzijeme Cauchyho
odmocninové kritérium — plati

nd (lim %)5 1

n—r oo

li — = =—-<1
oo \ 3 3 35
kde vyuzivime zndmého lim {/n = 1, takZe tato shora omezujici fada konverguje, takze i ptivodni zkoumand
n—oo
fada konverguje.
. Uzijme podilové kritérium. Plat{
(nt1)!
i 2(n+1)2 i n+1 -0
ni»H;o n: o nl{r;o 22n+1 T

on

napf. protoze 2" > n + 1 pro piirozené n (matematickou indukef), tedy %tL - 271% je soucinem omezeného

2’71
vyrazu a vyrazu jdouciho do nuly. Z toho fada konverguje.

Uzijme limitn{ srovndvaci kritérium (je zndmo, ze plati 2"~1 > n pro kazdé piirozené n a rovnost nastava
pouze pro n € {1,2}, takze ¢leny fady jsou nezdporné). Plat{

o 3
. 2" —2n _ 1. _
L ST =30
nebot lim — = 0. Zkoumana rada tak konverguje praveé tehdy, kdyz konverguje S %, coz je konver-
n—oo

gentni geometrickd fada. Zkoumana fada tedy konverguje.
Uzijme limitn{ srovnavaci kritérium — plati 3" > 2™ > n+1 > n pro kazdé nezdporné celé n, takze jsou Cleny
fady nezdporné. Dale plati

2"+ (=1)"n

T Dn 1+ =5
lim ZECD gy EY € (0,00),

nebot limitou podilu libovolné polynomalni funkce s exponencidlni funkci a™ pro |a| > 1 je nula. Zkoumana

o0 n
fada tak konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Z (3) , coz je konvergentni geometricka fada, takze
n=1

zkoumand rada konverguje.

Pojmenujme posloupnost séitancu a,, a upravine

=Vnd4+1-—yVnd—1=—— 2

Vi 14+ vnd3 =1

Daéle uzijme limitn{ srovnavaci kritérium (z posledm’ho vyjadreni je a, > 0) — plati

2
lim —— = lim =1€(0,00),
n—00 n3 3 n—00 \/1 ns + \/1 1 +1
o0
tedy Z an konverguje pravé tehdy, konverguje-li Z 3 /2 , coz je konvergentni fada, takze Z an konverguje.
n=1 n=1 n=1

Uzijme odmocninové kritérium. Plat{

. onfmd . 1
lim — = lim =-<1,
n—00 hn n—oo H 5

5

takze zkoumana tada konverguje.

Uzijme limitn{ srovnédvaci kritérium (¢leny rady jsou ziejmé nezdporné) — plati
3" 44" 3\

47L+5n . (Z) + 1

lim 5 — im0 1 € (0, 00),
()T T (e T e

o0 n
4
takze zkoumand fada konverguje pravé tehdy, konverguje-li E (5> , coz je konvergentni geometricka fada.

n=1
Zkoumana tada tak konverguje.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ukazme, ze fada je absolutné konvergentni. Z toho specidlné vyplyne jeji konvergence. K tomu uzijme li-
mitniho srovnavaciho kritéria (absolutni hodnoty séitanct jsou jisté nezéporné) — plati

n 2n24+3n+4
S = 2t 303 +4n? 1
lim = lim —— — - Z
n—oo 1 n—oo 4nt 4+ 20n2 + 25 2

n2

€ (0,00),

o0
takze fada absolutnich hodnot s¢itanct konverguje prave tehdy, kdyz konverguje E —5, oz je konvergentni
n
n=1
fada. Zkoumand fada je tak absolutné konvergentni, a specialné tedy konvergentni.

Pk

Ukazme, ze fada konverguje pro z € [—1,1). Zaprvé pro |z| > 1 nekonverguje Z- k nule, takZe neni splnéna
nutnd podminka konvergence. Pro z = 1 dostavdme harmonickou fadu, ktera diverguje, a pro z = —1

X 1\n
dostavame fadu Z ( n) , kterd konverguje z Leibnizova kritéria (posloupnost % je klesajici s limitou 0).
n=1
oo |Z|7L
Pro |z| < 1 ukdzeme absolutni konvergenci — na fadu Z —— aplikujeme odmocninové kritérium, obdrzime
n

n=1
n
T R T, LZ‘ =z <1,
n—o00 n n—00 n

takze fada absolutnich hodnot séitancu konverguje, procez i puvodni fada konverguje. V souhrnu tak rada
konverguje prévé pro z € [—1,1).

Pro |z| > 1 nenf splnéna nutnéd podminka konvergence (posloupnost n? diverguje). Pro |z| < 1 ukdzeme

absolutni konvergenci odmocninovym kritériem — plati

lim {/n3|z|" =|z| lim ({/ﬁ)g =|z| < 1.
n—oo

n—r oo

V souhrnu tak fada konverguje pravé pro |z| < 1.

Ukazme, ze fada je absolutné konvergentni pro vSechna z € R pomoci podilového kritéria — plati

2n+1 |Z|n+1

N Czay — o 2L
Rada je tedy absolutné konvergentni, procez konverguje.
Substituujme y = %. Potom je tato fada s parametrem y totozna s fadou 16, kterd konverguje pravé pro

ly| < 1. Tato fada tak bude konvergovat pravé pro |z| < 3.

Ukazme konvergenci pravé pro |z| < 1. Pro |z| > 1 neni splnéna nutnd podminka konvergence. Pro |z| < 1
je fada absolutné konvergentni, nebot

et &1 w2
YD r <) =
n=1 n=1
tedy fada absolutnich hodnot s¢itanct je shora omezena, tedy z nezdpornosti svych ¢lenu konverguje. Zkou-

mand fada je tak absolutné konvergentni, a tedy konverguje.

Pro |z| > 1 nen{ splnéna nutnd podminka konvergence, takze fada diverguje. Pro z = 1 dostdvame radu

o0
—1)n
Z én—i—)l’ kterd diky klesajicnosti ﬁ konverguje z Leibnizova kritéria. Stejné tak pro z = —1 fada
n=0
> (—1)"+1

Z e konverguje Leibnizovym kritériem. Pro |z| < 1 ukazme absolutni konvergenci. Uzijme limitniho
n

n=0

srovndvactho kritéria (¢leny fady absolutnich hodnot séitanct jsou nezdporné) — plati

(—1)z2n+1

. 2n+1 .
lim ———— = lim =0,
n— o0 z2n+1 n—oo 2n + 1
oo
takze ke konvergenci zkoumané fady postaci konvergence g 22" 1 Tato fada vsak konverguje, nebot
n=0

oo oo
Z 22n+1 — ZZ(ZQ)TL,
n=0 n=0

—3—
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21.

22,

23.

kde vytknutd fada vpravo je konvergentni geometricks, nebot |z2| = |2|* < 1. Rada tak konverguje pravé
pro |z| < 1.

Ukazme, ze fada konverguje pravé pro p > 0 a absolutné konverguje pro p > 1. Pro p < 0 ziejmé neni splnéna
nutnd podminka konvergence, nebot tehdy plati

(_1)77,—1

> lim [(-1)" Y =1#0.

lim
n—oo

n—oo
Pro p > 0 je posloupnost n—lp klesajici, takze fada konverguje Leibnizovym kritériem. V fadé absolutnich
hodnot sé¢itanci obdrzime -

>
D b
n=1 n
coZ je pro p > 1 znamé konvergentni fada a pro p < 1 diverguje, napf. protoze posloupnost ¢asteénych souctu
je zdola omezena ¢astecnymi soucty harmonické fady.

Ukazme, ze fada konverguje pravé pro p > 0 a absolutné konverguje pravé pro p > 1. Pro p < 0 zfejmé neni
splnéna nutnd podminka konvergence, nebot tehdy plati

=1#0.

lim [~
n—oo

Pro p > 0 ukdzeme, Ze posloupnost a, = ﬁ je od néjaké chvile klesajici, z toho potom Leibnizovym
n n

kritériem vyplyne konvergence fady vzniklé vynechédnim nékolika prvnich ¢lent (tak, aby posloupnost zbylych

s¢itanctu byla klesajici). Konvergence fady se nemén{ zménou, priddnim ¢i vynechdnim koneéné mnoha ¢lenu,

takze z tohoto vyplyne konvergence zkoumané frady.

Nyni staci ukézat, ze funkce TP je klesajici na intervalu [c, 00) pro n&jaké ¢ € R*. Jeji derivaci je na R

rovna
/ 1
(e—(p+%)10gw)/ _ (e—(p+%)10gw) A (p+ 1 logz | = —z~P~% . Pty logzy
T T 2

Tato derivace je spojitd na R a plati —xPmr < 1 pro kazdé kladné redlné x. Staci tak ukazat, ze
1‘;%“: > 0 pro vSechna dostatetné vysokd x. To je ekvivalentni xp + 1 > logx, coz pro dostateéné vysoka
x plati, nebot libovoln4 nekonstantni polynoméalni funkce s kladnym vedoucim koeficientem (méme p > 0)

musi prerust logaritmus. Tim je konvergence zkoumané fady pro p > 0 dokazana.

Ptz
xT

o0

Zkoumejme nyni absolutni konvergenci, tedy konvergenci fady E e Uzijme limitni srovnavaci kritérium
n—1 n n
— plati
-1 1
. +1 . _1 . 1\~
lim %: lim n n:(hm nn) =1¢€(0,00),
n—oo

n—oo —_— n—oo
np
oo
takze zkoumand fada absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Z — coz je znamd fada konver-
n
n=1
gujici pravé pro p > 1
Ukazme, Ze fada konverguje pro vechna p > 0 a absolutné konverguje pro p > 1. Necht jsou s; (i > 2)
¢ésteéné soucty zkoumané fady a pro i > 0 zavedme

i %

1 —1
“=2 Gy %= Gy

n=1 —
Vsimnéme si, ze plati
4 (_1)271
ai = Z 2n\p’
2 G+ (-1
b — zl: (_1)2n+1
T B ClE
z ¢ehoz pro ¢ > 1 plati
S2i = a; + b1, S2i+1 = i + bi.
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24.

Zavedeme-li pro 7 > 2 jesté jednu posloupnost

~ (-
@=d

snadno nahlédneme rovnosti co; = a;—1 + b;, c2;+1 = a; + b;. Dohromady tak plati se;11 = co;41 & pro sudy

index 2i plati
1 1

@it 1r @i

§2¢ — C2¢ = (ai - ai—l) - (bi - bi—l) =

Pritom ale limitou tohoto vyrazu je

. . 1 1
Jm (s2i — c2) = Hm, ((2i T (22')17) =0+0=9,

takze dohromady posloupnost s; konverguje pravé tehdy, konverguje-li ¢;. Pfitom ale posloupnost n% je
monoténni s limitou 0, takze fada

i (_1)7l+1
n=2 nr

Leibnizovym kritériem konverguje a je limitou ¢;, z ¢ehoz s; konverguje.

o

1
Pro vysetfeni absolutni konvergence uvazujeme konvergenci fady Z W Limitnim srovnavacim
n -+ (—
n=1
kritériem (¢leny této fady jsou nezéporné) méme
(= enD 1 1
— n\p
lim%:lim 5 = 5 =1,
np n 1 —+ hm
n—00 n
oo
takze zkoumana fada konverguje absolutné pravé tehdy, konverguje-li Z — coz je znama tada konvergujici
n
n=1

pravé pro p > 1.

Rada konverguje, ne vsak absolutné. Nejprve uzijme Leibnizovo kritérium — ukazeme, ze od né&jaké chvile je

1
posloupnost kiﬂ sin% = (1 — k%rl) sin% klesajici (plati kli_}rg@ F T sin 7= 1.0 =0). Pojmenujme f(z) =
( — %4—1) sin % a zderivujme

Nyni je f'(x) < 0 ekvivalentn{ nerovnosti

1 1 1 1 1
mslng‘i-m'ﬁcos <:C2COS*,
x? 1 1

— 4+ cos — —cos — < 0.

(x +1)2 T et
Pritom plati

. z? 1 1 1 1
lim ———sin— + ——cos — — cos — =
zooo (x 412z z+1 =z x

R G A 1 . 1 . 1
= lim - lim sin— ) +( lim - Iim cos— | — | lim cos— | =
z—oo x4+ 1 —00 T x—oo x + 1 T—00 T T—00 T

kde vyuzivame spojitosti funkei sin, cos a znalosti jejich hodnot v bodé 0. Pro dostatetné vysokd = uz
tedy plati f'(x) < 0, neboli posloupnost kiﬂsin% uz je od néjaké chvile klesajici. Tim né&jakd podiada

zkoumané fady vznikld vynechdnim nékolika (koneéné mnoha) prvnich ¢lent konverguje, tedy i zkoumand
rada konverguje.
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o0
k
Pro absolutni konvergenci vysetieme Z Tl sin T vyuzijeme limitn{ srovnavaci kritérium, plati
k=1

| 1 .
sin 1 k sin + S
lim BF (i ) (him ok ) =1 lim Y =g,
k—o0 T k—oo k+1 k—oo y—0t Yy

kde v predposledni rovnosti substituujeme y = % a od limity posloupnosti prechdzime k limité funkce pomoci
o0

Heineho véty. Z toho zkoumana fada konverguje absolutné pravé tehdy, konverguje-li Z T coz je divergentni
k=1
harmonick4 fada.

k

25. Rada konverguje, ne viak absolutné. Ukazme, ze posloupnost e

cos% je od néjaké chvile klesajici. Spolu

k
s lim —s——cos - = 0-1 =0 toto Leibnizovym kritériem povede ke konvergenci néjaké podiady zkoumané

rady, ktera se od ni lisi pouze vynechanim kone¢né mnoha pocatec¢nich clenu, tedy i ke konvergenci zkoumané
.~ . . oz 1 . .
fady. Pojmenujme f(z) = 7257 €0s ¢ a zderivujme

2

rooy (@ 1) =222 1 x 1 1
f(x)—wCOSE'Fm —sm-—-)--|——7=.

Nerovnost f’(z) > 0 pak ekvivalentné (s vyuzitim 22 + 1 > 0 pro vSechna x) upravime do podoby

2 in L
1—x 1 sin -

cos — + < 0.
T

Pritom ale

1—22 1 sini 1— a2 1 1 1
lim $ cos 7+sm £ = lim ). lim cos— |+| lim — lim sin— )| = —-1-140-0= -1 <0,
z—00 2 +1 xT xT z—00 T2 +1 T—00 xT T—00 I T—00 €T

takze f’(x) < 0 plati pro vSechna dostatecné vysokd x, coz jsme chtéli dokdzat (funkce f(x) i posloupnost
s¢itancu zkoumané fady jsou timto od jisté chvile klesajic{). Zkoumand fada tak konverguje.
— k 1
Pro absolutni konvergenci vySetfeme Z Pl cos T vyuzijeme limitni srovnavaci kritérium, plati
k=1

k 1 k
. 2708y (.. . 1 .
lim w lim -=——] - lim cos - =1- lim cosy =1,
k—o0 5 k—oo k% + 1 k—o0 y—0+

kde v predposledni rovnosti substituujeme y = % a od limity posloupnosti prechdzime k limité funkce pomoci
oo

Heineho véty. Z toho zkoumana fada konverguje absolutné pravé tehdy, konverguje-li Z T coz je divergentni
k=1

harmonick4 fada.
26. Ukazme, ze fada konverguje pravé pro o > % Pojmenujme posloupnost sé¢itanci fady {a,} -, a upravme
Ynt2-Yntl _ 1
ne T (04228 + (n+2) B+ )3 + (n+ 1)2/3)

Ap =

Uzijme limitn{ srovnédvaci kritérium (z posledniho vyjadfeni jsou ¢cleny nezdporné) — plati

T i n?/3
oo a{% Tl 122+ (nt 2) B+ 1)+ (nt 128
1
= lim

) ) ) )Y

o

takze zkoumanda rada konverguje, pravé pokud konverguje Z

5. Toto je ale znama fada konvergujici
n*ts
n=1

praveé pro a+§ > 1, tedy a > %
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27. Ukézeme, Ze fada je neabsolutné konvergentni. Pojmenujme a,, = v/n? +n — v/n? a f(z) = Va? + z — V2.

28.

Ukézeme, ze f je na [1,00) klesajici. Z toho vyplyne i klesajicnost a,, = f(n) a konvergence zkoumané fady
Leibnizovym kritériem. Zderivujme

F@) =2 @ +a) 2 20+ 1) — g V8,

W =

Tato derivace je spojitd a plati f/(1) = 272/3 — 2 = —0.0367 < 0, staci tedy pro klesajicnost f ukazat, ze
f'(z) nenabyva pro z € [1,00) hodnoty 0. Rovnost f/(z) je ekvivalentn{

(.1‘2 + l‘)_2/3 — 21,—1/37
1
(2% + 2)% = =z,

8
8zt + 162> + 822 — z = 0.

Piitom ale pro x > 1 je uréité 22 > x a zéroven a2 > 0, takze 8x* + 1623 + 822 — x = (82* + 1623 + 622) +
224+ (22 —2) > 0+ 0+ 0 = 0 a rovnost f'(x) = 0 vskutku nemtize pro z > 1 nastat. Tim je konvergence
fady dokézana.
o0
Pro absolutni konvergenci vysetiujeme Z an, podobné jako vyse plati
n=1
1 1

. an _ . —_—
i — i I+ D23 4 (14 2)1B11/3 11273~ 3 € (0,00)

takze Z an konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Z

n=1

PRVER coz je znamé divergentni fada.

2n
2 [O———
. . —1 n+1 " - [ ~ . v/ “ v
Pojmenujme a, = “F D" o vsimnéme si, ze clen fady pro n = 1 je roven nule, staéf tedy vysetiovat
nn+l

konvergenci E an. Plati 2—" < 27?_:’12 = 2 a funkce x — n* je pro pevné zvolené n > 1 rostouci, takze urcité
n=2

2n 2
n? 4 (=1)"nntt > n? — pai

v
o

neboli ¢leny a,, jsou nezaporné. Zaroven

Za, <Zn —|—n"+1
n

nn+1

staci tedy ukazat konvergenci fady vpravo. Ukazme lim n=t172 = 1. Plati
n— oo

2 1
lim < n > logn = —2 lim AL 0,
n—oo \ 1 + 1 n—oon + 1

z toho pak lim nAri =2 = exp ( lim <
n—oo

n—oo

— 2) log n) = ¢% = 1. Analogicky odvodime lim neitt =1,
Nyni uzijme limitn{ srovnavaci kritérium — plati

2n
n?4nntl

2n
an l4nnti=2 141
. +1 .
lim —"—— = lim e = =2¢€ (0,00),
n— 00 vl n—00  natl —4 1
oo
takze limitnim srovnavacim kritériem staci ovérit konvergenci E —5, €0z je vSak znamd konvergentni rada
n
n=2

(resp. jeji podrada vznikld vynechdnim prvniho ¢lenu).



