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Predmluva

Nasledujici text je mirné¢ upravenym piepisem mych pfiprav k vybérové prednasce Deskrip-
tivni teorie mnozin I a bude jesté dale upravovan. Nejedna se tedy o skripta, nebot tato by vy-
zadovala fadu podstatnych doplnéni. Pfesto snad tento text bude pomoci pti absolvovani
vybérové prednasky v zimnim semestru 2013/14.

Vyklad se opira zejména o [?].

M.Z.






KAPITOLA 1

Polské prostory

1.1. Definice a zakladni vlastnosti

Definice 1.1.1. Rekneme, e topologicky prostor (X, 7) je polsky, jestlize je separabilni a
metrizovatelny uplnou metrikou.

Klasicka deskriptivni teorie mnozin je ¢ast matematiky, ktera se zabyva ,,definovatelnymi®
mnozinami a zobrazenimi v ramci polskych prostort.

Poznamka 1.1.2.
» Polsky prostor je vzdy dvojice (mnozina, topologie), zpravidla ale budeme fikat jen
»polsky prostor X“.
> Uplné metrika na polském prostoru kompatibilni s jeho topologii neni uréena jedno-
znacéné.
» Termin zavedl R. Godement ze skupiny Bourbaki. Pouzival ho viak pro prostory me-
trické nikoliv topologické metrizovatelné.

Priklad 1.1.3 (ptiklady polskych prostort).
» R, C, R", C" s obvyklymi topologiemi
» 2:=1{0,1}, w :={0,1,2,...}, s diskrétnimi topologiemi

» scparabilni Banachovy prostory
» metrizovatelné kompaktni prostory

Véta 1.1.4 (Baireova véta). Necht X je topologicky prostor metrizovatelny aplnou metri-
kou. Potom prinik spoc¢etné mnoha hustych otevienych mnozin v X je husty v X. Tvrzeni
specialné plati pro X polsky.

Bez dikazu.

Véta 1.1.5. Necht X je tplny metricky prostor a (Fy)new je posloupnost neprazdnych uza-
vienych podmnozin X splnujici

e Vnew: Fyy1 C Fy,

e lim, oo diam F,, = 0.

Potom existuje x € X takové, ze ()¢, Fn = {x}.

Bez dikazu

1.2. Dalsi vlastnosti polskych prostort
Véta1.2.1.

(i) Necht X, ,n € w, jsou polské. Pak [], ., X» (se souc¢inovou topologii) je polsky.
1



2 1. POLSKE PROSTORY

(ii) Necht X je polsky. Podprostor H C X je polsky pravé tehdy, kdyz H je typu Gs v X,
tj. H = (\,,ee Va»> kde V;, jsou oteviené mnoziny v X .

Diikaz. (1) Necht dy, je uplna kompatibilni metrika na X,,n € w. Metrikud na X := [, ¢, Xn
definujeme takto

d(x.y) =Y min{27" dpy(Xp. yn)}. X = (xa). y = (¥n).

n=0

Ovéreni pozadovanych vlastnosti je pak standardni i kdyz ne kratkou zalezitosti.

(i) Pokud H = @ nebo H = X, pak tvrzeni zifejm¢ plati. Budeme tedy v dal$im predpo-
kladat, ze H je neprazdna vlastni podmnozina X.

= Necht p je Gplna metrika na H. Pro n € w polozme
Vo = IV C X; Vjeoteviend v X,V N H # @.diam,(V N H) <27"}.
Ukazeme, ze plati
H=(\(VanH).
new

Inkluzi C je snadné dokazat. Odvodime inkluzi obracenou. Pokud x € V;, NH pro kazdén e
w, tak existuje posloupnost G, otevfenych mnozin takova, ze x € Gp4+1 C G, a diamy(G, N
H) <27". Ozna¢me {y} = (),e, Gn N " Pokud by x # y, pak existuje oteviena mnozina
O C X takova,ze y € O ax ¢ O. Nalezneme n € o takové, ze G, N H C O. Na druhé strané

ale G, N (X \ 0)N H # B, nebot x € G, N (X \ 0) N H. To je ale spor.
Mnozina H je tedy spocetnym pranikem Gg mnozin, a tedy Gs.

< Necht d je Gplna metrikana X a H = ()
Polozme F,, = X \ U, a

Un, kde @ # U, S X jsou oteviené v X.

new -

1 1
d(x,Fy) d(y, Fn)

d(x.y)=d(x.y)+ > _ min {2—",

n=0

}, x, yeH.

Funkce d Jemetrika. Funkce je korektné definovana, je symetricka a zfejmé d (x,y) = 0 prav¢
tehdy, kdyz x = y. Pokud jde o trojihelnikovou nerovnost, tato snadno plyne z nerovnosti

1 1 1 1 1 1
d(x, Fp) d(y,F)| ~ |d(x, F)  d(z, Fo)| ' |d(z, Fa)  d(y, Fn)

+ . X, y, z€H.

{

Metrika che ¢kvivalentni's d. Pokud x; i x, pak plati d(x;, Fp) — d(x, Fy,) pro kazdén € w.
Odtud a z definice d jiz snadno plyne x; i x. Pokud x; i) x, pak zfejmé x; i X.

Prostor (H,d) Je uplny. Necht (x;) je cauchyovska v (H, d ). Potom (x;) je cauchyovska v
(X.d) a existuje x € X takové, ze x; — x. Pro kazdé n € w je posloupnost (1/d(x;, Fy))i

cauchyovska, a tedy konvergentni v R. Odtud jiz snadno plyne x € H a x; i x.

Prostor (H, d ) je separabilni. Ziejmé. ]



1.3. BAIREUV PROSTOR o® 3

Oznaceni 1.2.2. Necht A4 je neprazdna mnozina. Symbol A~* zna¢i mnozinu vsech ko-
ne¢nych posloupnosti prvkia z A (véetné prazdné). Je-li s = (so,....5k—1) € Ak c 4= 4
t =(to,11,...) € A=? U A®, pak spojeni posloupnosti s a ¢ definujeme jako

sNt = (S(),...,Sk_l,lo,ll,...).

Délkou posloupnosti s € A® rozumime pocet ¢lenit s; znacime |s|. Necht s € A= U A®.
Potom s|k znadi restrikci s na k € o, pficemz |s| > k nebo s € A®.
Jedlis e A% at € A U A®, tikame, Ze t prodluzuje s, jestlize s = ¢||s|; znacime s < ¢.

1.3. Bairetiv prostor v

Na prostoru @® uvazujeme soucinovou topologii, pficemz na @ mame topologii diskrét-
ni. Necht s € o=%. Pak ozna¢ime
N(s)={v ew? |s|=t| &s <v};
jde o takzvany Bairetv interval.
Plati:
» Mnozina N (s), s € ®=%, je obojetna, tj. oteviena i uzaviena. Plati totiz

w? \ N(@s) = JIN@): || = Isl.s # 1.

» Primo z definice soucinové topologie plyne, ze systém {N (s); s € @~} tvoii bazi v®.

Véta 1.3.1 (Alexandrov-Urysohn). Prostor o® je az na homeomorfismus jedinym neprazd-
nym nuldimenzionalnim polskym prostorem, jehoz vS§echny kompaktni mnoziny maji prazd-
ny vnitrek.

Bez dikazu.

Disledek 1.3.2. Prostor ®® je homeomorfni s prostorem R\ Q,
Véta1.3.3. Necht X je neprazdny polsky prostor. Pak existuje spojité zobrazeni ® na X.
Diikaz. Necht p je Gplna metrika na X splnujici diam, X < 1. Zkonstruujeme neprazdné
uzaviené mnoziny Fy, s € w~%, takové, ze

1) Fp =X,

Q) Vs € 0=¢ : diam Fy < 271s],

(3) Vs e w=?: U,ep Fsrn = Fs.

Konstrukce systému { Fg; s € 0~?}.

e s = (J: Polozime Fy = X.

e Predpokladejme, ze Fy jiz mame, a chceme zkonstruovat Fyn, pro n € w. Prostor X
je separabilni, a proto Fy je separabilni. Nalezneme mnozinull {xn; n € w} hustou v Fs.
Polozime .

Fs/\n = Fs N B(.Xn, 2_(|S|+2)).
Tim je konstrukce provedena a (1)-(3) zfejmé plati.
Definice zobrazeni ¢. Definujme hledané ¢ : ® — X takto

{p(a)} = m FaIn-

new

"Mnozina {x»; n € w} mizZe byt i jednoprvkova.
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Korektnost definice . Posloupnost (Fg,)n je tvofena do sebe zafazenymi uzavienymi mno-
zinami spliujicimi diam Fy|, — 0 (vlastnost (2)). Podle Véty [1.1.5 je mnozina (,c, Fyin
jednoprvkova.

Spojitost ¢. Necht o € w® a & > 0. Plati (N (a|k)) C Fyx pro kazdé k € w. Prok € w
splnujici 27k < ¢, pak mame
diam (N (@[k)) < diam Fp <27 <&
Surjektivita ¢. Je-li s € @~ a x € Fy),, pak podle (3) existuje n € w takové, ze x € Fyny.

Pro libovolné x € X tedy existuje o € w® takové, ze x € Fy g pro vsechna k € w. Pak mame
o(a) = x. [ |

1.4. Cantoruv prostor 2

Prostor 2% je opatfen soucinovou topologii. Jedna se o kompaktni, nuldimenzionalni

prostor, ktery je také polsky.

Véta 1.4.1 (Brouwer). Cantortiv prostor 2 je az na homeomorfismus jedinym neprazdnym
nuldimenzionalnim kompaktnim metrizovatelnym prostorem bez izolovanych bodi.

Bez dikazu.

Véta 1.4.2. Necht X je neprazdny metrizovatelny kompaktni prostor. Pak existuje spojité
zobrazeni 2% na X.

Dukaz l1ze provést podobné jako dtikaz Véty .
1.5. Hilbertova krychle [0, 1]*

Prostor [0, 1] je opatfen soucinovou topologii, pficemz na [0, 1] uvazujeme obvyklou
topologii. Prostor [0, 1]* je kompaktni metrizovatelny, a tedy polsky.
Véta 1.5.1. Kazdy polsky prostor je homeomorfni G5 podmnoziné [0, 1]*.
Diikaz. Necht X je polsky a neprazdny, ptipad X = @ je trivialni. Zvolme aplnou kompatibil-

ni metriku p na X splnujici diam, X < 1. Naleznéme spocetnou hustou mnozinu {x,; n € o}
v X. Definujme f : X — [0, 1] takto:

Jf(x) = (p(x, Xn))new-

Korektnost definice a spojitost f . Ziejmé.

Injektivita f. Pokud x # y, pak existuje n € o takové, Ze p(x,x,) < p(y,xn), a tedy
fx) # f(y).

Spojitost f~1. Necht f(y") — f(y). Mame ukdzat, ze také y" — y. Vime, ze p(y", x) —
p(y. xx) pro kazdé k € w. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje k € w takové, ze p(y, xx) < €/3. Pro
jisté ng € w plati

Vnew,n>ng: p(y", xx) < %8.

Pak mame
Vnew,n>ng: p(y",y) < pO", xx) + p(xg, y) <e.
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Mnozina f(X)je Gs. Prostor f(X) je homeomorfni's X, a je tedy polsky. Podle Véty @Je
f(X) typu Gs v [0, 1]®. [ |

1.6. Prostor kompaktnich mnozin X (X)

Necht X je polsky. Ozna¢me
K(X) ={K C X; K je kompaktni}.
Vietorisova topologie na K (X) je generovana mnozinami tvaru
(KeXK(X): KNV £0) a (KeX(X) KV},
kde V' C X je oteviena.
Poznamka 1.6.1. Mnoziny tvaru
(KeX(X): KCVo, KNV, £0,i=1,....n,

kde n € w, Vo, V1, ..., V jsou oteviené podmnoziny X, tvoii bazi Vietorisovy topologie.
Véta1.6.2. Necht X je polsky a p je kompatibilni dplnad metrika na X splnujici diam, X < 1.
Pak zobrazeni i : X (X) x K (X) — [0, +00) definované predpisem

max{sup,. g P(x, L), Sup,ef, p(y,K)}, K #0,L F#;

h(K,L) = 40, K=L=0;
1, jinak;

je uplna metrika na K (X) kompatibilni s Vietorisovou topologii. Tato metrika se nazyva
Hausdorffova.

Ditkaz. Lobrazeni h je metrika. Staci ovérit trojahelnikovou nerovnost, korektnost a ostatni vlast-
nosti jsou ziejmé. Necht K, L, P € K (X). Pokud je néktery z kompaktd K, L, P prazdny,
pak zfejmé
h(K,L) <h(K,P)+ h(P,L). 1)
Dokazeme @) 1 pro ptipad neprazdnych kompaktt. Necht x € K,y € Lap € P.
Postupné odhadujme:
p(x,L) < p(x,y) < p(x, p) + p(p. y).
p(x,L) < p(x, p) + p(p, L),
p(x,L) < p(x, p) +h(P,L),
p(x,L) < h(K, P) + h(P, L).

Odtud jiz snadno plyne dokazovana nerovnost.

Kompatibilita s Vietorisovou topologit. Oznacéme Vietorisovu topologii jako 'V a topologii indu-
kovanou Hausdorffovou metrikou jako #. Chceme dokazat # = V.
Inkluze # C V. Zvolme K € K(X) ae > 0. Mnozina K je kompaktni, takze mizeme nalézt
konecny systém B otevienych kouli protinajicich K s diametrem mens$im nez ¢, ktery pokryva
K. Potom plati

By(K.e) D{L e X(X): LC| JBaVBeB: LNB#0}5K.
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Inkluze’V C #H. Necht V C X je oteviena a K € J(X) splnuje KNV # @. Zvolmex e KNV
a k nému naleznéme ¢ > 0 takové, ze B(x, &) C V. Potom
By(K,e) C{L € X(X); LNV # 0.

Nyninecht V C X jeotevienaa K € K (X), K # @, splnuje K C V. Nalezneme ¢ > 0 takové,
ze
{yeX; p(y,K)<epCV.
Potom plati
By(K,e) c{L e K(X); LCV}.
Pro K = @ staci polozite = 1/2.

Separabilita X (X). Naleznéme D C X spocetnou a hustou. Polozme
D :=1{K € K(X); K jekone¢naa K C Dj}.
Mnozina D je spocetna. Jestlize Vo, V1,..., Vy jsou oteviené podmnoziny X takové, ze
§:={KeXX): KCVoaKNV;#0,i=1,....n

je neprazdna, pak pro kazdé i € {1,...,n} zvolme x; € Vo N V; N D a poloizme L :=
{x1,...,xn}. Potom L € § N D, takze O je husta v K (X).

Uplnosz‘ (K(X),h). Necht (Ky) je cauchyovska posloupnost v (K (X), k). Polozme
K .= ﬂ U K;.
nEwW j>n
Odvodime:

(1) K € X(X),
@ K, — K.

(1) Staci ukazat, ze mnozina | ,,¢,, Kn je totalné omezena, pak je totiz mnozina | J,,¢,, Kn
kompaktni. Vezméme ¢ > 0. Pak existuje ng € o takové, ze
Vnew, n>ng: h(Ky, Kny) <e/2.
Necht S je konec¢na ¢/2-sit v Kj,,. Potom
| Kn C{y € X: p(y. Kng) < £/2}.
n=no

Odtud plyne, ze S je e-sit |U,>,, Kn- Existuje tedy e-konec¢na sit mnoziny | J, ¢, Kn, protoze
Un<no Kn je kompaktni.

(2) Necht mnozina V je otevienav X a K C V. Plati (), ¢, K;NnvVe=KnVe =4,

a tedy existuje ng € o takové, ze

j=n

Pro n > ny tedy plati K, C V.
Nyni necht mnozina V' C X je opét otevienaa K NV # @. Naleznemee >0ax € KNV
takové, ze B(x,e) C V. K tomuto ¢ nalezneme ngy € w takové, ze

Vn,m>ng: h(Ky, Ky) <e/2.
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Dale existuje mo > ng takové, ze Ky, N B(x,e/2) # @. Potom pro kazdé n > my plati
Ky N B(x,e) #0,atedy K, NV # 0. [ |

1.7. Rozsifovani spojit)’rch zobrazeni

Véta 1.7.1 (Kuratowski). Necht X je metricky prostor, Y je tiplny metricky prostor, A C X
a f:A—Y jespojité zobrazeni. Potom existuje Gs mnozina G takova,ze A C G C 4, a
spojité rozsiteni g : G — Y zobrazeni f.
Diikaz. Definujme oscilaci zobrazeni f v bodé x € 4 takto
osc(f, x) = inf{diam f(U); U je okoli x}.
Pro x € A plati osc(f, x) = 0. Polozme
G = {x € A4; osc(f.x) = 0}.

Ovéiime pozadované vlastnosti.

o Inkluze A C G C A. Tato vlastnost zfejmé plati.

o Mnozina G je typu Gs. Plyne z rovnosti

G = ﬂ{x € A; osc(f.x) < 1/n},
new

nebot {x € 4; osc(f.x) < 1/n} je oteviena v A.

Zobrazeni g definujeme takto

gy =) f(Bx,27%), xeG.

kew

o Korektnost definice g plyne z Véty .

o Spojitost g plyne z rovnosti osc(g, x) = osc(f,x) =0prox € G.

o Qobrazeni g rozsifuje f. Snadné. [ ]
Véta1.7.2 (Lavrentév). Necht X, Y jsou tiplné metrické prostory, AC X,BCYa f:A— B
je homeomorfismus A na B. Pak existuji G, H typu Gs takové,z2e ACG C X,BCHCY,
a f : G — H homeomorfismus G na H splnujici f|4 = f.

Diikaz. Podle Véty existuje G1 typu Gs a spojité zobrazeni fi : Gi — Y takové, Ze
A C Gy a filA = f. Podobné nalezneme H; typu Gs a spojité zobrazeni g : H;y — X
takové, z2e B C Hyag1|B = f~L.

Oznaéme

R:={(x.y) € G1 xY: fi(x) =y}
S:={(x,y) e X xH;; x=g1(y)}

Polozime G := nx (RN S), H := ny (RN S) a f := f1|G. Ziejmé f~' = g1|H, a tedy f je
homeomorfismus G na H.

Zobrazeni ¥(x) = (x, fi(x)) je spojité na Gy, S je uzaviend v X x Hy a G = ¢y~ 1(S).
Mnozina G je tedy typu Gs v X. Podobné lze odvodit, ze H je typu Gs v Y. [
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1.8. Cviceni

Cviceni 1. Dokazte, Ze na kazdém tGplném metrickém prostoru existuje ckvivalentni plna
metrika, ktera je omezena.

Cvi¢eni 2. Dokazte Vétu [l.4.9.
Cviceni 3. Je-li X kompaktni metrizovatelny prostor, pak K (X) je kompaktni.

Cviceni 4. Ukazte, Ze prostory
() {K € KX(R); A(K) = 0} (A znaci Lebesgueovu miru),
(i) {K € K(X); K jeridka}, kde X je polsky,
jsou polské.
Cvi¢eni 5. Ukazte, Ze prostory (2°)®, 2¢*“ a 2% jsou homeomorfni.
Cviceni 6. Ukazte, Ze mnozina {7 € w®; 7 je permutace} je polsky.
Cviceni 7. Rekneme, e T C 0=<? je strom, jestlize pro kazdé t € 0=%,s € T, t < s, plati
t € T. Ukazte, ze prostor {T € 2@=). T je strom} je kompaktni.

Cviceni 8. Naleznéte ¢ : 0 — 2% takové, Ze ¢ je homeomorfismus 0® a g(w®).

Cviceni 9 (Tietze). Necht X je metrizovatelny prostor, F C X jeuzavienavX a f : F — R
. o jem iy p J
je spojita. Dokazte, ze f lze spojité rozsifit na X . Dokazte.

Cvi¢eni 10 (Kirszbraunn). Necht X je metricky prostor, F C X a f : F — R je lipschitzov-
ska. Dokazte, ze f lze lipschitzovsky rozsitit na X. Dokazte.



KAPITOLA 2

Zakladni vlastnosti borelovskych a
analytickych mnozin

2.1. Zavedeni borelovské hierarchie a jeji vlastnosti

Definice 2.1.1. Necht X je metrizovatelny prostor. Pro kazdé ordinalni ¢islo 1 < & <
definujeme systémy mnozin Z'g(X) a Hg(X) induktivné takto:

X9(X) = {U C X; U je oteviena mnozina},

MY(X)={ACX; X\AeZ{X)},

ZX) = An: An e I (X).En <Eproncwy.  E>1
new
Dale oznaéme Ag(X) = Hg(X) N Zg(X). Mnozinu A ze systému Zg(X) (resp. Hg(X),
Ag(X)) nazyvame mnozinou aditivni tfidy & (resp. multiplikativni tfidy &, obojetné t¥idy &)
v X.

Vzhledem k tomu, e ndmi uvazovany prostor X je metrizovatelny, plati X(X) C X9(X).
Potom jiz pifmo z definice dostdavame X2(X) C X9 (X) a H(X) C I ;(X) kdykoliv 1 < ¢ <
n < wi. Odtud opétovnym pouzitim definice dostavame Eg(X) U Hg(X) C Ag(X), kde
1<é<n<ow.

Poznamka 2.1.2. Pokud prostor X obsahuje homeomorfni kopii 2, pak jsou vSechny uve-
dené inkluze ostré.

Ozna¢me Borel(X) o-algebru borelovskych mnozin. Plati
BorelX)= | J Z{x)= (J mix)= J 42m.
1<é<w; 1<f<wi 1<é<w
Poznamka 2.1.3.
() Plati:F, = X9, Gs = 09, F,5 = N9, Gsg = X3
(i) Z definice a de Morganovych pravidel vyplyva, ze ¥ g je uzaviena na spocetna sjed-
noceni a Hg na spocetné praniky. Odtud pochazi také terminologie.
Véta 2.1.4. Necht X je metrizovatelny prostora 1 < § < wy.
(1) Systém Eg(X) je uzavreny na konec¢né praniky.
(i) Systém Hg(X) je uzavieny na konec¢na sjednocent.

9
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Ditkaz. (i) Pro £ = 1 tvrzeni plati, nebot jde o zakladni vlastnost topologie. Necht nyni 4, B €
Eg a & > 1. Podle definice mtzZeme psat:

A= 4. Ap € Mg (X), En < &
new

B= ] Bm. By € M) (X)), Nm < &.
mew

Pak mame

ANB = U An N Bm a An N Bm € H?nax{én,nm}(X)’

(n,m)ew?

atedy AN B € Z'g(X). Odtud jiz snadno plyne dokazované tvrzeni.

(i1) Tvrzeni plyne z (i) uzitim de Morganova pravidla. [ ]
Poznamka 2.1.5. Necht X je metrizovatelny prostor. Potom je o-algebra borelovskych mno-
zin nejmensim systémem, ktery obsahuje véechny oteviené podmnoziny X a je uzavieny na
spocetna sjednoceni a spocetné priniky.

Véta 2.1.6. Necht X je metrizovatelny prostor, A C Z C X al <& < w;. Pak 4 € Eg(Z)
pravé tehdy, kdyz existuje AeXx g(X ) takové, 2e A = AN Z. Analogické tvrzeni plati i pro
multiplikativni tfidy.

Diikaz. Pro a = 1 plyne pozadované tvrzeni z definice topologie na podprostoru. Pro ostatni

o obdrzime tvrzeni transfinitni indukci. ]

Véta 2.1.7. Necht X, Y jsou metrizovatelné prostory a f : X — Y je spojité. Jestlize 4 €
>%(Y) (resp. mdy), A%(v)), pak f71(4) € >%(X) (resp. md(x), AY(X)).

Diikaz. Pro ¥ (1), n (1) tvrzeni plati - jde o zakladni vlastnost spojitych zobrazeni. Pokud tvrzeni
plati pro kazdé Z'g(Y), Hg(Y), £ < a,amame A € Zg(Y), potom A = Ap, kde
Ay € Hgn(Y), &n<a,a

new

-1 =1 _ -1
A= r (nLeijn>—Uwf (An),
em? (X)

atedy f71(4) € Z5(X). Vztah
N =N @ =X\ A,

pak ukazuje platnost tvrzeni pro ITJ.

Tvrzeni pro A vyplyvéa okamzité z vysledku pro aditivni a multiplikativni tiidy. [ ]
Poznamka 2.1.8. Pro obrazy podobné tvrzeni neplati. O tom vice v dalsich paragrafech.
Véta 2.1.9 (borelovské tridy v polskych prostorech). Necht X, Y jsou polské prostory, A €

Z'g(X), a > 3 (resp. Hg(X),oe > 2), B C Y. Jestlize jsou A a B homeomorfni, potom
B e X(Y) (resp. MY(Y)).
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Diikaz. Tvrzeni dokazeme pouze pro aditivni tfidy. Pro multiplikativni tfidy je dtikaz stejny.
Necht f : A — B je homeomorfismus A na B. Tento podle Véty roz$ifime na homeo-
morfismus mnoziny 4 € MT9(X) na mnozinu B € M3(Y). Potom je B € X%(B), a tedy také
B e X2(Y), nebot o > 3. [
Priklad 2.1.10.
» Oznalme
Q={ae2” dInecwVj>n: aj =0}
MnoZina Qje Z'g a neni Hg.
» MnozZina
S={Bec2”)”: Vnew: BnecQ;
je Y aneni X9.
» Necht X je polsky prostor. Mnozina
Fin = {K € X(X); K je kone¢na}

je typu X' a neni typu I75.

2.2. Analytické mnoziny a jejich vlastnosti

14.A

Definice 2.2.1. Necht X je polsky a 4 C X. Rekneme, e A je analyticka (v X), jestlize
existuje polsky prostor Y a spojité zobrazeni ¢ : ¥ — X takové, ze ¢(¥Y) = A. Mnozinu
viech analytickych mnozin v X znaéime X} (X).
Rekneme, Ze A je koanalyticka (v X), jestlize X \ 4 € > }(X). Mnozinu viech koanaly-
tickych mnozin v X znacime IT LX),
Poznamka 2.2.2.
(1) Prazdna mnozina je analyticka, stadi vzit za Y prazdny prostor.
(i) Kazda IT podmnozina polského prostoru X je analyticka (Véta .
(i) Spojita zobrazeni mezi polskymi prostory zachovavaji analyti¢nost, tj. jeliyy : X — Z
spojité zobrazeni mezi polskymi prostory a A € rlx), pak ¥ (4) € 2.
Véta 2.2.3. Necht X je polsky a A,, n € w, jsou analytické v X. Potom (J,,¢,, An> (new An
jsou analytické v X.
Diikaz. Sjednoceni. Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat 4, # @ pro kazdé n € w.
Podle Véty existuje pro kazdé n € w spojité zobrazeni ¢, : @ — X splnujici ¢, (0®) =
Ap. Definujeme ¢ : ©® — X takto
(p(V07 VI, v27 . ) - @vo(‘)l, ‘)27 . -)a
. ¢(n") = ga(v).
Robrazend ¢ je spojité. Pokud v/ — v, pak existuje ng € w takové, ze pro kazdé j > ng plati

vé = vg. Pak mame

lim (p(vj) = lim (pvj(v{,...) = lim <p,,0(v{,...) = Qv (V1,...) = @(v).
j—o00 j—ooo Yo j—o00
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Platnost p(0®) = U, e An- Jeli x € U, e, An, potom existuje n € o takové, ze x € A,.
Pak nalezneme v € w® takové, ze ¢, (v) = x. Odtud mame ¢(n"v) = ¢,(v) = x. Opacna
inkluze je zfejma.

Nyni dokazeme tvrzeni o praniku. Predpokladejme, ze (), ¢, An # 9, v opa¢ném pripadé
tvrzen{ zfejmé plati. Polozme Y = (0®)®. Prostor Y je polsky podle Véty[L.2.1/(i). Necht nyn{
@n jsou jako v predchozi ¢asti. Polozme

F={y=0o0y1y2...)€Y;Vnmew: ¢a(yn) = ¢m(ym)}-
Plati
F= () eY; galvn) = onlym)}.

n,mew

uzavrena
Mnozina F je tedy uzaviena v Y a jde tak o polsky prostor. Pak plati

g0 0 wo(F) = () An,
new
kde mg : ¥ — w® je projekce na nultou souradnici. Je-li totiz x € ¢ o mo(F), tak existuje
(y0, ¥1....) € Y takové, ze
x =@o(yo) =e1(y1) = ...,
atedy x € (), ¢p An- Pokud x € (N,¢,, An, pak existuji yo, y1,:-- € @® takové, ze ¢; (i) = x.
Pak mame x = (¢g o m9)(y), kde y = (yo. y1,...). [

Poznamka 2.2.4.
(i) Z predchozi véty a de Morganovych pravidel dostavame analogické tvrzeni i pro
koanalytické mnoziny.
(i) Ttida analytickych mnozin neni uzaviena na operaci doplnku.
Véta 2.2.5. Necht X, Y jsou polské prostory, A € X 1(X) (resp. T{(X)), B C Y a A je home-
omorfni s B. Potom B € ¥ 1(Y) (resp. mly)).

Diikaz. Tvrzeni pro X % plyne z Poznémky .

Necht A e Mi(X)ag: A — B je homeomorfismus. Podle Lavrentévovy véty (Véta
existuji Ae my(X), B e MY(Y) a homeomorfismus ¢ : A— B rozsifujici ¢, pficemz A C A,
B C B.Potom B\B € X{(Y),atedyY\B = (Y\B)U(B\B) € X{(Y),takze B I{(Y). m
Véta 2.2.6. Necht X je polsky. Pak Borel(X) C X1(X) a Borel(X) C T }(X).

Diikaz. Podle Véty plati X9(X) € ¥1(X). Nyni Poznamka v .1.5a Véta 2.2.3 spole¢né
dévaji Borel(X) C X 1(X). Odtud také ihned plyne Borel(X) C ml(x). [

2.3. Luzinova véta

Véta 2.3.1. Necht X je polsky, A1, 45 € Ei(X) a A1 N Ay = 0. Pak existuje borelovska
mnozina B C X oddélujici A1 od A2, tj. Ay CBaBN Ay =0.

K dikazu pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 2.3.2. Necht pro kazdé n, m € w lze mnozinu C, C X oddé¢lit od mnoziny D,, C X

borelovskou mnozinou. Pak lze | J, ¢, Cn oddélit od | J D,,, borelovskou mnozinou.

new mew
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Diikaz. Nechtn, m € w a By m je borelovska mnozina splnujici C, C Bym, Bpym N D = 9.

Pak staci polozit
B = U ﬂ Bn’m.
neEw mew
]

Diikaz véty. Pokud je alespon jedna z mnozin Ay, A2 prazdna, pak tvrzeni ztejmé plati. Pred-
pokladejme tedy, ze uvedené mnoziny jsou neprazdné. Pak existuji spojitad zobrazeni ¢; a
@2 z w® do X takova, ze ¢1(0®) = A1 a p2(0®) = Az. Predpokladejme, Ze A nelze oddélit
od A3 borelovskou mnozinou. Pak podle Lemmatu existuji vo, Lo € w takova, ze ¢1(N (io))
nelze oddélit od ¢ (N (vg)) borelovskou mnozinou. Plati totiz

pi(®) = JaWNm), =12

Opakovanym uzitim Lemmatu zkonstruujeme pu,v € w® takové, ze pro kazdé k € w
plati: @1 (N (v]k)) nelze oddélit od ¢2(N (1]k)) borelovskou mnozinou. Plati ¢1(n) € Ay,
@2(v) € A, a tak existuji oteviené disjunktni mnoziny G, G2 C X takové, ze ¢1(u) € Gy a
¢2(v) € Ga. Zobrazeni ¢1, ¢ jsou spojitd, a proto existuje k € w takové, ze

o1(N(plk) CG1 a  @2(N(ulk)) C G,

COZ je spor. [ ]
Disledek 2.3.3. Necht X je polsky, A C X je analyticka i koanalyticka. Potom A4 je borelov-
ska.

Diikaz. Staci aplikovat Luzinovu vétu na dvojici A 1= A a Ay 1= X \ A. ]

Priklad 2.3.4. 1. Mnozina
{f €%€([0,1]); f ma vlastni derivaci v kazdém bod¢}

je koanalyticka, ne vsak borelovska.
2. MnoZina

{f €€([0,2n]); Fourierova fada f konverguje vSude k f}

je koanalyticka, ne vsak borelovska (Kechris-Ajtai [?]).
3. Mnozina
{K € K([0,1]); K je spocetna}
je koanalyticka, ne vsak borelovska (Hurewicz).

Konec 9. prednasky, 7.11. 2011

2.4. Suslinova operace

Definice 2.4.1. Suslinovym schématem (na mnoziné X) rozumime systém podmnozin X
indexovany prvky @ =®. Suslinova operace aplikovana na schéma (Py)sep<e dava mnozinu

As Py = U ﬂPVIn-

VEW® NEW

Véta2.4.2. Necht X je polsky, A C X. Pak je ekvivalentni:

25.C
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(@) A€ Xi(X),

(b) existuje uzaviena F C X x o® takova, ze mx (F) = A,

(c) existuje Suslinovo schéma (Fy)sep<e z uzavienych podmnozin X takové, ze A =

CAS Fs-
Diikaz. Predpokladejme, Ze A je neprazdna, jinak je tvrzeni zfejmé.
(@) = (c) Necht p: 0® — X je spojité ana A. Polozme Fy = ¢(N (s)). Pokud x € 4, pak
existuje u € 0® takové, ze x = ¢(u). Pak mame
x € p(N(ulk)) C Fpuk

prokazdé k € w. Odtud x € (Nrep Fuk € Upepe N

ze x € (N (ulk), pak x = @(u) diky spojitosti ¢.
(¢) = (b) Polozme

new Fyjn- Pokud existuje u € w® takové,

Fo= | FsxN(s).  F=[)Fu

SEW=? new
|s|=n

Pak F, jsou uzaviené, a tedy i F je uzaviena. Navic 7 (F) = A.
(b) = (a) Ziejmé. ]

2.5. Obrazy a vzory pri borelovskych zobrazenich

Véta 2.5.1. Necht X je polsky. Potom existuje uzaviena mnozina F C w® a spojita bijekce
f:F—->X.

Diikaz. Zafixujme uplnou kompatibilni metriku na X splnujici diam X < 1. Budeme konstru-
ovat Suslinovo schéma (Fs)geq<e takové, ze pro kazdé s € w=® plati

@) Fp = X,
(i) Fyje typu Fy,
(i) Fs = UjEw Fonj = Ujea) Fsnjs
(iv) diam Fs < 27181,
(v) Vi,j ew: Fgni N Fsnj = 0.

Konstrukce schématu. Pro libovolnou mnozinu D typu Fs a libovolné & > 0 staci nalézt

spocetny disjunktni systém D obsahujici F; mnoziny o diametru mens$im nez ¢ a spliujici
e D=D,
e VEcD: ECD.

Napisme nejprve D jako sjednoceni rostouci posloupnosti uzavienych mnozin Cj, j € w,
pricemz Co = @. Potom kazdy rozdil Cj +1\C; vyjadiime jako spocetné sjednoceni disjunktni-
ho systému F; mnozin (Eij),-Ew, kde diam El] < &. Polozme D = {El] i,j € w}. Pozadované
podminky jsou splnény véetné posledni, plati totiz El] cC;cD.

Konstrukce F a f. Polozme

F=peo® (| Fn#0. {f0}={)Fon
new new

Neni tézké ovéfit, ze zobrazeni f: F — X je dobfe definovano, je spojité a je na. Uka-
zeme, Ze mnozina F je uzaviena. Vezméme posloupnost (v/) prvktt mnoziny F s limitou
v. Pro kazdé j € » nalezneme x; € (), ¢, F,|p- Posloupnost (x7) je cauchyovskd, a tedy
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konvergentni. Ozna¢me x* limitu této posloupnosti. Potom x* € (¢, Fojn = [new Foin> 2
tedyv e F. n

Lemma2.5.2. Necht (X, 7) je polskya F C X je uzaviena. Necht tr je topologie generovana
T U {F}. Potom

e 7F je polska,

o F e A%p),

e Borel(zr) = Borel(z).

Diikaz. Prostor (X, tF) je homeomorfni s ((X \ F) x {0}) U (F x {1})) C X x 2, coz je Gs
podmnozina X x 2. Prostor (X, tr) je tedy polsky. Zbyvajici dv¢ vlastnosti je snadné ovérit.
[ ]

Lemma2.5.3. Necht (X, 7) je polsky a (t4)new jsou polské topologie and r C 7. Potom topo-
logie 700 generovana | J,,¢,, T je polska. Jestlize v, C Borel(r), potom Borel(r) = Borel(too).

Diikaz. Poloime X, = X, ¢: X — [[ X4, ¢(x) = (x,x,x,...). Zobrazeni ¢ je homeomorfis-
mus (X, Too) na ¢(X). [ |
Véta 2.5.4. Necht (X, 1) je polsky a A C X je borelovska. Potom existuje polska topologie
T C 14 takova, ze Borel(z) = Borel(t4) a 4 € AY(wa).

Diikaz. Polozme
8 = {D € Borel(X); existuje polska topologie tp D t splnujici
Borel(tp) = Borel(r), A € A%1p)}.
Podle Lemmatu plati = C 8. Systém & tvofi o-algebru, nebot je zfejmé uzavieny na

komplementy a podle Lemmat a je uzavreny na spocetna sjednoceni. Potom tedy

8 = Borel(X), ¢imz je véta dokazana. [

Lemma 2.5.5. Necht X, Y jsou polskéa f: X — Y je borelovské. Potom graf f je borelov-
skou podmnozinou X x Y.

Ditkaz. Necht U,,n € w, je spocetny systém otevienych kouli o diametru mensim nez 277",
ktery pokryva Y. Potom

graf f = m U W)y xu,
new Uyel,

a tedy graf f je borelovska mnozina. [

Véta 2.5.6. Necht X,V jsou polské a f: X — Y je borelovské. Jestlize A C X je borelovska
a fa je prosté, potom f(A) je borelovska.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f je spojita a A uzaviena. Podle Véty lze bez 4jmy
na obecnosti predpokladat, Ze 4 je uzaviena podmnozina w®. Oznaéme By = f(N(s) N A).
Plati

e Vsew Vi, jew,i#j: Bsri N Bgrj =0,

® By = Ujew Bsni-

Pomoci Luzinovy oddélovaci véty (Véta nalezneme Suslinovo schéma (B;)seqp<o

sestavajici z borelovskych mnozin, které splnuje

e Vsew Vi jewi#j: Bl NB =0,

13.1
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e Vs ew~“: By C B].

Dale definujeme By = Y a BS*AJ. = B;AJ. N WA, N B;. Potom je pro kazdé s € o=%
mnozina B} borelovska a plati By C B C Bs. Dokazeme f(A) = Miew Uscwr BY-

Pokud x € f(A), potom existuje v € A4 takové, ze f(v) = x. Potom x € B, C B:|k pro
kazdé k € w. Odtud plyne x € (i cp, Usewk By -

Pokud x € (rew Usewk By - Potom existuje v € o® takové, ze x € B:‘lk. Potom pro
kazdé k € w plati f(N(vlk) N A) # @. Odtud plyne v € A. Odvodime f(v) = x. Kdyby
f(v) # x, pak existuje okoli U bodu f(v) takové, ze x ¢ U. Potom pro jisté kg € @ mame
SN (lko) N A) = By, C Ua pritom x € B:|k0 C m, CcoZ je spor.

Nyni predpokladejme, Ze f je spojité zobrazenia A je borelovska. Na prostoru X existuje
polska topologie t4 takova, ze A € A?(IA) a1 C t4. Zobrazeni f je potom spojité z (X, 74)
do Y, a proto podle predchoziho je f(A4) borelovska.

Pokud je f borelovské, potom f(A) = my(graf f N (A xY)), a tedy f(A) je prostym
spojitym obrazem borelovské mnoziny graf f N (4 x Y). [

Véta2.5.7. Necht X, Y jsou polské a f: X — Y je borelovské.

(i) Jestlize A € X{(X), potom f(A4) € XT1(Y).
(ii) Jestlize B € X1(Y), potom f~1(B) € X](X).
(iii) Jestlize B € M{(Y), potom f~1(B) € M{(X).

Diikaz. (1) Mnozina graf f je borelovska podle Lemmatu . Plati

f(4) = my(graf f N (A xY)),

a tedy f(A) je spojitym obrazem analytické mnoziny, takze f(A) je analyticka.
(i1) a (iii) Tvrzeni plynou z rovnosti

F7HA) = nx(graf £ N (X x 4)),
7N = 1)\ N\ 4).

2.6. Standardni borelovské prostory

Definice 2.6.1. Mc¢fitelny prostor (X, ) se nazyva standardni borelovsky prostor, jestlize
existuje polska topologie r na X takova, ze Borel(X, 1) = §.

Definice 2.6.2. Necht X je topologicky prostor a ¥ (X) je systém v$ech uzavienych pod-
mnozin X. Necht § je o-algebra generovana mnozinami tvaru {F € ¥ (X); FNU # @}, kde
U C X je oteviena. Potom Effrosovym borelovskym prostorem rozumime (¥ (X), §).

Véta 2.6.3. Pokud je X polsky, potom F (X) je standardni borelovsky prostor.
Priklad 2.6.4 (separabilni Banachovy prostory). Prostor
SB ={Y € #(€([0,1])); Y je Banachiiv podprostor €([0, 1])}
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opatteny restrikci Effrosovy o-algebry je standardni borelovsky. Plati
SD = {Y € SB; Y ma separabilni dual},
NU = {Y € SB; Y neni univerzalni},
REFL = {Y € SB; Y je reflexivni},
NL; = {Y € SB; Y neobsahuje ¢4},
jsou IT} neborelovské v €([0, 1]).

Priklad 2.6.5 (von Neumannovy algebry). Necht H je komplexni nekoneénédimenzionalni
separabilni Hilberttv prostor. Ozna¢me

L1(H) ={T e L(H); ||IT|| =1},
VN = {ANL(H); A je von Neumannova algebra}.
Na &£1(H) uvazujeme slabou topologii. Potom VN je standardni borelovsky prostor.






KAPITOLA 3
Regularita analytickych mnozin
3.1. Mnoiiny s Baireovou vlastnosti

Definice 3.1.1. Necht X je topologicky prostor. Mnozina A C X ma Baireovu vlastnost
(v X)), jestlize existuje oteviend mnozina U C X a mnozina prvni kategorie M C X takové,
ze A = UAM. Systém vsech podmnozin X s Baireovou vlastnosti zna¢ime Baire(X).

Véta3.1.2. Necht X je topologicky prostor. Potom Baire(X) tvori o-algebru obsahujici véech-
ny borelovské podmnoziny X.

Diikaz. Je-li F C X uzaviena, pak F € Baire(X), nebot lze psat F = Int F U (F \ Int F), kde
prvni ¢len je mnozina oteviend a druhy fidka.

Uzavienost na dopliky. Necht nyni A = GAM, kde G je oteviena a M je prvni kategorie.
Potom plati

X\A=X\G)AM = (G'AM")AM' =G AM",

kde G’ je otevienaa M’, M”, M"" jsou prvni kategorie.

Uzavrenost na spocetnd sjednoceni. Necht A, € Baire(X), n € w. Pisme 4, = G,AM,, kde G,
je oteviena mnozina a M, je prvni kategorie. Potom plati

U4 = UG\ Mpumy =(JG\u")ulJ M.

new new new new
kde M, , M)/, M"" jsou prvni kategorie.
Inkluze Borel(X) C Baire(X) plyne z predchoziho. [

Lemma 3.1.3. Necht X je topologicky prostor a A C X. Jestlize pro kazdé x € A existuje
oteviena mnozina V takova, ze x € V.a ANV je prvni kategorie, potom A4 je prvni kategorie.

Diikaz. Necht U je maximalni disjunktni systém otevienych mnozin takovy, ze U N 4 je prvni
kategorie pro kazdou U € U. Potom A N | J U je prvni kategorie, stejné tak 4 \ (J U, nebot
X\ U U je ridka. [ ]
Definice 3.1.4. Necht (X, &) je méfitelny prostora A C X. Rekneme, 7e¢ A € 8 je 8-obalem
mnoziny A, jestlize splnuje

(i) AC 4,

(i1) jestlize B € & splnuje A C B, potom kazda podmnozina 4 \ B je prvkem §.
Véta 3.1.5. Necht X je topologicky prostor. Pak kazda mnozina v X ma Baire(X)-obal.
Diikaz. Polozme

E(A) =X\ U{V C X; Vje oteviena a A je prvni kategorie ve V'}.

19
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Mnozina A \ E(A) je prvni kategorie podle Lemmatu . Existuje tedy W C X prvni
kategorie a Fy takova, ze A\ E(A) C W. Polozme A = E(A) UW. Potom A € Baire(X).
Necht B € Baire(X) splnujici A C B. Ztejmé E(A) C E(B). Takze
A\NB = (E()UW)\ B = (E()\ B)U(W \ B) C (E(B)\ B)U (W \ B).

Mnozina W \ B je prvni kategorie. Mnozina B ma Baireovu vlastnost, a proto lze psat B =
HAM,kde H je oteviena mnozina a M je mnozina prvni kategorie. Potom mame

E(B)\BC(E(B)\H)UM Cc (H\ H)U M.
Posledni mnozina je prvni kategorie, takze A \ B je také prvni kategorie, coz jsme méli doka-

zat. |

Véta 3.1.6 (Szpilrajn-Marczewski). Necht (X, §) je méfitelny prostor, kde kazda A C X ma
&-obal. Potom & je uzaviena na Suslinovu operaci.

Diikaz. Necht (Ps)sep<e je systém mnozin z §. Polozme P = Ay Ps. Muzeme predpokladat,
ze Py O P; pro kazdé s < t. Jinak by stacilo misto P; vzit (,~, Ps. Ozna¢me

=1 (P

VEN (s) NEW
neboli A5 = A;Psr;. Platd: AS ¢ Py, A = P, A5 = Unew A*"" . Necht ﬁje 8-obal AS
splnujici A* C A* C Ps. Polozme
o, =\ Ja" o= J o

new SEQ<®
Kazda podmnozina Q je v § podle definice §-obalu. Plati AP \ P C Q. Skute¢né, mame-li
xe A%\ Q, pak existuje ng € w takové, ze x € Ao \ Q. Potom nalezneme n; € w takové, ze
X € W\ 0. Opakovanim tohoto postupu dostaneme v € w® takové, ze x € Avln Py
pro kazdé n € w. Odtud pak x € P.

Nyni lze psat

P =A%\ (4% \ P).
Oba cleny rozdilu patfido §, atedy P € §. ]
Poznamka 3.1.7. Edward Szpilrajn-Marczewski (1907-1976).
Diisledek 3.1.8. Necht X je polsky. Potom ¥'{(X) C Baire(X).
Diikaz. Plati IT9(X) C Baire(X), a tedy X' }(X) = A {(X) C + Baire(X) = Baire(X). n

Definice 3.1.9. Necht X je polsky. Rekneme, e A C X je univerzalné méfitelna, jestlize
pro kazdou o-kone¢nou borelovskou miru p na X je mnozina A pu-méfitelna.

Poznamka 3.1.10. Pripomenuti a ujasnéni definic pro tcely tohoto textu.

(i) Borelovskou mirou na topologickém prostoru X rozumime miru na méfitelném
prostoru (X, Borel(X)).

(if) Necht p je mira na (X, ). Mnozina A C X je u-nulova, jestlize existuje B € §
takovd, ze A C B a u(B) = 0. Rekneme, Ze mnozina A C X je u-méritelna, jestlize
A=BUN,kde B € §aN je u-nulova.
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Véta 3.1.11 (Luzin-Sierpinski). Necht X je polsky a 4 € X 1(X). Potom A je univerzalné
métitelna.

Diikaz. Necht p je o-konec¢na borelovska mira na X a § je o-algebra u-méfitelnych mnozin.
Bez Gjmy na obecnosti mazeme predpokladat, Ze p je pravdépodobnostni. Pro A C X po-
lozme

w*(A) = inf{(B); B € Borel(X), A C B}.

Pak existuje A € Borel(X) takova, ze u*(4) = wu(A). Jestlize A C B a B je méfitelna, pak
L(A\ B) = 0. Jinak by totiz existovala C C A\ B C 4\ 4 takov4, 7e C € Borel(X) a u(C) > 0,
coz nelze. Odtud a z Véty plyne dokazované tvrzeni. [

Konec 9. prednasky, 9.12. 2013

3.2. Soleckého véta

Necht X je polsky a 4 je systém uzavienych podmnozin X. Polozme
I ={ACX;3F CJ: F jespoletnya A C UfF}

Véta 3.2.1 (Solecki [?]). Necht X je polsky, 4 € YiX)adje systém uzavienych mnozin v
X. Pokud A ¢ 4, pak existuje 19 mnozina H C A takové, ze H ¢ 4.

Oznaceni 3.2.2. J bude nyni pevné zvoleny systém uzavienych mnozin daného polského
prostoru X. Déle oznaéme

JPet = 4 C X; A#@aprokazdouU € ZUX),UNA#@GmameU N A ¢ I,
kerd = A\ U{U C X; UjeoteviendaU N A € 4,
MGR(Y) ={Z CY; Z je prvni kategorie v Y}, Y C X.

Lemma 3.2.3. Necht 4 € X 1(X)\ 4. Pak existuje Suslinovo schéma (Ag)sewe sestavajici
z uzavienych mnozin takové, ze

() Ag # 0,
(i) AsAs C A,
(iii) jestlize Ay # @, pak AN Ag € JP°Fa AN A je husta v Ay,
(1v) U,eq As~n je hustou podmnozinou Ay.
Ditkaz. Necht (Hs)gep<o sestava z uzavienych podmnozin X a A = AgH;. Pros € o~¢
polozme
Ls == AtHS/\t, As == ker(Ls).

Ovéreni vlastnosti (1)-(1v).

(1) Plati Ag = ker(Lg) = ker(A) # 0.

(i) Plati Ly C Hy, Hj je uzavfena, a tedy Ay C Hy. Odtud pak okamzité
AsAs C AsHs = A.
(ii1) Plati ker(Ls) C A N A a ker(Ly) je husta v Ag. Odtud také A N Ay # @, pokud

As # 0. Zvolme U C X otevienou takovou, ze U N AN As # 0. Pak U Nker(Ly) # @, a tedy
U Nker(Lg) ¢ 4. Odtud potom U N AN Ay ¢ 4.

29.15
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(iv) Inkluze | J, ¢, As~n C As plyne piimo z definice Ay. Uvazujme nyni opét otevienou
mnozinu U C X protinajici As. Pak U N ker(Ls) # @ anavic U N Ly ¢ J°**. Plati také Ly =
Unew Lsrn» takze existuje ng € o takové, ze UNLgry, ¢ 4. Odtud plyne UNAsnp, # 0. W

Konec 10. prednasky, 12.12. 2013

Ditkaz véty. Mé&jme A € X 1(X)\d™a Ay, 5 € =, necht jsou jako v Lemmatu . Rozlisime
dva ptipady.

1. pripad: 3s € 0= Joteviena U C X : A; NU # 0 & MGR(A;NU) C 4

Polozme A := AN Ay N U. Podle (iii) z Lemmatu mame 4 € 4P N X 1(X). Pak ma A
Baireovu vlastnost v prostoru As N U, tj. A = HU M, kde H € Hg(As NU)aM je prvni
kategorie v A N U. Odtud snadno plyne M € 4t a H € ITJ(X) \ 4.

2. pfipad: Vs € o= ¥V otevienou U C X, U N As # 0 : MGR(A; N U) \ 4 # 0.

Oznaéenf: Je-li ¥ C 2%, pak 4 := JF \U{F; F € 7).
Na prostoru X zvolme pevné uplnou kompatibilni metriku. Induktivné budeme defino-
vatg : 0~ - w~?alUs; C X, s € 0=, takové, ze plati

D le@)] = Isl; o(s) < (1), kdykolivs < 1,

(2) Uy je oteviena,

(3) diam U < 2 Isl

(4) limy— o0 diam Ugny, = 0, L

b)) View=?t=<s,t#s: U CU,

6) Usprm NUsnpy =@ pron,m € w,n # m,

(7) UsN A(p(s) # 0,

(8) {Usrn; n € w}? ¢ 4o,

9) {Usrn: n € 0} C Uy,

Konstrukee ¢ a Us.

Polozme ¢(@) = @ a za Uy vezméme libovolnou otevienou mnozinu protinajici Ag. Pred-
pokladejme, Ze Us a ¢(s) jsou definovany pro vsechna s € 0= splnujici |s| < N. Vezméme
s € 0~ délky N. Pak mame Us N Ay) # @ (podle (7)) a MGR(Ay) N Us) \ 4 # 0.
Existuje tedy uzaviena mnozina K C Ay N U, kterd je fidka v A,y N Us, a K ¢ 4.

Nalezneme mnozinu D C Ay N Uy splnujici:

e D je diskrétniv X \ K,

e DNK =20,

e D=KUD.
Staci zvolit posloupnost (yu)new, jejiz prvky tvori hustou mnozinu v K a v niz se kazdy prvek
vyskytuje nekonecné krat, a pro kazdé n € w nalézt x, € (Ay) NU)\ K takové, ze p(x,, yn) <
1/n. Necht D = {x,; n € w}, kde x, # x pron,m € w,n # m. Necht Usn,, n € w, jsou
oteviené koule takové, ze

o Ugn, ma stied v X,

e Usnp C U,

o Ugny NUsryy =@ pron,m € w,n # m,

e diam Usn, < 278171,
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e lim;,, oo diam Ugr, = 0,
o {Uprp: n et =K.
Ponévadz x, € Ays) mame Ugn, N Ays) # 9. Pro kazdé n € w nalezneme k € o takové,
e Ugan N Agsyrk # @ (podle (iv) v Lemmatu B.2.9). Polozime ¢(s"n) = ¢(s) k. Tim je
konstrukce ¢ a U provedena.

PoloZzme

H = ﬂ U{Us; s €w=?,|s| =n}.

new
Mnozina H je 13 podle (2). Zbyva ukézat, z2e H C Aa H ¢ J°.
o Inkluze H C A. Vlastnosti (5) a (6) implikuji rovnost
H = U ﬂ Uyin.
VEW<® NEW
Protoze diam Uy, < 27" a U,|, N Ay(vin) # 9, tak mame
() Uin € (1) Apwiny C A.

new new

o Mnozina H neni prokem 4. Pro kazdé v € w® plati (1),¢, Uvjn # 9 diky taplnosti X, (3) a
(5). Odtud vidime, ze Us N H # @ pro kazdé s € w=?. Piedpokladejme, ze H C |, Fm»
Fp € 4. Pak podle Baireovy véty existuje mg € w a s € w~® takové, ze H N Uy C Fp,. Pak
ovsem diky (4)

{Ugrn: n € w}¥ C Fng,
coz je spor podle (8). ]

Konec 11. prednasky, 2.1. 2014

Véta 3.2.4 (Perfect Set Theorem). Necht X je polskya 4 € X[ (X) je nespocetna. Pak existuje
homeomorfni kopie C prostoru 2” obsazena v A.

Diikaz. Polozme d = {{x}; x € X}. Pak mame 4 € X [(X) \ 4% a podle Véty existuje
H C A takova, ze H € 3(X) \ 4. Polozme G = ker(H). Vime G € IMY(X) N 4P, Nyni
sta¢i provést v G klasickou cantorovskou konstrukei.
Konstrukce C. Necht t je ekvivalentni uplna metrika na G. Nalezneme oteviené koule By,
s € 2% v (G, 1) takové, ze
® Bsno U Bsny C Bs, Bgno N Bgap = 0,
e diam; By < 271!,
Konstrukce vyuziva nespocetnosti kazdé oteviené koule v G. Potom C = (), Usepn Bs
je homeomorfni 2¢. m

Poznamka 3.2.5. Tvrzeni Véty nelze pro koanalytické mnoziny v ZFC dokazat ani

Vyvrétit.

14.13






KAPITOLA 4
Nekonecné hry a jejich pouziti

4.1. Zakladni definice

20.A
Necht A je neprazdna mnozina a X C A®. Ve he G(X) stfidavé voli hraci I a I1 prvky
aj,i € w,z mnoziny A:
1 ao an
11 al as
Hra¢ I vitézi pravé tehdy, kdyz (a;) € X, jinak vitézi I1.
Strategii pro hrace / rozumime zobrazeni ¢ : A~ — A~ takové, ze
o Vs e A=® : |o(s)| = |s| + 1,
o Vs, t € A=?, s <t: ¢(s) < ¢(t).
Zobrazeni ¢ urcuje tahy hrace I takto: ¢(9) = (ao), ¢((a1)) = (ao,az), -..

Finy pohled na strategii pro I Rekneme, 7e 0 C A=® je strom, jestlize
Vs,t € A~?, s <t:t€0=s€o.
Rekneme, 7e strom o C 4<% je profezany, jestlize
VseodacA: s"aco.

Strategie pro I je strom o C A=? takovy, ze
e 0 je neprazdny a profezany,

e pokud (ap,...,asj) € 0, pak pro kazdé a>j 41 € A plati (ao,...,a2j,a2j+1) € 0,
e pokud (ag,...,a2j—1) € o, pak pro pravé jedno as; € A plati (ag, ...,a2j—1,a2;) €
0.

Strategie o pro I je vitézna, jestlize s ni I vyhraje pfilibovolné volbé taht hrace I1, neboli
[0] :={x € A®; x|n € 0 pro kazdén € w} C X.
Analogicky definujme strategii pro hrace Il a vitéznou strategii pro hrace II.

Poznamka 4.1.1. Ve hie G(4, X) nemohou mit oba hraci vitéznou strategii. Nemusi ji mit
ani jeden.

Priklad 4.1.2. Necht A = {0, 1} a X C 2“ je Bernsteinova mnozina, tj. pro kazdou perfektni
FcC2?plati FNX # @aF N2\ X)# 0. Pakv G(A, X) nema zadny hrac¢ vyhravajici
strategii.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, ze ¢ : 2=¢ — 2<% je vitézna strategie
pro I. Definujme ¢* : 29 — 2¢ takto:

¢*(a1,as,as,...) = (ap,a1,az,...),

25
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kde ¢((a1,as,...,azj—1)) = (ag,az,...,az2j), j € .

Zobrazeni ¢* je spojité, nebot pro libovolnd u, v € 2%, k € w, splnujici ulk = vk
mame ¢(ulk) = @(v|k). Pak oviem ¢*(2”) C X je kompaktni (spojity obraz kompaktu) a
nespocetna (prosty obraz 2). Mnozina X tedy obsahuje neprazdnou perfektni podmnozinu,
coz je spor s definici X.

Pokud ma dle naseho predpokladu /7 vitéznou strategii, pak obdrzime spor stejnym
zpasobem. [

Poznamka 4.1.3. Vyse uvedeny postup ukazuje, Ze vitézna strategie urcuje jisté spojité zob-
razeni z A” do A®, které miize mit zajimavé vlastnosti.

Hra s pravidly
M¢éjme T C A=® profezany stroma X C [T].
1 ao an
11 al as
Pro kazdé n € w musi platit (ag,a1,...,a,) € T. Strom T urcuje tzv. pripustné pozice.

Vitézstvi pro I ¢i 11 a pojem vitézné strategie jsou definovany zifejmym zptisobem.
Poznamka 4.1.4. Ve skutec¢nosti neni tato hra ,,obecnéjsi“ nez predchozi. Polozime-li
X' ={xeA” (necw: xjn ¢T & nejmensin € w takové, ze
x|n ¢ T je sudé) nebo x € [T] N X},

pak I (resp. I1) ma vyhravajici strategii v G(X'), pravé kdyz I (resp. 11) ma vyhravajici
strategii v G(T, X).

4.2. Priklady her

4.2.1. Separacnihra SG(4; By, B1). Necht S, T jsou neprazdné profezané stromy na o,
A C[S]a By, By C[T].

1 x(0) x(1)
I y(0) (1)

Pravidla hry: x(i), y(i) € w, x|n € S, y|n € T. Hrac 11 vitézi pravé tehdy, kdyz
(xeAd=>yeBy)&(x¢ A=y e By).
Hra je uzite¢nym nastrojem pii zkoumani borelovskych mnozin. Jesté se k ni vratime.
4.2.2. Banach-Mazurova hra G**(M,Y). Necht M je podmnozinou neprazdného to-
pologického prostoru Y.

1 Uo Uy
11 Vo Vi

Pravidla hry: U;, V; jsou neprazdné oteviené mnoziny, U; D V; D Ujy1,i € . Hrac 11 vitézi
pravé tehdy, kdyz (,¢, Vo C M.
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4.2.3. Hrabod-pfimka (J. Maly). Necht B je jednotkova koule v R2.
1 ao ai
11 Po P1
Pravidla hry: a; € B, p; je pfimka v R2,a;11 € pi a p; 3 a;. Hrad I1 vitézi pravé tehdy, kdyz
(ai)iew konverguje.

Véta 4.2.1. Hrac¢ /1 ma vitéznou strategii ve hie bod-ptimka ([?]).

Bez dikazu.

4.3. Determinovanost her

Definice 4.3.1. Rekneme, e hra G(4, X) je determinovana, pokud I nebo /1 ma vitéznou
strategii.

Poznamka 4.3.2.
Hrac¢ I vyhraje: 3ag Yai3as ---: (ag.ay,...) € X.
Hrac¢ I vyhraje: Yag 3a1Vas ---: (ag,a1,...) € X.

Toto ale nejsou korektné utvorené formule!

Véta 4.3.3 (Gale-Stewart, 1953). Necht A # @ a T C A~ je neprazdny profezany strom. (201
Necht X C [T] je uzaviena v [T]. Pak G(T, X) je determinovana.

Diikaz. Necht 11 nema vitéznou strategii v G(T, X). Budeme hledat vitéznou strategii pro /.
Rekneme, Ze p = (ao,...,azn—1) € T je neprohrdvajici pozice pro I, jestlize 11 nema vitéznou
strategii ve hte s timto zacatkem. Pokud p je takova pozice, pak existuje az, € A takové, ze
° (a(),...,azn) € T,
e pro kazdé az,41 € A splnujici (ap. ..., a2n,a2n+1) € T je tato pozice neprohravajici
pro hrace 1.

Konstrukce vitézné strategie pro I

Hrac I voli své tahy tak, aby se nachazel vzdy v neprohravajici pozici. To je mozné podle
predpokladu neexistence vitézné strategie pro /1 a vyse uvedeného pozorovani.

Kdyby tato strategie nebyla vitézna, pak jisté (ag,ar,...) € [T], jez bylo sehrano podle
uvedené strategie, neni v X. Mnozina [T] \ X je oteviena v [T], a tedy pro urcité n € w plati
N(ao,...,azn—1) N[T] C [T]\ X. Pak ale hra¢ 11 muze hrat cokoli podle pravidel a vyhraje,
coz znamena, ze pozice (do, . .., dz2,—1) neni neprohravajici pro I. To je ale spor. [ ]

Poznamka 4.3.4. Uzavienost mnoziny X je v ditkazu véty pro pouzitou metodu podstatna.
Uvazujme nasledujici priklad: X = 2%\ {(0,0,0,...)}, 4 ={0,1}, T = 2=“. V partii

1 0 0

11 0 0
je pozice (0,0, ...,0) vidy neprohravajici pro I, ale nakonec (0,0,...) ¢ X.

Diusledek 4.3.5. Necht T je neprazdny prorfezany strom na A. Necht X C [T] je oteviena v
[T]. Pak G(T, X) je determinovana.

Diikaz. Bud lze postupovat analogicky predchozimu dikazu nebo nechame I zahrat prvni
tah ag. Potom uvazujeme novou hru, kde zacina hrat I tahem a4, atd. Takova hra je podle
Véty determinovana a to snadno dava determinovanost ptivodni hry. ]
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Poznamka 4.3.6. Z historie: Hra G(T, X) je determinovana pro

X € MY (Gale-Stewart, 1953),
X € Y (Woolfe, 1955),

X € 19 (Davis, 1964),

X € MY (Paris, 1972).

Véta4.3.7 (Martin, [?]). Necht T je neprazdny profezany stromna Aa X C [T]je borelovska.
Pak G(T, X) je determinovana.

Bez dikazu.

4.4. Perfect Set Theorem a nekoneéné hry

Necht X je neprazdny polsky prostor a d je kompatibilni uplna metrika na X. Necht
V = (V) je baze X sestavajici z neprazdnych otevienych mnozin a A C X. Hru G*(4)
definujme takto
0 0 1 1
I o v®  w®uv®)
11 io i1
kde
° Ul.(") €V, diam Ui(n) <2™",
e UM UM =g,
o Uo(n-l-l) U U1(n+1) - Uiin),
o iy c{0,1.
Prvek x € X je definovan jako {x} = (),¢, Uii"). Hra¢ I vitézi, pravé kdyz x € A.

Véta4.4.1. Necht X je neprazdny perfektni polsky prostora A C X. Potom
(1) hra¢ I ma vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz 4 obsahuje Cantorovu mnozinu,
(i) hra¢ I1 ma vitéznou strategii prav¢é tehdy, kdyz 4 je spocetna.
Diikaz. (i) Vitézna strategie pro prvniho hrace dava schéma (Us)sez<o\ gy takové, ze
e U; je neprazdna a oteviena,
o Usno UUsny C Us, Usng NUsny = 0,
o diam U; < 27 IsI+1
o Vy €2?: N7, Uyn je jednoprvkovd mnozina obsazena v A.

Odtud snadno plyne, ze 4 obsahuje Cantorovu mnozinu, totiz (,—, U|s|=n Us.

Pokud A obsahuje Cantorovu mnozinu C, pak staci, aby I volil vzdy jen takova Ui(n),
ktera protinaji C. To k vitézstvi postacuje.

(ii) Predpokladejme, ze A je spocetna. Necht A = {xo,x1,...}. Pak 11 v n-tém tahu voli
takové i, € {0, 1}, aby x,, ¢ Uiin). Potom ziejmé A N (oo, Uii") = 0.

Predpokladejme, ze o je vitéznad strategie pro II. Necht x € A. Rekneme, ze pozice

p= U UM g, ... 8P UMY i)
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je dobra pro x, jestlize byla hrana podle o a x € Uii"__ll). Prazdna sekvence je dobra pro nase
x podle definice. Jestlize ma kazda dobra posloupnost p pro x vlastni prodlouzenti, které je
dobré pro x, pak existuje sechrana partie podle o, ktera vede k bodu x € A, coz je ale spor.
Pro kazdé x € A existuje maximalni dobra posloupnost p pro x. Ozna¢me

Ap ={y € Uiin__ll); pro kazdé piipustné pokracovani (Uo(n), Ul(n)) plati:
je-lii tah, ktery pozaduje o, pak y ¢ Ui(n)}.
Pak mame A C Up Ap, navic A obsahuje nejvyse jeden bod. Kdyby yo, y1 € 4p a yo # y1,
pak je mozné zvolit Uo(n) a Ul(n) tak, ze y; € Ui(n). Odtud plyne spocetnost A. [
Hra G} (unfolded verze hry G*)
Necht X je neprazdny perfektni polsky prostor, F C X x w®.
I ..Uy, o)
11 io i
kde
Ul-(n), in jsou jako v predchozi hre,

y(n) € o,
x € X je definovano jako v predchozi hre,

y=0),y(1),yQ2)....).
Hra¢ I vitézi, pravé kdyz (x, y) € F.
Véta 4.4.2. Necht X je neprazdny perfektni polsky prostor, F C X x w® a A = nx (F). Pak

(1) jestlize hra¢ I ma vitéznou strategii v G,; (F), pak A4 obsahuje Cantorovu mnozinu;
(i1) jestlize hra¢ I1 ma vitéznou strategii v G,; (F), pak 4 je spocetna.

Diikaz. (i) Pokud ma I vyhravajici strategii v G;; (F), pak ma I vyhravajici strategiiiv G*(4),
a tedy A obsahuje Cantorovu mnozinu podle Véty #.4.1).

(i) Necht nyni ma II vitéznou strategii o v G;(F). Necht (x, yo) € F. Podobné jako v
predchozim ditkazu musi existovat maximalni dobra pozice pro (x, yo)

p = 00), U2, U ig, ... yo0n — 1), (0D, U, i),

t.peoaxe Uiifl__ll). Polozme
A,,=1z¢€ Ui’:l:ll; pro kazdé pripustné pokracovani (a, (Ué"), Ul("))),
jestlize i je pozadovano strategii o, pak z ¢ Ui(n)}.

Pokud a = yo(n) a p je jako vyse, pak mame x € 4}, ,. Potom 4 C | Al akazdé

peo,acw “'p,a
A}w obsahuje nejvyse jeden element. Odtud plyne spocetnost A. ]

Poznamka 4.4.3.
(i) Predchozi vysledek dava jiny diikaz Perfect Set Theorem.



30

4. NEKONECNE HRY A JEJICH POUZITI

(ii) Pokud budeme predpoklddat determinovanost 7] her, pak dostdvame Perfect Set
Theorem pro X'} mnoziny. Zobrazeni

3(0), (U, U)o, ...y > (x,y)

Je totiZ spojité.
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