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Matematika IV

Frisch a Samuelson:

Systém je dynamicky, jestlize jeho chovani v case je
urceno funkcionalni rovnici, jejiz neznamé zavisi
podstatnym zpusobem na case.
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XII. Diferencni rovnice

Leonardo Fibonacci (asi 1175-1250)

Matematika IV XII. Dif



XII. Diferencni rovnice

Definice

Necht k € N, p1,...,px € R, px # 0, a necht dale {a,}>,
je posloupnost redlnych Cisel. Linearni diferencni rovnici
k-tého fadu s konstantnimi koeficienty budeme rozumét
rovnici

y(n+k)+piy(n+k—1)+---+py(n)=a, neN, (1)

kde neznamou je posloupnost {y(n)}5 ;.
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XII. Diferencni rovnice

Definice

y(n+Kk)+piy(n+k—1)+---+py(n)=a, neN, (1)

Resenim rovnice (1) rozumime kazdou posloupnost
{y(n)}°2, splhujici (1) pro kazdé n € N.
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XII. Diferencni rovnice

Definice

y(n+k)+piy(n+k—1)+---+py(n)=a, neN, (1)

Pokud chceme,
aby feSeni rovnice (1) splfiovalo podminky

y(1) =y1,...,y(k) = ¥k, (2)

kde Cisla ys, ..., ¥k € R jsou predem dana (tzv. pocatecni
podminky), pak hovofime o pocatecni uloze.
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XII. Diferencni rovnice

Pokud a, = 0 pro kazdé n € N, pak rovnice (1) ma tvar
y(n+K)+piy(n+k—1)+---+py(n)=0, neN. (3)

Tato rovnice se nazyva homogenni.

Matematika IV XiI. Diferencni rovnice



XII. Diferencni rovnice

Véta 1
Pocatecni uloha (1), (2) ma praveé jedno feseni.

Matematika IV XiI. Diferencni rovnice



XII. Diferencni rovnice

Véta 1
Pocatecni uloha (1), (2) ma praveé jedno feseni.

Véta 2
Mnozina reseni rovnice (3) tvofi vektorovy podprostor
dimenze k prostoru vsech realnych posloupnosti.
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XII. Diferencni rovnice

Véta 1
Pocatecni uloha (1), (2) ma praveé jedno feseni.

Véta 2
Mnozina reseni rovnice (3) tvofi vektorovy podprostor
dimenze k prostoru vsech realnych posloupnosti.

Poznamka
Bazi prostoru feSeni rovnice (3) se fika téz fundamentalni
systém reseni rovnice (3).
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XII. Diferencni rovnice

Véta 1
Pocatecni uloha (1), (2) ma praveé jedno feseni.

Véta 2
Mnozina reseni rovnice (3) tvofi vektorovy podprostor
dimenze k prostoru vsech realnych posloupnosti.

Poznamka
Bazi prostoru feSeni rovnice (3) se fika téz fundamentalni
systém reseni rovnice (3).

Definice
Charakteristickym polynomem rovnice (3) budeme
rozumeét polynom

A= MO p N 4 D P
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XII. Diferencni rovnice

Véta 3

Necht Ay, ..., \s jsou vSechny navzajem razné realné
koreny charakteristického polynomu rovnice (3) s
nasobnostmiry, ..., rs.
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XII. Diferencni rovnice

Véta 3

Necht &, ..., & jsou vsechny
navzajem rizné koreny charakteristického polynomu
rovnice (3) s kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi
qi,...,q, pficemz & = pj(cosv; + isiny;), u; > 0,
vje(0,2r),j=1,...,1
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XII. Diferencni rovnice

Véta 3

Necht Ay, ..., \s jsou vSechny navzajem razné realné
koreny charakteristického polynomu rovnice (3) s
nasobnostmiry, ..., rs. Necht' &, . .. & jsou vsechny
navzajem rizné koreny charakteristického polynomu
rovnice (3) s kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi
qi,...,q, pficemz & = pj(cos vy + isiny;), pu; > 0,

vj € (0,2m), j=1,..., 1. Pak nasledujici posloupnosti tvori
bazi prostoru reseni rovnice (3):

Matematika IV XiI. Diferencni rovnice



XII. Diferencni rovnice

{27, Ay, (g,
{Ash {NAS}, s {n"*~Ag},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nuj cos yin}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

A7), Ay, o (g,
{Ash {NAS}, s {n"*~Ag},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nuj cos yin}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

{27, Ay, (g,
{Ash {NAS}, s {n"*~Ag},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nuj cos yin}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

{27, Ay, (g,
{Ast (A, {n"+ A3},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nuj cos yin}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

A7) Iy,
{Ast {nAs, S {n"*1Ag},
{nicosuny, {nuicoswvin}, ... {n% ~uf cosviny,
{ufsinvin}y, {nufsinvin}, ... {n%~"ufsinvin},
{u] cos yin}, {nufcosyn}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

{27, Ay, (g,
{Ash {NAS}, s {n"*~Ag},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nuj cos yin}, ... {n%'ulcosyn},
{ursinyn},  {nuPsinyn}, ... {n%'uPsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

{1, (N}, o {mag,
{Ash {NAS}, s {n"*~Ag},
{u?cgs vin}, {n/ﬁcgs vin}, ... {n%~"ufcoswvyn},
{ufsinvin}, {nufsinvin}, ... {n?"ulsinvyn},
{u] cos vin}, {nufcosyn}, ... {n%'ulcosyn},
{ul'sinyn},  {nul'sinyn}, ... {n?='ulsinyn}
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XII. Diferencni rovnice

Véta 4

Necht posloupnosti

{yt(n)yeo,, {y3(n)}2,, ..., {y ()}, tvofi fundamentalni
systém reseni rovnice (3). Necht posloupnost {z(n)}> ,
Jje feSenim rovnice (1). Potom posloupnost {y(n)}> , fesi
rovnici (1), prave kdyZ existuji konstanty ¢y,...,cx € R
takove, Ze

y(n) =z(n)+ c1y'(n) + - + ay¥(n)

pro kazdé n € N.
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XII. Diferencni rovnice

Véta 4

Necht posloupnosti

{yt(n)yeo,, {y3(n)}2,, ..., {y ()}, tvofi fundamentalni
systém reseni rovnice (3). Necht posloupnost {z(n)}> ,
Jje feSenim rovnice (1). Potom posloupnost {y(n)}> , fesi
rovnici (1), prave kdyZ existuji konstanty ¢y,...,cx € R
takove, Ze

y(n) =z(n)+ c1y'(n) + - + ay¥(n)

pro kazdé n € N.

If{eégni {z(n)}e2, z pfedchozi véty se tradicné nazyva
partikularni resent.
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XII. Diferencni rovnice

Véta 5 (rovnice se specialni pravou stranou)
Necht posloupnost {a,}° , v rovnici (1) splriuje

a, = o (P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)),

kde a,v € R a P, Q jsou polynomy.
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XII. Diferencni rovnice

Véta 5 (rovnice se specialni pravou stranou)
Necht posloupnost {a,}° , v rovnici (1) splriuje

ap = o (P(n)cos(vn) + Q(n) sin(vn)),

kde o,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje reSeni
rovnice (1) ve tvaru

z(n) = n™a"(R(n) cos(vn) + S(n) sin(vn)),

kde R a S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho nez
max{st P,st Q} am € NU {0} udava, jakou nasobnost
ma cCislo a(cos v + i sinv) jakoZto kofen
charakteristického polynomu rovnice (3).
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

XIll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich
rovnic

Matematika IV XIll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic



trepka velka

tematika IV XIll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic



trepka velka
prvoci — nalevnici — chudoblanni

tematika IV XIll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic



kladni pojmy teorie diferencialnic

trepka velka
prvoci — nalevnici — chudoblanni
a=2.309, b= a/375
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice
Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

Fix,y,y.y",...,y"") =0, (4)

kde F je reélna funkce n+ 2 proménnych.

XIlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Matematika IV



Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice
Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

Fix,y,y,y",...,y"") =0, (4)

kde F je reélna funkce n+ 2 proménnych.

Regenim diferencialni rovnice (4) rozumime funkci y
definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu /, ktera ma v kazdém bodé intervalu / vlastni
n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci
splnuji rovnici (4) v kazdém bodé intervalu /, tj. pro kazdé
x € I plati

F (x,y(x),y'(x),....y"(x)) = 0.
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice

Je-li funkce y feSenim rovnice (4) na intervalu / a funkce
 FeSenim rovnice (4) naintervalu I, kde I c 1,/ #1Ta
y(x) = y(x) pro vSechna x € I, pak fikdme, Ze feSeni y je

prodlouzenim feseni y na interval 1.

Matematika IV XIll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic




Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice
Je-li funkce y feSenim rovnice (4) na intervalu / a funkce

¥ fe$enim rovnice (4) naintervalu I, kde I c 1, I £ Ta
y(x) = y(x) pro véechna x € /, pak fikame, Ze feseni y je
prodlouzenim feSeni y na interval /.

Reseni rovnice (4), které nema prodlouzeni, nazyvame
maximalnim reSenim rovnice (4).
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice
Rovnice tvaru

y(n) = f(X7y7yI7"'7y(n_1))7

kde f je realna funkce n + 1 proménnych, se nazyva
diferencialni rovnice (n-tého radu) vyfeSena vzhledem k
nejvy$si derivaci.
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic
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Xlll. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic
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XIV.1. Zakladni metoda reseni

XIV.1. Zakladni metoda reseni

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

XIV.1. Zakladni metoda reseni

Diferencialni rovnice se separovanymi promeénnymi je
rovnice tvaru

y' = g(y)h(x). (5)

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

Metoda reSeni pro g a h spojité na svych defini¢nich
oborech

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

Metoda reSeni pro g a h spojité na svych defini¢nich
oborech

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h. (Tim mame vymezeny
maximalni intervaly, na kterych muzeme hledat feSeni.)

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

Metoda reSeni pro g a h spojité na svych defini¢nich
oborech

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h. (Tim mame vymezeny
maximalni intervaly, na kterych muzeme hledat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0,
pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce y(x) = c tzv.
singularnim (téz stacionarnim) feSenim rovnice (5).

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

Metoda reSeni pro g a h spojité na svych defini¢nich
oborech

1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v
defini¢nim oboru funkce h. (Tim mame vymezeny
maximalni intervaly, na kterych muzeme hledat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0,
pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce y(x) = c tzv.
singularnim (téz stacionarnim) feSenim rovnice (5).

3. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je
funkce g nenulova.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je na J spojitd a nenulova.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je na J spojitd a nenulova.
Budeme hledat feSeni rovnice (5), jejichz definiCni obor je
obsazen v intervalu / a maji hodnoty v intervalu J.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je na J spojitd a nenulova.
Budeme hledat feSeni rovnice (5), jejichz definiCni obor je
obsazen v intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y
takové fedeni, pak pro kazdé x € D, plati

yx) _ h(x).

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je na J spojitd a nenulova.
Budeme hledat feSeni rovnice (5), jejichz definiCni obor je
obsazen v intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y
takové fedeni, pak pro kazdé x € D, plati

y'(x)
aly(xy ~ ")

Necht H je primitivni funkce k funkci h na intervalu /a G
je primitivni funkce k funkci 1/g na J.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J ze 3. kroku.
Tedy h je na I spojita a g je na J spojitd a nenulova.
Budeme hledat feSeni rovnice (5), jejichz definiCni obor je
obsazen v intervalu / a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y
takové fedeni, pak pro kazdé x € D, plati

y'(x)
aly(xy ~ ")

Necht H je primitivni funkce k funkci h na intervalu /a G
je primitivni funkce k funkci 1/g na J. Potom existuje
konstanta C € R takova, Ze plati

G(y(x)) = H(x)+ C

na definiCnim oboru feSeni y, ktery nalezneme v
nasledujicim kroku.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

5. Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné
otevfené intervaly obsazené v mnoziné

{xel, Hx)+ C e G(J)}.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

5. Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné
oteviené intervaly obsazené v mnoziné

{xel, Hx)+ C e G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalll feSeni musi mit tvar
y(x) = G '(H(x) + C),

kde G~' znaci funkci inverzni k funkci G. Ta existuje,
nebot’ G je na intervalu J bud’ rostouci nebo klesajici.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich reseni z
2. kroku ,slepime*” vSechna maximalni freSeni rovnice (5).

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich reseni z
2. kroku ,slepime*” vSechna maximalni freSeni rovnice (5).
Necht y; a y» jsou feSeni rovnice (5), prvni na intervalu
(a, b) a druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dy,.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich reseni z
2. kroku ,slepime*” vSechna maximalni freSeni rovnice (5).
Necht y; a y» jsou feSeni rovnice (5), prvni na intervalu
(a, b) a druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dy,.
Predpokladejme, Ze

lim y1(x) = lim y2(x) = a € Dy.

X—b— X—b+

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.1. Zakladni metoda reseni

6. Z feSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich reseni z
2. kroku ,slepime*” vSechna maximalni freSeni rovnice (5).
Necht y; a y» jsou feSeni rovnice (5), prvni na intervalu
(a, b) a druhé na intervalu (b, ¢), pficemz b € Dy,.
Predpokladejme, Ze

lim y1(x) = lim y2(x) = a € Dy.

X—b— X—b+

Pak funkce

je feSenim rovnice (5) na intervalu (a, c).

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice
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XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni diferencialni rovnice jsou diferenciélni rovnice
nezavisejici explicitné na proménné x (na ,Case").
Autonomni diferencialni rovnice prvniho fadu vyreSena
vzhledem k nejvy$si derivaci je tedy rovnice tvaru

y' =gay). (6)

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni diferencialni rovnice jsou diferenciélni rovnice
nezavisejici explicitné na proménné x (na ,Case").
Autonomni diferencialni rovnice prvniho fadu vyreSena
vzhledem k nejvy$si derivaci je tedy rovnice tvaru

y' =9(y). (6)
Véta 6
Kazdé reseni rovnice (6), kde g je libovolna funkce, je
monotonni.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni diferencialni rovnice jsou diferenciélni rovnice
nezavisejici explicitné na proménné x (na ,Case").
Autonomni diferencialni rovnice prvniho fadu vyreSena
vzhledem k nejvy$si derivaci je tedy rovnice tvaru

y' =9(y). (6)
Véta 6
Kazdé reseni rovnice (6), kde g je libovolna funkce, je
monotonni.
Poznamka

Je-li funkce y feSenim rovnice (6) na intervalu (a, b), pak
pro kazdeé c € R je funkce x — y(x + ¢),
x € (a— c¢,b— c), rovnéz jejim feSenim.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Lemma 7
Necht a,b € R, a < b, funkce g je spojita a kladna na

(a,b) a ma v bodé b zleva kladnou limitu. Pak [ 1
konverguje.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Lemma 7
Necht a,b € R, a < b, funkce g je spojita a kladna na

(a,b) a ma v bodé b zleva kladnou limitu. Pak [ 1
konverguje.

Lemma 8
Necht’ funkce g je spojita na (a, b), kladna na (a, b),
g(b) =0 a g’ (b) existuje viastni. Pak fabé diverguje.

Matematika IV XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi



XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Matematika IV XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu



XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici tvaru

Y +p(x)y = q(x), (7)
kde p, g jsou funkce na daném intervalu (a, b).
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XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici tvaru

y'+p(x)y = q(x), (7)
kde p, g jsou funkce na daném intervalu (a, b).
V dal§im budeme predpokladat, ze p, g jsou spojité
funkce.
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XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici tvaru

Y +p(x)y = q(x), (7)
kde p, g jsou funkce na daném intervalu (a, b).

V dal§im budeme predpokladat, ze p, g jsou spojité
funkce. Pak kazdé feseni rovnice (7) je tfidy C'.

Matematika IV XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu



XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici tvaru

y'+p(x)y = q(x), (7)
kde p, g jsou funkce na daném intervalu (a, b).
V dal§im budeme predpokladat, ze p, g jsou spojité
funkce. Pak kazdé feseni rovnice (7) je tfidy C'.
Zobrazeni L: C'(a, b) — C(a, b),

Lly)=y +py

je linearni.

Matematika IV XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu



XV.1. Homogenni rovnice

XV.1. Homogenni rovnice
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XV.1. Homogenni rovnice

XV.1. Homogenni rovnice

Homogenni linearni diferencialni rovnici prvniho radu
budeme rozumét rovnici tvaru

Yy +p(x)y =0.
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XV.1. Homogenni rovnice

XV.1. Homogenni rovnice

Homogenni linearni diferencialni rovnici prvniho radu
budeme rozumét rovnici tvaru

Yy +p(x)y =0.

Maximalni feSeni homogenni rovnice:
y(x) = Ke P xe(ab), KeR,

kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).
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XV.1. Homogenni rovnice

XV.1. Homogenni rovnice

Homogenni linearni diferencialni rovnici prvniho radu
budeme rozumét rovnici tvaru

Yy +p(x)y =0.

Maximalni feSeni homogenni rovnice:
y(x) = Ke P xe(ab), KeR,

kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).

V8echna feSeni homogenni rovnice tvofi vektorovy
podprostor prostoru C'(a, b) dimenze 1 (dimKer L = 1).

Matematika IV XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu



XV.2. Nehomogenni rovnice

XV.2. Nehomogenni rovnice
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XV.2. Nehomogenni rovnice

XV.2. Nehomogenni rovnice

Maximalni feSeni rovnice (7):
X
y(x) = (/ q(t)eP® dt> e PM1KePM  xec(ab), KeR,
Xo

kde xo € (a, b) a P je primitivni funkce k p na intervalu
(a b).

Matematika IV XV. Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu



XV.2. Nehomogenni rovnice

XV.2. Nehomogenni rovnice

Maximalni feSeni rovnice (7):
X
y(x) = (/ q(t)eP® dt> e PM1KePM  xec(ab), KeR,
Xo

kde xo € (a, b) a P je primitivni funkce k p na intervalu
(a, b).

Maximalni feSeni rovnice (7) splnujici pocatecni
podminku y(Xo) = Yo:

X
y(x) = ( / q(t)e”® dt> e "M 1+ ye PX xe(ab),
Xo

kde P(xo) =0, tj. P f p(t
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XV.2. Nehomogenni rovnice

Pro kazdé x; € (a, b) a kazdé y, € R existuje prave jedno
maximalni feSeni y rovnice (7), které spliuje pocatecni
podminku y(xo) = yo. Toto feSeni je navic definovano na
celém (a, b).
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XVI. Linearni diferencialni rovnice
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XVI. Linearni diferencialni rovnice

Definice

Linearni diferencialni rovnici n-tého radu rozumime

rovnici

YO () +ana(t)y " V() +- -+ ai(t)y () +ao(t)y(t) = (),
(8)

kde ao, ..., an_1 a f jsou funkce spojité na daném
intervalu (a, b).
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XVI. Linearni diferencialni rovnice

Definice

Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu rozumime

rovnici

Y0+ an-1(Oy " V(@) +- -+ a0y (1) + a1y (1) = (1),
(8)

kde ao, ..., an_1 a f jsou funkce spojité na daném

intervalu (a, b).

Homogenni rovnici pfislu§nou k rovnici (8) rozumime

rovnici

y(0) + ana (" D) + -+ an(1)y'() + ao(t)y (1) = 0.
(9)
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Kazdé reSeni rovnice (8) je tridy C".
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Kazdé reSeni rovnice (8) je tridy C".
Zobrazeni L: C"(a,b) — C(a, b),

Ly)=y" + a1y D+ ay + ay

je linearni.

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI.1. Struktura prostoru reseni

XVI.1. Struktura prostoru feseni
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

XVI.1. Struktura prostoru feseni

Véta 9

Necht' ty € (a,b) a zy, . .., z,_1 € R. Pak existuje prave
jedno maximalni feseni y rovnice (8), které splriuje
podminky

y() = 2o, Y' (k) = z1,..., Y™ (b)) = zy_1.

Toto feSeni je navic definovano na celém intervalu (a, b).
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

Véta 10

(i) Mnozina vsech maximalnich reseni rovnice (9) tvori
vektorovy podprostor prostoru C"((a, b)) dimenze n.
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

Véta 10

(i) Mnozina vsech maximalnich reseni rovnice (9) tvori
vektorovy podprostor prostoru C"((a, b)) dimenze n.

(i) Necht y, je neéjaké maximalni feseni rovnice (8). Pak
mnoZina vsech maximalnich reseni rovnice (8) ma
tvar

{Yo+Yn; yn je FeSenim rovnice (9) na intervalu (a, b)}.
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

Poznamka

@ Baze prostoru maximalnich feSeni rovnice (9) se
nazyva fundamentalni systém reseni rovnice (9).
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

Poznamka

@ Baze prostoru maximalnich feSeni rovnice (9) se
nazyva fundamentalni systém reseni rovnice (9).

@ Jsou-li funkce yy, ..., ¥, linearné nezavisla maximalni
feSeni rovnice (9), pak jiz tvofi fundamentalni systém.
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XVI.1. Struktura prostoru reseni

Poznamka

@ Baze prostoru maximalnich feSeni rovnice (9) se
nazyva fundamentalni systém reseni rovnice (9).

@ Jsou-li funkce yy, ..., ¥, linearné nezavisla maximalni
feSeni rovnice (9), pak jiz tvofi fundamentalni systém.

@ Abychom vyresili nehomogenni rovnici (8), najdeme
fundamentalni systém y4., ..., y, pro rovnici (9)
a jedno (partikularni®) feSeni y, rovnice (8).
VSechna feSeni rovnice (8) pak budou mit tvar
Y=Yo+Ciy1+---+cCuyn kdecy,...,chneR.

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI.2. Metoda variace konstant

XVI1.3. Metoda variace konstant
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XVI.2. Metoda variace konstant

Véta 11 (variace konstant)

Necht funkce yy, . .., y, tvofi fundamentalni systém reseni
rovnice (9). Existuji-li funkce ¢, . .., c, majici na (a, b)
vlastni derivaci a spinujici soustavu rovnic

Ciyi+--+cyn=0

LA™ 4o eyl = 0
AT ey = f

na intervalu (a, b), pak funkce

Yo(t) = c1(B)ys(t) + - - -+ ca(t)yn(t), t € (a,b), je fesenim
rovnice (8).
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XVI.2. Metoda variace konstant

Definice
Necht funkce ys, ..., ¥, tvofi fundamentalni systém feSeni

rovnice (9). Pak matici (Ci pfesneji maticovou funkci)

yi(t) Yo(t) oo ya(l)
y1(1) Yo(t) . ()
U(t) = : : : .te(ab)
yO@ 0w L v

nazyvame fundamentalni matici rovnice (9).
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XVI.2. Metoda variace konstant

Definice
Necht funkce ys, ..., ¥, tvofi fundamentalni systém feSeni
rovnice (9). Pak matici (Ci pfesneji maticovou funkci)

yi(t) yo(t) oo ya(l)

i) vy o ya(d)
U(t) = : : . : .te(ab)

yOO@ Y@ Ly

nazyvame fundamentalni matici rovnice (9).

Véta 12
Necht U(t) je fundamentalni matici rovnice (9). Pak
matice U(t) je regularni pro kazdé t € (a, b).

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

XVI.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

XVI.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice
Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi
koeficenty rozumime rovnici

YO + any () + -+ ay/ (1) + aoy(t) = £(t), (10)

kde ao,...,an_1 € R a f je funkce spojitd na daném
intervalu (a, b).

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

XVI.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice
Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi
koeficenty rozumime rovnici

YO + any () + -+ ay/ (1) + aoy(t) = £(t), (10)

kde ap,...,an_1 € R a f je funkce spojita na daném
intervalu (a, b).

Homogenni rovnici pfislu§nou k rovnici (10) rozumime
rovnici

YO + an 1y D 4+ ay/(t) + ay(t) =0.  (11)

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka
Maximalni feSeni rovnice (11) jsou definovana na
celém R.

Matematika IV XVI. Linearni diferencialni rovnice



XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka
Maximalni feSeni rovnice (11) jsou definovana na

celém R.

Definice
Charakteristickym polynomem rovnice (11) rozumime

polynom

XA) = A"+ @ AN 4 ag )\ + ap.
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XVI1.3. Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 13 (tvar fundamentélniho systému)

Necht' )1, ..., \s jsou vdechny navzajem rizné realné
kofeny polynomu x s nasobnostmiry, ..., rs. Necht

aq + B, ..., ay+ Bi jsou vSechny navzajem rizné koreny
polynomu x s kladnou imaginarni ¢asti a nasobnostmi
Q1,...,Qq, kde ay, ...« By, ..., B € R. Pak nasledujici
funkce tvori fundamentalni systém reseni rovnice (11):

e)\1t7 te)\1t’ . tf1—1 e)\1t’

e)\st7 te)‘st, o trs—1 e)\sl‘7
evlcos Bit, te*'cosByt, ... t¥~'e*lcos pit,
evlsin pit, te*isinpit, ... t9~Te*lsinBit,
evtcospit, te*tcospt, ... t9 'evlcosfit,
evtsingit, te™isinpBit, ... t9e¥tsin gt
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Véta 14 (specidlni prava strana)
Necht’
f(t) = e - (P(t)cosvt+ Q(t)sinvt), teR,

kde 1,,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje feseni
rovnice (10) ve tvaru

¥o(t) = t"e" - (R(t)cosvt + S(t)sinvt), teR,
kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho nez
max{st P,st Q} a m € NU {0} udava, jakou nasobnost

ma cislo 1 + iv jakoZto koren charakteristického
polynomu pfislusné homogenni rovnice.
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XVII. Soustavy diferencialnich rovnic

Matematika IV XVII. Soustavy diferencialnich rovnic



Prey—Predator Cycles
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Soustavou diferencialnich rovnic (prvniho fadu) rozumime

soustavu )

X1 = f1(t7X17X27' - 7XI7)7

Xé = f2(t7 X1, Xo, ... 7Xn)7

(12)

X/,7 - fn(t X1, X2, ... 7Xn)a
kde f;, i =1, ..., n, jsou dané funkce definované na
neprazdné oteviené mnoziné G C R x R” a hledanym
objektem jsou funkce xi, ..., X, definované na jistém

otevieném intervalu.
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

XVII.1. Zakladni pojmy, véta o existenci a
jednoznacnosti

Matematika IV XVII. Soustavy diferencialnich rovnic



XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

XVII.1. Zakladni pojmy, véta o existenci a
jednoznacnosti

Vektorovy tvar soustavy:
x' = f(t, x), (13)

kde x = [x1, X2, ..., Xn], X' = [X{, X5, ..., X}] @
f=[fi,h,. .. 1
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

Definice

@ Resenim soustavy (12) rozumime vektorovou funkci
X = [Xq,..., Xp] definovanou na otevieném
neprazdném intervalu / C R s hodnotami v R”
takovou, ze pro kazdé t € I existuji vlastni derivace

x| (1), ..., xp(t), aplati x'(t) = f(t, x(t)).
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

Definice
@ Resenim soustavy (12) rozumime vektorovou funkci
X = [Xq,..., Xp] definovanou na otevieném

neprazdném intervalu / C R s hodnotami v R”
takovou, ze pro kazdé t € I existuji vlastni derivace
x| (1), ..., xp(t), aplati x'(t) = f(t, x(t)).

@ Maximalni reSeni soustavy (12) je takové feSeni x
definované na intervalu /, které jiz nelze prodlouzit, t.
je-li y reSeni definované na intervalu J, I C J a
y(t) = x(t) prokazdé t € I, pak J = I.
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

Definice
@ Resenim soustavy (12) rozumime vektorovou funkci
X = [Xq,..., Xp] definovanou na otevieném

neprazdném intervalu / C R s hodnotami v R”
takovou, ze pro kazdé t € I existuji vlastni derivace
x| (1), ..., xp(t), aplati x'(t) = f(t, x(t)).

@ Maximalni reSeni soustavy (12) je takové feSeni x
definované na intervalu /, které jiz nelze prodlouzit, t.
je-li y reSeni definované na intervalu J, I C J a
y(t) = x(t) prokazdé t € I, pak J = I.

@ Pocatecni ulohou pro (12) rozumime ulohu, kdy
hledame feSeni x soustavy (12) spliujici navic
predem zadanou podminku x(f,) = x°, kde
[to, X°] € G (tzv. pocatecni podminka).
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

Véta 15 (Peanova véta o existenci feseni)
Necht G C R x R” je oteviena neprazdna mnoZina a
f: G — R" je spojitd na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G
existuje maximalni feseni x rovnice (13) splriujici
x(t) = x°.
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XVII.1. Za&kladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti

Véta 16 (o existenci a jednoznacnosti feSeni)
Necht G C R x R" je oteviena neprazdna mnoZina
af: G— R" je spojita na G a navic splriuje nasledujici
podminku:

(D) Pro kazdé i< {1,...,n} plati, Ze parcialni derivace f;
podle druhé, treti, ..., (n+ 1)-ni proménné (t.
Sh .. Bk) jsou spojité na G.

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feseni x rovnice (13) splriujici x(t) = x°.

Matematika IV XVII. Soustavy diferencialnich rovnic



XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

XVII.2. Vlastnosti maximalnich reseni
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

XVII.2. Vlastnosti maximalnich reseni

Véta 17 (opousténi kompaktu)

Necht G C R x R" je neprazdna a oteviena mnozina,
zobrazeni f: G — R" je spojité, x je maximalni feseni
rovnice (13) definované na intervalu (o, ), t € («, 8),
K C G je kompakini a [ty, x(fy)] € K. Pak existuji

1 € (o, by) am € (b, 5) takova, Ze [, x(11)] ¢ K

a [TQ,X(TQ)] Q_ﬁ K.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 18

Necht a,b € R, a < b, a funkce g je definovana na
intervalu (a, b). Funkce g ma v bodé b zleva viastni limitu
praveé tehdy, kdyz splruje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku

VeeR,e>030 € R,0>0Vs,te P (b,0): |g(t) —9g(s)| <e.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Véta 19 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)
Necht G C R x R" je neprazdna oteviena mnoZzina,

f: G — R" je spojité a splriuje na G podminku (D)
z Véty 16.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Véta 19 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je neprazdna oteviena mnoZina,
f: G — R" je spojité a splriuje na G podminku (D)

z Vety 16. Necht x je maximalni reSeni soustavy (13)
definované na («, 8) a ty € («, 5).
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Véta 19 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je neprazdna oteviena mnoZina,
f: G — R" je spojité a splriuje na G podminku (D)

z Vety 16. Necht x je maximalni reSeni soustavy (13)
definované na («, 8) a ty € (a, 8). Necht dale

(11, 72) C (a0, B) je uzavreny interval obsahujici ty.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Véta 19 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je neprazdna oteviena mnoZina,

f: G — R" je spojité a splriuje na G podminku (D)

z Vety 16. Necht x je maximalni reSeni soustavy (13)
definované na («, 8) a ty € (a, 8). Necht dale

(11, 72) C (a0, B) je uzavreny interval obsahujici t,. Pak pro
kazdé = > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZzdé y° ¢ R"
splriujici |y° — x(t)|| < & plati:
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Véta 19 (spojita zavislost na pocatecnich
podminkach)

Necht G C R x R" je neprazdna oteviena mnoZina,

f: G — R" je spojité a splriuje na G podminku (D)

z Vety 16. Necht x je maximalni reSeni soustavy (13)
definované na («, 8) a ty € («, 5). Necht déle

(11, 72) C (a0, B) je uzavreny interval obsahujici t,. Pak pro
kazdé = > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZzdé y° ¢ R"
splriujici ||y° — x(t)|| < & plati: KaZdé maximalini reseni y
soustavy (13) splriujici pocatecni podminku y(ty) = y° je
definované na intervalu obsahujicim (11, 2) a plati

|x(t) — y(b)|| < e prokazdét € (r1,12).
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 20 (ekvivalence diferencialni a integralni
rovnice)

Necht G C R x R" je oteviena, f: G — R" je spojité
zobrazeni, (a, 8) C R, ty € («, B) a [ty, X°] € G. Spojita
vektorova funkce x: («, 5) — R" je feSenim rovnice (13) s
pocatecni podminkou x(t,) = x°, pravé kdyZz pro kazdé

t € («a, B) splriuje rovnici

x(t) = x° + /t f(s, x(s))ds.

b
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 21 (Gronwall)

Necht’ funkce u je spojita na intervalu (ty, t;), fy € R,
ti € R*. Necht existuji ¢islaa,a,f e R, a >0,5>0
takova, Ze

u(t)§a+/t(au(s)+ﬁ)ds, te (o, 1),

fo

Pak
u(t) < (a+ g) e te (b, ty).
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 22

Necht a,b € R, a< b, x: (a,b) — R" je spojita

a G C R x R" je oteviena mnoZina. Necht plati
{[t.x()) eRxR" te(ab)} CG.

Potom existuje ¢ > 0 takove, Ze

{[t,zZ e RxR"; te (ab),|x(t)—z| <& C G
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 23
Necht a,b e R, a< b, ax: (a,b) — R" je spojita. Potom

plati , ,
’/a x(t)dtH < n/a |x(8)|| dt.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Lemma 24

Necht G C R" je neprazdna a oteviena a g € C'(G,R™).
Necht dale C C G je konvexni a predpokladejme, Ze
existuje M € R, M > 0, takove, Ze

Vie{1,....m}Vje{1,...,n}Vx € C: ‘%(x)‘ < M.
j

Potom pro kaZdé dva body u,v € C plati

lg(u) —g(v)| < Lfju— v,
kde L = n\/mM.
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XVII.2. Vlastnosti maximalnich feseni

Matematika IV XVII. Soustavy diferencialni



XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

XVIL.3. Soustavy linearnich diferencialnich
rovnic
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

XVIL.3. Soustavy linearnich diferencialnich
rovnic

Soustavou linearnich diferencialnich rovnic rozumime
soustavu tvaru

Xp = an ()X + -+ ain(t)xa + bi (1),
X5 = 8oy (t)X1 + -+ agn(t)Xn + bz(t),

XII,' - a,ﬂ(t)X‘] + st + ann(t)Xn + bn(t),

kdeneN, g;: (o, ) = R, bj: (o, 8) = R, i,j € {1,...,n},
jsou spoijité funkce.
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Vektorovy tvar soustavy:

x' = A(t)x + b(t), (14)
kde
a(t) asn(t) bi(t)
Alt) — a1 (1) 82,?(1') b — bo(1)
am(t) am;(t) bn(t)
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Véta 25 (existence a jednoznacnost resenti)
Necht o, 8 € R*, a < 3, Iy € (o, ) a y° € R". Necht

A: (o,8) = M(nxn), b: (o, ) — R" jsou spojita
zobrazeni. Potom existuje prave jedno maximalni reseni
y soustavy (14) splriujici y(t,) = y°. Toto feseni je navic
definovano na celém intervalu («, ().
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Definice
Homogenni soustavou k soustavé (14) rozumime
soustavu

x' =A(t)x. (15)
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Definice
Homogenni soustavou k soustavé (14) rozumime

soustavu
x' =A(t)x. (15)

Zobrazeni L: C'((«, B),R") — C((c, B), R™),
L(x)=x"— Ax

je linearni.
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Véta 26

Necht o, € R*, a < 3, @a A: (o, B) — M(n x n) je spojité
zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich reseni
homogenni soustavy (15) tvofi vektorovy podprostor

prostoru C'((e, 8),R"). Dimenze tohoto podprostoru je
rovna n.
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Véta 26

Necht o, € R*, a < 3, @a A: (o, B) — M(n x n) je spojité
zobrazeni. Potom mnoZina vsech maximalnich reseni
homogenni soustavy (15) tvofi vektorovy podprostor
prostoru C'((e, 8),R"). Dimenze tohoto podprostoru je
rovna n.

Véta 27

Necht o, B € R*, a < 3, a X° € R". Necht’

A: (o,8) = M(nxn), b: (a, ) — R" jsou spojita
zobrazeni. Necht' y je reseni soustavy (14) na intervalu
(cr, B). Potom kazdé reseni x soustavy (14) na intervalu
(o, ) ma tvar y + z, kde z je jisté reSeni soustavy (15) na
intervalu (o, B).
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Definice

Bazi prostoru maximalnich feSeni soustavy (15)
nazyvame fundamentalni systém soustavy (15). Je-li
y',...,y" fundamentalni systém soustavy (15), pak matici

RORBAG
HOIR0

ya(ty .. ya(t)

nazyvame fundamentalni matice soustavy (15).
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Véta 28
Necht ® je fundamentalni matice soustavy (15). Pak
matice ®(t) je regularni pro kazdé t € («, 3).
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XVII.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Véta 29 (variace konstant)

Necht ne N, a,3 € R*, a < 83, th € (o, B) ay® € R".
Necht A: (a, 5) = M(n x n) ab: (a, 8) — R" jsou spojita
zobrazeni. Pak maximalni reseni y rovnice (14) s
pocatecni podminkou y(t,) = y° ma tvar

y(t) = o0 (1) 'y + (1) / ®(s) 'b(s)ds, te (o f),

kde ® je fundamentalni matice soustavy (15).
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

XVII.4. Regeni linearnich soustav s
konstantnimi koeficienty
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

XVII.4. Regeni linearnich soustav s
konstantnimi koeficienty

Soustava linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty je soustava

x' = Ax + b(t),
kde Ae M(nx n)ab: («,3) — R" je dana (spojita)
vektorova funkce. Prislusna homogenni soustava je

soustava
x' = Ax. (16)
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Tvrzeni 30

Necht A € M(n x n) a vektorova funkce y: R — R" je
fesenim soustavy (16). Pak y € C>*(R,R") a pro kazdé
k € N plati y®(t) = Ay(t) pro t € R.
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Definice

@ Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné \,
nazyvame \-matici.
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Definice

@ Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné \,
nazyvame \-matici.
@ Réadkovymi pravami A-matice rozumime:
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Definice
@ Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné \,
nazyvame \-matici.
@ Réadkovymi pravami A-matice rozumime:
e zamenu dvou fadkd,
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Definice
@ Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné \,
nazyvame \-matici.
@ Réadkovymi pravami A-matice rozumime:

e zamenu dvou fadkd,
e vynasobeni fadku nenulovou konstantou,
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Definice
@ Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné )\,
nazyvame \-matici.

@ Réadkovymi pravami A-matice rozumime:
e zamenu dvou fadkd,
e vynasobeni fadku nenulovou konstantou,
e pricteni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku,

kde P()) je polynom v proménné .
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XVIl.4. Re$eni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Véta 31

Necht A € M(n x n). Pak Ize \-matici A\l — A prevést
konecnou posloupnosti fadkovych uprav na horni
trojuhelnikovou A-matici. Vysledna \-matice ma na

diagonale nenulové polynomy, soucet jejichZ stupnu je n.
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