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Kapitola 1. Varia¢ni pocdet

1.1. Derivovani funkcionalia na vektorovych prostorech

Definice (Jednostranna derivace ve sméru)

Necht X je vektorovyj prostor, F : X — R,a € X,h € X. Derivaci funkciondlu
f v bodé a zprava ve sméru h rozumime

5, Fla,h) = tli%1+ F(a+ tf;) — F(a)

)
pokud tato limita existuje a je vlastni.

Poznamka Obdobné definujeme derivaci zleva ve sméru h a znaéime ji
0_F(a,h).

Zajimé-li nas ”oboustrannd” derivace ve sméru h, je v definici oboustranna limita
pro t — 0. Derivaci pak zna¢ime §F(a, h).

Definice (Maximum a minimum realného funkcionélu)

Necht X je rediny vektorovy prostor, McX,aeMaF:M— R je redlny
funkciondl definovany na mnoziné M. Rekneme, Ze a je bodem minima (resp.

bodem mazxima) funkciondlu F na mnoziné M, jestlize pro kaidé x € M plati
F(z) > F(a) (resp. F(z) < F(a).

Véta 1.(Fermatova véta)

Necht X je redlny vektorovy prostor, F': X — R a a € X. Jestlize funkciondl F
md v bodé a extrém (tj. mazimum nebo minimum), pak pro kazdé h € X plati, Ze
derivace §F(a, h) neezistuje nebo je rovna nule.

Dukaz

Zvolme libovolné h € X a definujme ¢(t) = F(a + th). Funkce g je definovana
na R a mé extrém v bodé ¢ = 0. Pak bud ¢'(0) neexistuje nebo je ¢’(0) = 0. Odtud
plyne tvrzeni véty.

Obecnéji plati nasledujici véta.

Véta 2.(Zobecnéni Fermatova véta)

Necht X je redlny vektorovy prostor, F : M C X — R a 1secka s krajnimi body
a,a+h leziv M. Jestlize funkciondl F' nabjvd v bodé a minima vzhledem k mnoziné
M pak bud derivace 61 F(a,h) neezistuje nebo je nezdpornd.



Dukaz:

Definujme funkci g(t) = F(a + th). Za pfedpokladi véty 2 nabyva funkce g
v bodé ¢ = 0 minima vzhledem k usecce (0,1), tedy pro vSechna ¢ € (0,1) je
g(t) > g(0) . Pak bud ¢/, (0) neexistuje nebo je ¢’, (0) > 0. Staci si uvédomit, ze
¢, (0) = 6. F(a, h).

Definice

Necht X je redlny vektorovy prostor a M C X. Rekneme, Ze mnoZina M je
konvexni, jestlize pro kazdé dva body x,y € M je usecka s krajnimi body x,y cdstt
M.

Zobecnénou Fermatovu vétu na konvexnich mnozinach muzeme také formulovat
takto:

Véta

Necht X je redlng vektorovy prostor, M konverni podmnoZina X, F : M — R.
Jestlize funkciondl F' nabyvd v bodé a € M minima vzhledem k mnozZiné M a h € M
pak bud derivace 04 F(a, h) neexistuje a nebo je nezdpornd.

1.2. Derivovani integralu

Definice(Stejnomérné spojita funkce)
Necht M C R"™. Rekneme, Ze funkce f : M — R™ je stejnomérné spojitd na M,
jestlize plati

Ve>030>0Ve,ye M,|lz—y|| <d:||f(x)— f(y)|| <e.

Véta 3.(Spojita funkce na kompaktu)

Necht K C R™ je kompaktni a f : K — R je spojitd na K. Potom f je
stejnomeérné spojitd na K.

Duakaz:

Vétu dokazeme sporem:

Bud € takové kladné ¢islo, ze pro kazdé m € N existuji body z,,,ym € K, pro
které plati [|zn, — ym|| < & a soucasné | f(zm) — f(ym)| > €

1. Protoze K je kompaktni mnozina, lze z posloupnosti (2,,)5_1, (Ym )32, vy-
brat posloupnosti (zm, )51, (Yms )5, které konverguji k bodtim z,y € K. Protoze
soucasné ||, — Ym|| < L, jex =y.

2. Ze spojitosti funkce f v bodé x k € > 0 existuje takové 6 > 0, Ze pro vSechna
z € K takova, ze ||z — z|| < ¢ plati |f(2) — f(z)| <e.



3. Zvolme k, € N tak velké, aby pro viechna k > k, platilo ||z, — z|| < 2,
[Ym, = 2ll < § Pak je [[@m, = ymill < llwm, = @[l + [lym, — 2|l < & a tedy
1 (@m) = F(ymi)l| < ¢, coz je spor.

Véta 4 (Derivace integralu)

Necht f : (a,b) x (¢,d) — R je spojitd a O, f = %( = jeji parcidlni derivace
podle pruni proménné) ezistuje a je spojitd na (a,b) x (c,d). Necht ¢ : (a,b) — (c,d)
md v kazdém bodé intervalu (a,b) vlastni derivaci. Necht z, € (c,d). Polozme pro
y € (a,b)

©(y)
K(y) = / f(y, 2)d.

o

Pak md funkce K v kazdém bodé intervalu (a,b) vlastni derivaci a plati

»(y)
K'(y) = 1, 00))¢' () + / O f(y 2)de, y € (a,b).

‘o

Dukaz:

Pocitejme z definice (a pfedpokladejme bez Gjmy na obecnosti, ze p(y + t) >
o(y))

_ (y+1) (v)
k() = iy BOFD I i L sy [T 000 =

t—0 t—0 ¢ xo
»(y) ¢ _ 1 [elytt)
lim fy+to) f(y’x)dm—&—limf/ Fly+t,2)de = 1) + L.
t=0 Jag t =01 Jo(y)

Ad I: K vypoétu pouzijeme Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté pro funkce vice
proménnych a dostaneme, Ze pro viechna y € (a,b),z € (x,, p(y) a dostateéné mala
t existuje (¢, x) € (y,y +t) tak, Ze

f(y+t,xi —IW) 5 et a0,

Funkce 61 f = %ch je spojitd na M = (y —to, y +to) X (Zo, ©(y)) a je zde tedy podle
véty 3 stejnomérné spojitd, tj.
I3 Ve e R,e > 035 € R, 6 > OV[y1, z1], [y2,x2] € M : ||[y1 — y2, 1 — z2]|| < O
= [01f(y1,21) — 61f(y2, 22)| < e

Pro libovolné kladné € zvolme § > 0 takové, Ze nerovnost v I3 je splnéna. Pak pro
[t| < & plati

»(y)
| / (61 F(E(t2). ) — b1 fy,2))da] <

»(y)
[ st o))~ 815w ) lde <

Lo

e(y)
| etn = ot - o).

o



Odtud plyne, Ze I; = ff(y) 51 f(y,x)dx.

Ad I: K vypoctu pouzijeme vétu o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu a dosta-
neme, Z%e pro vSechna t € R, |t| < § existuje n(t) € (p(y), o(y + t)) takové, ze

I = lim f(y + t,n(t))w.

7 predpokladi je f spojita funkce obou proménnych, ¢ ma v kazdém bodé vlastni
derivaci a lim; o () = ¢(y). Tedy I = f(y, (y))¢'(y)-

1.3. Formulace zékladni tlohy (P1) variaéniho poétu

Déno: T € R, T >0,A,Z € R, F € C*((0,T) x Rx R).

Hledame: y € C((0,7)),y(0) = A,y(T) = Z takové, ze hodnota funkcionalu

V(y)

T
/0 Fs,y(s), v/ (s))ds

je minimaln{ (resp. maximalni).

Oznaceni

Pro funkci F' € C1({0,T) x Rx R) proménnych t,z,2,kdet € (0,T),z € R,z € R
znacime

%—f(t,x, z) =0 F(tz,z2),
g—i(t,x, z) = 0o F (t, x, 2),
Z—Z(t,x,z) = 03F(t,x,2).

Jedna-li se o slozenou funkci F'(¢,y(t),y'(t)) znacime
alF(ta y(t)7 y/(t)) = Ft(tv y(t), y/(t))7
OaF(ty(1),y' (1) = Fy(t (1), ' (1)),

OsF(t,y(t),y' (1) = Fy (£, y (1), ' (1))-

Véta 5.(Nutnd podminka pro extrém tlohy P1)

Necht y je bodem extrému tlohy P1. Pak je y Tesenim Eulerovy rovnice

(BR)  Fy(t,9(0),5/() = S Fy(t,y(0).y/ (1), € 0,7).



K dukazu véty 5 budeme pouzivat pomocné lemmata A, B a C. Jejich formulaci
a dikazy uvedeme pfed dikazem véty 5.

Lemma A

Necht funkce ¢ € C((0,T)) je nezdpornd a fOT p(t)dt = 0 Pak je o(t) = 0 pro
vSechna t € (0,T).

Dikaz:

Lemma dokézeme sporem. Pfedpokladejme, ze v bodé z, € (0,T) je ¢(z,) > 0.
Pak existuji takova kladna 9, €, Ze funkce v definovand

o

z € (0, T)\ (o — &, T + 9),
Y(x)] (@ — 20 +0) z € (To — 0,T0),
—5(@—2,—0) x€ (0,75 +9)
splituje nerovnost 0 < ¥ (z) < ¢(z) na (0,T). Pak plati
T T
0< / Y(z)dr < / p(z)dz,
0 0
COZ je Spor.

Lemma B

Necht a,b € C({0,T)) a

/ " @h(t) + B (0) di = 0

pro kazdou funkci h € C1({0,T)), pro kterou je h(0) = h(T) = 0. Pak funkce b md
na (0,7 derivaci a plati b’ = a.

Ditikaz:
Bud A primitivni funkce k a na (0,7). Pak plati

T T
/ a(O)h(t)dt = [A@®)R(H]T / AR (t)dt.
0 0
Prvni ¢len na pravé strané rovnosti je nulovy, protoze h(0) = h(T) = 0. Méame tedy
T
/ (b(t) — A(t))R'(t)dt = 0
0
pro kazdé h € C1({0,T)) spliwjici h(0) = h(T) = 0. Zvolme h takto:

h(z) = /Om(b(t) — A(t))dt + cx.
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Pro kazdé ¢ € R je h(0) = 0 a h € C1({0,T)). Konstantu ¢ zvolime tak, aby i
h(T) =0, tj.

T
c= f% /0 (b(t) — A(t))dt.
Pak 1/(t) = b(t) — A(t) + c. Dale je

/0 (b(t) — AR (£)dt = /0 (b(t) — A(t) + )/ (£)dt = /0 (b(t) — A(t) + o)2dt.

Z lemmatu A je b — A+ c = 0, tedy b je spojité diferencovatelnd a b’ = A’ = a na
0,7).

Lemma C

Necht T, F jsou jako v loze (P1), y,u € CY((0,T)). Zvolme y a definujme
zobrazeni G : C1({(0,T)) — R takto:

Glu) = /0 F(ty(#) + ult), o' () + ' () dt.

Potom

dG(0,h) =
T
/O (Fy (6,y(@),y' (1) h(t) + Fy (£,y(1), ' (1) b (1)) di
pro libovolné h € C1((0,T)).

Dukaz:

Z definice derivace ve sméru a z véty 4 o derivaci integralu dostavame
d [T
5G(0, ) = / Fls,y(s) + th(s), v/ (s) + th(s))ds =
0

/OT(Fy(S, y(s) + th(s),y'(s) + th'(s))h(s)+
Fy(s,y(s) +th(s),y'(s) + th'(s))h'(s))ds.
Ovéite, ze z predpokladi lemmatu C vyplyva, Ze funkce
f(t:5) = Fs,y(s) + th(s),y'(s) + th'(s))
splnuje predpoklady véty 4.

Dtkaz véty 5.:

Polozme X = {h € C*((0,T)),h(0) = h(T) = 0}. Pak je X vektorovy prostor
a funkciondl G : X — R definovany predpisem G(h) = V(y + h) ma v pocatku
extrém. Podle lemmatu C a podle véty 1 plati

6G(0,h) = /0 (Fy(5,y(5), 4 (s))h(s) + Fy (s,y(s), /()1 (s)ds = 0



pro libovolné h € X. Platnost Eulerovy rovnice je pak dtisledkem lemmatu B.

Poznamka

Z lemmatu B vyplyva, Ze je-li F' jednou spojité diferencovatelnd a y je bodem
minima resp. maxima funkciondlu V, pak je slozena funkce Fy/ (s, y(s),y'(s)) také
spojité diferencovatelnd na (0,7) a pravé strana v Eulerové rovnici je dobfe defi-
novana. Je-li F dvakrat spojité diferencovatelna, je Eulerova rovnice obycejnou
diferencialni rovnici druhého fadu. Ve specialnich ptipadech ji lze pfevést na dife-
rencialni rovnici prvniho fadu.

Specialni pripady

LLF = F(t,y') (F nezavisi explicitné na y)

Eulerova rovnice ma pak tvar %Fy/ =0 a tedy Fy je konstantni na (0,7).
II. F = F(y,y') (F nezavisi explicitné na t)

Predpokladejme, ze F,y jsou tak hladké funkce, abychom Eulerovu rovnici mohli

prepsat ve tvaru
Fy/y/y” —|— Fyy/y/ — Fy - 0
Vynédsobime-li tuto rovnici ', dostaneme
Fy/y/y'y” + Fyy/(y/)2 _ Fyy’ =0
a levou stranu této rovnice muZeme zapsat jako %(y’ Fy — F). Odtud plyne, ze
také y'F,y — F je konstantni na (0, T').

1.4 Ulohy s volnym koncem

Pevny koncovy ¢as a volna koncova hodnota (Gloha P2)
Déno: T€ R,T>0,A€ R, F e C'((0,T) x Rx R).
Hledame: y € C'((0,7T)),y(0) = A takové, ze hodnota funkcionalu

T
V) = [ Flsu().v/(s))ds
0
je minimalni (resp. maximalni).

Véta 6.(Nutnd podminka pro extrém ulohy P2)

Necht y je bodem extrému tlohy P2. Pak je y fesenim Eulerovy rovnice

(ER)  Fy(t,y(t),y't) = %Fy’ (t,y(®),y'(1).t € (0,T)

a splnuje podminku transverzality

(T1)  Fy(T.y(T),y(T)) = 0.



Dtkaz véty 6.:

Polozme X = {h € C*({0,T)),h(0) = 0}. Obdobné jako v ditkkazu véty 5 je X
vektorovy prostor a funkciondl G : X — R definovany predpisem G(h) = V(y + h)
mé v pocatku extrém. Podle lemmatu C a podle véty 1 plati

(1) G0, h) =/0 (Fy(s,9(5), 5/ (s))h(s) + Fye(5,5(s), 4/ () (s)ds = O

pro libovolné h € X.
1.Zvolme nejprve h € X, h(T) = 0. Pak je platnost Eulerovy rovnice

d

F‘y*%

EJ’:O

dtisledkem lemmatu B.
2.Bud nyni h libovolny prvek prostoru X. Druhy ¢len v rovnici (1) upravime
integraci per partes a dostaneme (ve zkraceném zapisu)

T T
/O (Fyh+ Fyh')ds = /0 (Fyh— %Fy/)hds +[F, T =o0.

Z KEulerovy rovnice je integral na pravé strané nulovy. Pro vsechna h € X je
h(0) =0, tedy i hF, je nulové v bodé 0. Vzhledem k tomu, ze pro h € X je h(T)
libovolné, je nutné také Fy .. = Fy(T,y(T),y(T)) =0.

Truncated vertical terminal line (tiloha P3) (Koncovd hodnota omezena
nerovnosti)

Déano: Ac R,Zc RTe€RT>0,FcC'{0,T)x RxR).
Hledame: y € C1((0,7)),y(0) = A,y(T) > Z takové,
ze hodnota funkcionélu

T
V) = [ Flsu().v/(s)ds
0
je minimalni.

Véta 7.(Nutnd podminka pro extrém ulohy P3)

Necht y je bodem minima ilohy P3. Pak je y Tesenim Eulerovy rovnice

© (). (1), 1 € (0,7)

(ER)  F,(tyt),y't) =
a spliiuje podminky transverzality t.j. bud plati
(T2)  y(T) > Z asoucasné F, (T,y(T),y'(T)) =0,

nebo
(T3)  y(T) = Z asoucasné F, (T,y(T),y'(T)) > 0,
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Dtikaz:

Polozme X = {h € C1({0,T)),h(0) = 0,h(T) > Z — y(T)}. (MnoZina X neni
vektorovy prostor, ale je poloprostor, tedy je konvexni.) Obdobné jako v dikazu
véty 5 funkciondl G : X — R definovany pfedpisem G(h) = V(y 4+ h) nabyva v
pocatku minima vzhledem k X. Podle lemmatu C a podle véty 2 plati

T
(1) 6+G(0,h) =/0 (Fy(5,y(5), 4" (s))h(s) + Fy (s,y(s), 5/ ()1’ (s)ds = 0

pro libovolné h € X.
1.Zvolme nejprve h € C1({0,T)),h(0) = h(T) = 0. (Takova h lezi v X.)Pak je

platnost Eulerovy rovnice F,, — %Fy/ = (0 dasledkem lemmatu B.

2.Bud nyni h libovolny prvek prostoru X. Druhy ¢len v rovnici (1) upravime
integraci per partes a dostaneme (ve zkraceném zapisu)

T T
d
| Banes Byias = [ (R, = S Ends + 1R >0

7 platnosti Eulerovy rovnice je integral na pravé strané rovnosti nulovy. Pro
vSechna h € X je h(0) = 0, tedy zbyva nerovnost h(T)Fy (T,y(T),y'(T)) > 0.
Je-li y(T') = Z, je pro kazdé h € X splnéna nerovnost h(T) > 0 a dostavame, Ze
i Fy (T, y(T), (T)) > 0.
Je-li y(T') > Z,pak pro h € X mizZe h(T) nabyvat kladnych i zdporngch hodnot,
tedy je nutné Fy (T, y(T),y'(T)) = 0.

Volny koncovy ¢as a koncova hodnota (dloha P4)

Déno: A€ R, F € C'((0,00) x R x R).
Hleddame: T € R, T > 0,y € C1({0,T)),y(0) = A takové, Ze hodnota funkcio-
nalu

ww=AFWM$wmw

je minimalni (resp. maximadlni).

Véta 8.(Nutna podminka pro extrém udlohy P4)

Necht dvojice T,y je bodem extrému tlohy P4. Pak je y Tesenim Eulerovy
rovnice

(BR)  Fy(t,(0),4'0) = 5 (6,9(0).4/(0),t € (0,7)

a splniuje podminky transverzality

a soucasné

(T5)  F(T,y(T),y'(T)) = 0.
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Ditkaz:

Poznémka: Je-li funkce u € C1((0, D)), pak existuje u* € C*((0, 00)) takova, Ze
u*(t) = u(t) pro vsechna t € (0, D).

Diky této poznamce budeme v dikazu véty predpokladat, ze vSechny funkce jsou
definovany na (0, 00).

Bud

E = {[r,h] € R x C"({0,00)); h(0) = 0}
T+t
G(r,h) = /0 F(t,y(t) + h(t),y'(t) + h'(t))dt,

kde [T, y] je bod extrému v tloze P4. Poéitejme podle véty o derivaci integralu a
lemmatu C vyraz

G(st,sh) — G(0,0) _

T+sT
d(/o F(t,y(t) + sh(t),y ()+sh’(t))dt>

6G((0,0), (1,h)) = ;li%

s=0

TH+st
/O *{F (£, y(t) + sh(t), y'(t) + sh'()) }dt + TFT+ST>

( s=0

T

| Byt v (@), @) ).
0
Podle véty 1 je
T
©) | ot Byt (B (D), (1) =0
0
pro kazdé [r,h] € E.

Zvolme nejprve 7 = 0. Pak jako v dikazu véty 6 odvodime, ze y spliiuje na
(0,T) Eulerovu rovnici a podminku transverzality T1. Rovnice (2) pak ma tvar
T(F(T,y(T),y'(T))) = 0 a je-li 7 # 0 dostdvame druhou podminku transverzality
F(T,y(T),y'(T)) = 0.

Volny koncovy ¢as (tiloha P5)

Déano: A,Z € R, F € C' ((0,00) x R x R).
Hleddme: T € R, T > 0,y € C1({0,T)),y(0) = A,y(T) = Z takové, Ze hodnota

funkcionéalu .
- / F(s,y(s),y/())ds
0

je minimalni (resp. maximalni).

Véta 9.(Nutnd podminka pro extrém ulohy P5)
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Nechit dvojice T,y je bodem extrému ilohy P5. Pak je y vesenim Eulerovy rovnice

(BR)  Fyt,9(0),4/t) = 5 Fy(ty(t),y/ (1)t € (0,7)

a spliuje podminku transverzality

(T6)  F(T,y(T),y"(T)) =y (T)Fy (T, y(T),y"(T)) = 0.

Dikaz:
Zvolme h € C*((0,00)),h(0) = 0. Pro realna ¢isla €, a y, T v nichz funkcionél

V nabyva extrému definujme
T+6
fled) = [ Pty + o)y () + et ()i
0
g(€,0) =y(T +0) +eh(T +90) - Z.

Funkce f pak nabyvad extrém v bodé [0,0] vzhledem k mnozing M = {[¢,d] €
R?; g(e,8) = 0}. Spocitejme parcialni derivace funkci f, g v po¢atku Opét pouzi-
jeme vétu o derivaci integralu a lemma C:

90,0 = [y/(T + ) + el (T + ] = y/(T),
%9(0,0) = [A(T + )] = h(T).
of

%(0, 0) = [F(T+6,y(T + 6) 4+ eh(T +6),y' (T + &) + eh'(T + 6))]j0,0) =

F(T,y(T),y(T)),
of

T+06
E(O, 0) = [/ (Fy(t,y + eh,y' + e )h+ Fy(t,y + eh,y' + e.h')h')di] 0,0 =
0

T
/ (F,.h+ Fy.0)dt.
0

Nejprve zvolme h, pro ktera je h(T) = 0 a 6 = 0. Pak funkce f(e,0) nabyva extrém
vzhledem k piimce [¢,0] C M v bodé € = 0 a tedy %(0, 0) = 0. Odtud standardné
odvodime Eulerovu rovnici.
Z véty o Lagrangeovych multiplikdtorech plyne, ze bud je Vg(0,0) nulovy nebo
existuje Lagrangetdv multiplikdtor A tak, ze Vf£(0,0) + AVg(0,0) = 0.
Pfedpoklddejme, ze y'(T) # 0. Pak je Vg(0,0) # 0 a existuje A takové, ze

3) F(T,y(T),y(T)) = M/ (T)

T
/ (F,.h + F,.h)dt = A(T).
0

Na druhy vyraz v integralu ve druhé rovnici uzijeme integraci per partes a dosta-
neme

(@ | By = Gt b = Fy (D). (1) (D)
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Tato rovnost je splnéna pro viechna h € C1((0,00)), h(0) = 0, A(T) = 0 a z lemmatu
B dostévame, ze y fesi Eulerovu rovnici. Bud nyni h(7T") # 0. Pak plati z rovnice

3)
((5)) F(T,y(T),y'(T)) = M/ (T)

a soucasné
Fy(T,y(T),y'(T)).MT) = A\.h(T).
Protoze h(T) # 0, je splnéna podminka transverzality T6.

Jeliy/(T) =0a h(T)=0,jeiVf(0,0) =0 a dostdvdme z rovnice (3) splnéni

podminky transverzality a z rovnice %(0, 0) = 0 splnéni Eulerovy rovnice.

Horizontal terminal line (iloha P6)

(Koncovy ¢as dany nerovnosti, pevna koncova hodnota)

Déno: A, Z,T* € R,T* > 0,F € C* ({(0,00) x R x R).
Hleddme: T € R, T > 0,7 < T*,y € C1({0,T)),y(0) = A, y(T) = Z takové,
ze hodnota funkcionalu

T
vwzﬁfmm¢wwﬁ

je minimalni.

Véta 10.(Nutna podminka pro extrém tlohy P6)

Necht dvojice T,y je bodem minima tlohy P6. Pak jey vesenim Eulerovy rovnice

(BR)  Fylty(t).y't) = 5 Fy 6004/ (1)1 € (0.7)

a spliuje podminky transverzality
(T7) T <T" F(T,y(T),y"(T)) -y (T)Fy (T, y(T),y'(T)) <0,

(T =T") (F(T,y(T),y'(T)) =y (T) Fy (T, y(T),y'(T))) = 0.

Véta 10 je bez dikazu.

1.5. Izoperimetrické ulohy

Izoperimetricka tloha (P7)

Déano: A, Z,B,T € R,T>0aF € C'((0,T) x R x R),
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GeC ((0,T) x R x R).

Hledame: y € C1((0,T)),y(0) = A, y(T) = Z takové, ze
T
| Gttty @i =5
0
a hodnota funkcionalu
T
V(o) = [ Fs.u(9)0/(s))ds
0

je minimaln{ (resp. maximalni).

Véta 11.(Nutna podminka pro extrém tlohy P7)
Je-li y je bodem mazima (resp minima) dlohy P7, pak je bud

d
Gy (t’ y(t)7 y/t) = aGy/(tv y(t)v y/(t))vt € (07 T)v
nebo existuje A € R tak, Ze

Fy (t> y(t)’ y/t) - )‘Gy(t’ y<t)7 y/t) =

o By (6,4(0),4/(0) = Gy (L y(2), () £ € (0.7,

Véta 11 je bez dukazu.

1.6. Ulohy s vice stavovymi proménnymi

Uloha s dvéma stavovymi proménnymi (P8)

Déano: T € R, T > 0;A=[A,A)) € R, Z =[Z1,7Z] € R* a

F e C'({(0,T) x R* x R?).

Hledame: y = [y1,v2],y; € C1({0,T)) pro j = 1,2, y(0) = A, y(T) = Z takové,
ze hodnota funkcionalu

je minimaln{ (resp. maximalni).
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Véta 12.(Nutna podminka pro extrém tlohy P8)

Nechi y je bodem extrému tlohy P8. Pak je kazdd slozka yj,j = 1,2, resenim
FEulerovy rovnice

d
(ER)  Fy,(ty().y (1)) = 2 Fy (6 y(0), 4 (1), 1 € (0. 7).
Véta 12 je bez dikazu.

1.7 Ulohy s nekoneénym horizontem

Nez se zaCneme zabyvat tlohami variacniho poc¢tu na intervalech nekonecné
délky (bez jmy na obecnosti na intervalu (0,00)) potfebujeme objasnit, co ro-
zumime integralem z redlné funkce na takovém intervalu. (Pf¥ipometime, Ze definice
Riemannova integralu je vdzana na interval koneéné délky.) Proto se po formulaci
zékladni tlohy P9 budeme vénovat definici integralu, kterou mtzeme v takovém
kontextu pouzit.

Formulace zakladni ulohy P9
Déano: Ac Ra F € C'((0,0) x R x R).
Hledame: y € C'((0,00)),y(0) = A takové, ze

v - [ " F(s.y(s)./ (5))ds

je minimaln{ (resp. maximalni).

Piipravné tivahy o konvergenci integralu

Definice
Nechi f : (a,b) — R. Rekneme, Ze F je primitivni funkci k f na intervalu (a,b),
jestlize pro kazdé = € (a,b) existuje F'(x) a plati F'(x) = f(x).

Definice

Necht f : (a,b) — R. Rekneme, Ze f;) f(#)dt konverguje (v Newtonové smyslu),
jestlize existuje primitivni funkce F' k f na (a,b) a existuji vlastni limity

lim F(t) = A, lim F(t) = B.

t—a+ t—b—

Hodnotou integrdlu pak rozumime

t—b— t—a-+

/bf(t)dt = lim F(t)— lim F(t)=B— A.
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Piiklad 1
J; t“dt konverguje pravé tehdy, kdyz oo < —1.

Priklad 2

J1° e 'dt konverguje pravé tehdy, kdyz a > 0.

Tvrzeni 1 (o integrovatelné majoranté)

Necht f,g jsou spojité na (a,b) a |f| < g. Jestlize ffg(t)dt konverguje, pak 1

f; f(®)dt konverguje. Funkci g pak nazveme integrovatelnou majorantou.

Ditikaz:

1. Pro funkci f (kterd mtiZe ménit znaménko) definujme f+(z) = max{f(z),0} a
f~(z) = max{—f(x),0}. Obé tyto funkce jsou nezdporné, spojité na (a, b) a spliiuji
nerovnosti 0 < fT < ¢g,0 < f~ < g. Stadi tedy dokazat tvrzeni 1 pro nezaporné
funkce fT, f~a uZit rovnosti f = fT — f~ a linearity integralu.

2. Predpoklddejme, ze f je nezédpornd na (a,b). Pak je 0 < f < g na (a,b) a
g— f > 0na (a,b). Zvolme bod ¢ € (a,b) a budte F,G primitivni funkce k f, g na
(a,b), pro které plati F(c) = G(c) = 0. Z nezdpornosti funkei f,g,9 — f plyne, zZe
F,G,G — F jsou neklesajici funkce. Tedy existuji jednostranné limity funkci F, G
v krajnich bodech intervalu (a,b). Dale z monotonie G(z) — F(x) plyne, Ze pro
vechna = € (¢,b) je G(x) > F(x). Tedy i lim,_,_ F(z) < lim,_,,— G(z) € R. Z
obdobnych diivodd je vlastni i lim, .4 F(x) a tedy konverguje f; f(z)dx.

Priklad

Necht p > 0 a funkce t € (0,00) — f(t) = F(t,y(t),y'(t)) je omezend. Pak
IS F(t,y(t), v (t))e~*tdt konverguje.

Tvrzeni 2 (o typické majoranté)

Necht F = F(y,z) je funkce dvou proménnych, kterd je spojitd na R? a necht
y € C1((0,00)) je omezend funkce s omezenou derivaci a p > 0. Pak
IS F(t,y(t), v (t))e~rtdt konverguje.

Dukaz:

Funkce y a 3 jsou spojité a omezené na (0, 00), tedy existuji konstanty a,b € R
tak, ze |y(t)| < a,|y'(t)] < b pro viechna t € (0,00). Funkce F je spojita na R? a
tedy je omezend konstantou ¢ na kompaktni mnoziné (—a,a) x (=b,b).

Pak plati |F(y(t),y'(t))| < ¢ na (0,00). Tvrzeni 2 plyne z tvrzeni 1, polozime-li
f@) =F(y(t),y'(t)e ", g(t) = ce"".

Véta 13 (derivace integralu na intervalu nekoneéné délky)
Budte a,b,c,d € R*. Necht f a 01f jsou spojité na (a,b) x (c,d) a plati:
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(i) existuje funkce g : (¢,d) — R takovd, Ze fcd g(x)dx konverguje a soucasné
|01 f (y, )| < g(x) pro vechna y € (a,b),z € (¢,d);
(i) existuje y, € (a,b) takové, Ze fcd f (o, x)dx konverguje.

Pak F(y) = fcd f(y,z)dz € C*((a,b)) a plati

d
F'(y) :/ o f(y,z)dx.
Véta 13 je bez dikazu.

Véta 14.(Nutnd podminka pro extrém tlohy P9)
Necht F v formulaci slohy P9 md tvar

F(t,y(t),y' (1) = Gy(t),y'(t))e™"",

kde p >0 a G € CY(R?). Je-li y je bodem mazima (resp. minima) tlohy P9 a y,y’
jsou omezené na (0,00), pak plati

Fy(t,(0),/0) = 5 (B (1,30, 5/ (1)), € (0, 00).

Ditikaz:

Polozme X = {h € C*((0,00)); h, h/jsou omezené na(0,00)}. Diky piedpokla-
dtim na F, G,y je funkciondl H : h — V(y + h) definovdn na X a nabyvé extrém v
pocatku. Pro h € X plati

SH(0,h) = d%( /0 T Glylt) + sh(t), 5/ (1) + sh'(£))e " dt) oo

K vypoctu derivace uzijeme vétu 13. Zvolime

(av b) = (_17 1)a
(C’ d) = (07 OO)»
f(s,t) = G(y(t) + sh(t),y'(t) + sh'(t))e™"",

T(s,t) = Gy(y(t) + sh(t), y'(t) + sh' () h(t) + Gy (y(t) + sh(t), y' (£) + sh' (1) (1),
O1f(s,t) =T(s,t)e .

Pak plati
(1) obor hodnot zobrazeni [s,t] — [y(t) + sh(t),y'(t) + sh'(t)],s € (—1,1),t €
(0,00) je omezeny,
(2) obor hodnot funkce T je omezeny.

Tedy existuje majoranta k funkcim f(s,t),d; f(s,t) ve tvaru g(t) = Ce™Pt. Dosté-
vame

SH(0, h) = / (Gyh + Gyl )ePdt = / (Fyh + Fy )t = 0
0 0
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pro vSechna h € X.
Zvolme T,0 < T < oo a funkei h; h(t) = 0 pro vSechna ¢ > T. Pak je splnéna
Eulerova rovnice na (0,7 a tedy i na (0, c0).

Izoperimetricka tloha s nekoneénym horizontem
Formulace zakladni ulohy P10

Déno: Ac R,F € C'((0,00) x RxR)aG e C'((0,00) x Rx R),B € R.
Hledame: y € C'((0,00)),y(0) = A takové, ze

; G(t,y(t),y'(t))dt = B

a funkcional -
Vi) = [ Plou(s)y/(s)ds
je minimaln{ (resp. maximalni).
Véta 15.(Nutna podminka pro extrém tlohy P10)
Necht F a G ve formulaci tlohy P10 maji tvar
F(t,y(t),y'(t) = F(y(t),y' (1)e ",
kde F € CY(R x R),p1 > 0,
G(t.y(t),y' (1)) = Gly(t),y' (1))e ",

kde G € CY(R x R), ps > 0.
Je-li y je bodem mazima (resp. minima) dlohy P10 a y,y’ jsou omezené na
(0,00), pak plati bud

Gy (1), () = Gy, (). € (0.50)

@
nebo existuje \ € R tak, e

Fy (1, 9(0),/ (1) = AG, (1, y(1),/ (1) =
&y (1 y(0), /(1)) = MGy (1, 9(1), /(1)) € (0, 0)

Véta 15 je bez dikazu.

1.8 Globalni extrémy
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Zopakujme pojem konvexni mnoziny:

Definice (Konvexni mnozina)

Necht X je vektorovy prostor a M C X. Rekneme, Ze M je konvexnd, jestlize
pro kazdé dva body x,y € M a pro kazdé t € (0,1) jei z=tx+ (1 —t)y € M.

Definice (Konvexni a konkavni funkcionél)

Necht:X je vektorovy prostor, M C X je konvexni a V : M — R je funkciondl
na M. Rekneme, Ze V je konvexni na M (resp. konkdvni na M ), pokud plati

V ox,y,e M, Vt€(0,1) : V(te + (1 —-t)y) <tV(x)+ (1 -t)V(y)

(resp.

V oz,y, € M, Vi€ (0,1) : V(tz+ (1 —t)y) >tV (z)+ (1 —t)V(y)).

Poznamka

Funkcional V' : X — R je konvexni na X, pravé kdyz je konvexni na kazdé
piimce v X, tj. kdyz Vz € X,Vk € X je t — V(x + tk) konvexni na R. Analogické
tvrzeni plati pro konkavni funkcionaly a pro funkcionaly definované na mnoziné
McCX.

Véta 16.(Postacujici podminky pro minimum konvexniho funkcionalu)

Necht M C X je konvexni a V : M — R je konvexni. Jestlize 64V (z,h—xz) >0
pro kazdé h € M, pak V nabyvd v bodé x minima vzhledem k M.

Dukaz:

Vétu dokdzeme sporem: piedpokladejme, Ze existuje y € M,y # x tak, ze
V(y) < V(). Pocitejme
V(z+tly—2z))—V(x)
t

04 V(z,y —z) = limi—ot <

1-t)V(z)+tV(y) — V(z)
t

limt—>0+

Nerovnost je vSak ve sporu s predpokladem o nezapornosti derivaci ve libovolném
SmMeru.

Véta 17.(Konvexita funkcionilu a konvexita integrandu)
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Bud M konvezni podmnoZina prostoru C*((0,T)). Nechi F € C*((0,T)x Rx R)
splriuje ndsledujici podminku.:

Pro kazdé s € (0,T) je funkce [y, 2] € R? — F(s,y,2) konvexni.
Pak je funkciondl V : M — R definovany predpisem

T
Viy— /0 F(s,y(s),y'(s))ds

konvexni na mnoziné M.
Dukaz:
Ovéfime konvexitu V' z definice: Bud' t € (0,1),y,2 € M

Vity + (1 —t)z) = /o F(s,ty(s) + (1 —t)z(s),ty'(s) + (1 — )2/ (s))ds <

T
/0 (tF(s,y(s),y/ () + (1 = )F (s, 2(s),2'(5))) ds = tV (y) + (1 = )V (2).

Oznaceni

Necht F' € C?(R?). Oznagime

0H O0H
0 H(z,2z) = %(I72’),(52H(I,2’) = E(m,z)

0*°H 0?
011H(z,2) = W(w,z),élgH(aj,z) = m(w,z)
2 2

621H($, Z) =

(x,2),022H (2, 2) = = (x, 2).

0z0x

Véta 18.Konvexita a definitnost matice druhych derivaci
Necht H € C%(R?). Pokud je matice

H = 511H 512H
o 521H 522H

pozitivné semidefinitni na R?, pak je H konvexni na R?.
Dikaz:
Zvolme x € R% h € R? a definujme G : R — R takto:g(t) = H(x + th). Pak je

g/(t) :(SlH(.’L' + th)hl + (SQH(.Z' + th)h2,
g"(t) =011 H(z + th)hi + 612H (x + th)hihg + 021 H (z + th)hahi+
oo H (z + th)h3.
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Je-li matice druhych derivaci funkce H pozitivné semidefinitni, je ¢’ nezdporna na
R a funkce ¢ je konvexni na R. Podle poznamky je pak konvexni i H.

Poznamky
1. Matice H se obvykle nazyva Hessova matice nebo Hessidn funkce H.
2. Matice H = (Cbl lc)) je negativné semidefinitni na R? pravé tehdy, kdyz

a <0,c<0,b®—ac <0 a pozitivné semidefinitni na R? pravé tehdy, kdyz a >
0,d>0,b>—ac<0.

Véta 19.(Pfedpoklady, za nichZ je nutnd podminka také postacujici)

Necht F € C?({0,T) x R x R) v (P1) sphiuje predpoklady véty 17. Je-li y €
CL({0,T) resenim Eulerovy rovnice (ER) pak funkciondl V nabyvd vy minima.

Rozmyslete si obdobna tvrzeni v dalsich alohach.

1.9 Lokalni extrémy

Definice(Normovany linearni prostor)

Normovang linedrni prostor je dvojice (X, ||.||), kde X je vektorovy prostor nad
R a ||.|| je norma na prostoru X, tj. zobrazeni definované na X s hodnotami v
(0,00) spliugict
Vee X :||lz]|=0< 2 =0,

Ve e X,Va € R: ||az|| = |af||z]|,
Va,y € X lx+yl| < ][ +[lyl]-

Definice(Ostré a neostré lokalni extrémy)

Necht (X, ||.||) je normovany linedrni prostor, f : X — R a 2, € X. Rekneme,
Ze f md v bodé x, € X
lokalni maximum, jestliZe existuje r > 0 takové, Ze

Ve € X, ||z — xo|| <7 flz) < f(w,);
ostré lokalni maximum, jestlize existuje r > 0 takové, Ze
Ve e X,0 < ||z —zo|| <r:flx) < fz,);
lokalni minimum, jestliZe existuje r > 0 takové, Ze

Ve € X, ||z — x| <7 : f(x) > f(2o);
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ostré lokalni minimum, jestlize existuje r > 0 takové, Ze

Ve e X,0 <|lx — || <7: f(z) > f(z,).

Definice (Norma v prostoru C*)

V prostoru X = C1({0,T)) definujeme normu takto: proy € C1({0,T)) je

Iyl = sup{ly(®)] + [y ()];t € (0,T))}.

Véta 20.(Postacujici podminka pro lokalni extrém)

Necht y tesi Eulerovu rovnici v tloze P1. Jestlize je matice

( Fyy(t,y(),y' () Fyy (ty(t),y' (1)) )
F’y’y(tv y(t),y'(1)) Fyy (t,y(t),y'

pozitivné definitni pro kazdé t € (0,T), pak je y bodem ostrého lokdlniho minima.
2. Teorie optimalniho fFizeni
2.1. Zakladni uloha

Definice

Rekneme, e funkce g je na intervalu (0,T) po édstech spojitd, jestliZe existuje
délent 0 = tg < t1,....t, = T takové, Ze g je spojitd na (ti—1,t;) pro viechna
i=1,...,n a v kragnich bodech existuji vlastni limity funkce g.

Definice

Rekneme, ze funkce g je na intervalu (0,T) po cdstech diferencovatelnd, jestlize

existuje déleni 0 = tg < t1,...,t, = T takové, Ze derivace g’ je spojitd na (t;—1,t;)
pro véechna i = 1,...,n a v krajnich bodech existuji vlastni limity funkce g'.

Formulace tulohy P11 (volna koncova hodnota )

Dano: Te R, T >0,A€ Ra f,F € C(<0,T> X R % R), O1f,0of, W F,0-F €
C({0,T) x Rx R) aU C R uzavieny interval.

Hledame:
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y spojitou a po ¢astech diferencovatelnou na (0,7, y(0) = A,
u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0,T) takové, ze
y'(t) = fty(t), u(t)

na (0,7) s vyjimkou koneéné mnoziny a hodnota funkcionalu

T
Viy) = / F(s,y(s), u(s))ds
0
je maximalni.

Poznamky

1. Pfedpoklad U C R je uzavieny interval” znamend, ze U je jeden z intervall
R, (—o0,a), (b,00), {c,d), kde a,b,c,d € R,c < d.

2. Funkci u nazveme Fidici funkci, funkci y stavovou funkci a rovnici y' =
ft,y(t),y (t)) stavovou rovnici.

Definice Hamiltonianu Funkcs
H(y,u,\) = F(t,y,u) + \f(t,y,u)

nazveme Hamiltonidnem ulohy P11.

Véta 21.(Nutni podminka pro extrém tlohy P11, Pontryaginuv prin-
cip maxima)

Bud y*,u* bodem mazima tlohy P11. Pak existuje funkce \ : (0,T) — R takovd,
Ze pro kazdé t € (0,T) aZ na koneénou mnoZinu plati:

(1) (mazimalita u*)

H(t,y™ (1), u™(t), A(t)) = H(t, y"(t),u, A(t)), V u(t) €U

(II) (stavovd rovnice)

() (1) = S (05" (6, (0. A(0),
(III) (pohybovd rovnice pro \)
OH

Naznak dukazu
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Predpokladejme pro jednoduchost, ze U = R, vSechny uvazované funkce jsou
spojité diferencovatelné na svych defini¢nich oborech a funkce f je linearni v [y, u].

1. krok:

Ozna¢me M mnozinu dvojic [y, u] takovych, ze y(0) = A, y'(t) = f(t,y(t), u(t))
na (0,T) a pfedpokladejme, Ze [y*, u*] je bodem maxima funkcionalu V' na mnoziné
M, tj. pro kazdé [y,u] € M je

Vi(y,u) <V(y*,u)

Pro kazdou redlnou funkci A\, y € M a t € (0,T) je vyraz A(t)(f(t, y(t), u(t)) —
y'(t)) nulovy. Mtzeme tedy psét, Ze pro y € M je

V(y,u) :/0 F(t,y(t),u(t))dt =

T
/0 F(ty(t),u(t)) + M) (f (£ y(8),u(t) — v/ (1)) dt.

2. krok:
Pro a € R zvolme u®(t) = u*(t) + ah(t) a oznacme y°(t) FeSeni stavové rovnice

(ya)/ = f(t’ ya, ua)7
pro které je y*(0) = A. (Pak je [y, u®] € M a tedy A(f(t,y* u®) — (y*)') = 0.)

Oznacme

J(a) = V(y* u®) = / F(t, 5 (t), ut (1)) dt =

/0 F(t,y*(£),u®(t)) + ) (f (£ y*(8), u (1) — (y*)' (1)) dt.

Integrujeme-li per partes ve ¢lenu s derivaci (y*)’ v integralu J(a), dostaneme

J(a) =

T
/ (F(,y"(t),u(8) + A@) (£, 5 (1), u” (2)) + N ()y" (t)dt
0
—AT)y*(T) + A(0)y*(0).
Funkce J(a) nabyvad maxima v bodé a = 0 a je diferencovatelnd, tedy je J'(0) =

0. Spocitejme J' (pro jednoduchost vynechdme argumenty jednotlivych funkei a
pouzijeme toho, Ze posledni ¢len je konstantni).

J'(a) = / (-5 + Fu) + A (fy- (5 + fu))+

N(t)y®(t) = MT)(y*)(T) =
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T
/0 (B + My + X)) + (Fa + Mu)hdt = MT)(y*) (T).

3. krok

Zvolme za A FeSeni rovnice

0H

splitujici podminku A(T') = 0. Jedn4 se o linearni rovnici prvniho fadu se spojitymi
koeficienty a pravou stranou, tedy FeSeni vidy existuje a je to spojité diferencov-
atelnd funkce na (0,7). Touto volbou se anuluje prvni a posledni ¢len ve vyrazu
pro J'(0). Funkce X splituje pohybovou rovnici a podminku transverzality.

4 .krok
V rovnici J'(0) = 0 zvolme h = F,, + Af,. Dostaneme

T
/ (Fy + Afu)?dt = 0.
0

Integrand je spojitd nezaporna funkce a z lemmatu A plyne Fy, + Af, = 0. Tim je
dtkaz v tomto zjednoduseném piipadé dokoncen.

2.2 Dalsi koncové podminky
Formulace tlohy P12 (pevna koncova hodnota i koncovy éas )

Déno: T € R,T>0,Ac R,Z€ Ra f.F e C((0,T) x R x R),
O f,0of, 00 F,0oF € C({0,T) x Rx R) aU C R uzavieny interval.

Hledame:

y spojitou a po ¢astech diferencovatelnou na (0,7),y(0) = A, y(T) = Z,
u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0,T) takové, ze

y'(t) = f(ty(t),ult))

na (0,7) s vyjimkou koneéné mnoziny a hodnota funkcionalu

T
V(y) = / F(s,y(s), u(s))ds
0
je maximalni.

Véta 22 (Nutnd podminka pro extrém tlohy P12) Bud y*,u* bodem
mazima ulohy P12, pak existuje funkce X : (0,T) — R takovd, Ze pro kazdé t €
(0,T) az na konecénou mnozinu jsou splnény podminky (I), (1), (III) z vétyl8 a
podminka transverzality (IV) je nahrazena podminkou y(T) = Z.
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Dukaz:

Prohlédnete-li diikaz véty P11, zjistite, Ze staci uvédomit si, ze tentokrat je diky
podmince y(T) = Z ¢len A\(T)y*(T) konstantni funkci proménné a.

Formulace tilohy P13 (Horizontal terminal line - pevna koncova hod-
nota, volny koncovy &as)

Déano: Aec R,Z€Ra f,FeC((0,T) X Rx R),
Ovf,0of, 00 F,0oF € C({(0,T) x Rx R) aU C R uzavieny interval.

Hledame:
TeRT>0

y spojitou a po ¢astech diferencovatelnou na (0,7T),y(0) = A,y(T) = Z,
u: (0, T) — U po Céastech spojitou na (0,T) takové, ze
y'(t) = ft,y(t), u(t))

na (0,7) s vyjimkou koneéné mnoziny a hodnota funkcionalu

T
V) = [ Pl u(s)ds
0
je maximalni.
Véta 23 (Nutnd podminka pro extrém tlohy P13)

Bud y*,u* bodem mazima ulohy P11, pak existuje funkce X\ : 0, T) - R
takovd, Ze pro kazdé t € (0,T) aZ na koneénou mnoZinu jsou splnény podminky
(1), (II), (III) z vétyl8 a podminka transverzality (IV) je nahrazena podminkou
H(T,y(T),u(T),\(T)) =0.

Véta 23 je bez dukazu.

Formulace tlohy P14 (Truncated horizontal terminal line)

(Koncové hodnota pevné, koncovy ¢as s nerovnosti)

Dano: Thaw € R, Thar > 00A € R,Z € Ra f,F € C((0,T) x Rx R),
O f,Oaf ,O1F,0oF € C({0,T) x R x R) aU C R uzavfeny interval.

Hledame: 7,0 < T < Tyhax
y spojitou a po ¢astech diferencovatelnou na (0,7, y(0)

Ay(T) =2,
u:{0,T) — U po Castech spojitou na (0,7 takové, ze
y'(t) = ft.y(t), u(t))

na (0,7) s vyjimkou koneéné mnoziny
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a hodnota funkcionalu

je maximalni.

Véta 24. Nutna podminka pro extrém tlohy P14 Bud T*, y*,u* bodem
mazima tlohy P14. Pak existuje funkce A : (0,T) — R takovd, Ze pro kazdé
t € (0,T) aZ na koneénou mnoZinu jsou splnény podminky (I), (II), (III) z véty 18
a podminka transverzality (IV) je nahrazena podminkou

H(T, y(T7),w(T7), M(T7)) 2 0,T" < Trnaa

H(T*, y(T*),u(T*), \(T*))(Tnaz — T*) = 0.
Véta 24 je bez dikazu.

Formulace tlohy P15 (Truncated vertical terminal line)

(Koncovy ¢as pevny, koncova hodnota s nerovnosti)

Déno: T € R,T > 0,A € R, Zyin € R, f.F € C((0,T) x R x R),
Of,0of, 00 F,0oF € C({(0,T) x Rx R) aU C R uzavieny interval.

Hledame: Z > Z,,;,
y spojitou a po ¢astech diferencovatelnou na (0,7),y(0) = A, y(T) > Znin,

uw: {0,T) — U po Castech spojitou na (0,T) takové, ze

y/(t) = f(t’ y(t)? u(t))

na (0,7) s vyjimkou kone¢né mnoziny
a hodnota funkcionalu

T
V) = [ Flsue).u(s)ds
0
je maximalni.
Véta 25. Nutna podminka pro extrém tlohy P15 Bud Z*,y*,u* bodem
mazima tlohy P15 a Z* = y*(T). Pak ezistuje funkce X : (0,T) — R takovd, Ze

pro kazdét € (0,T) az na konecnou mnoZinu jsou splnény podminky (1), (II), (III)
z véty 18 a podminka transverzality (IV) je nahrazena podminkou

NT)NZ" = Zipin) = 0.
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2.3 Problémy s vice stavovymi nebo Fidicimi proménnymi

Formulace ulohy P16

Déno: n,m € N,T € R,T > 0, F € C*({0,T) x R* x R™), f; € C*({0,T) x
R"x R™)proi=1,..,n,
Yo = [Yoly s Yon) € R™, Uy, ,, U, jsou uzaviené intervaly v R.

Hledame: y = [y1,...,yn] Spojité a po Castech diferencovatelné na (0,7) a
u = [ug, ..., U] PO Eastech spojité na (0,T), spliujici

Y1 = f1lt, Y1, oo Yns ULy ooy Um ), 1(0) = Yor5 o,

y’:], = fn(ta Y1, Yn, ULy ooy Um), yn(o) = Yon
a
funkce uq(t) € U, ...um(t) € Uy, na (0,T) s vyjimkou koneéné mnoziny takové,

7e .
V(yau) :/ F(taylvmynvulv“'vum)dt
0
je maximalni.
Znaceni

Oznacime

Yy = (yla "~7yn)vu - (u17~~7um)vf = (fla "'afn)vyo = (yOIa "'ayOn)

U=U; X ...xUp,.

a zapiSeme tlohu P16 takto
u(t) € Uy’ = f(t,y,u),y(0) = yo,

a V(y,u) je maximdlni.
Dale oznacime

H=F(t,y,u)+ Y _ Nfilt,y,u).
i=1

Véta 26 (princip maxima pro P16)

Bud y*,u* bodem mazxima v iloze P16. Pak existuje funkce X : (0,T) — R"
takovd, Ze pro kazdé t € (0,T) aZ na konecnou mnozinu plati:
(I) pro kazdé uw € U plati

H(t,y* (), u(t), A(t)) < H(t, y" (t),u” (t), A(t)),

(II) (stavovd rovnice)

y (1) = gia, y* (), 0" (1), (1)),



29

(III) (pohybovd rovnice pro \)

N0 = =50 (0 (0.0 (0 M),

j
(IV) (podminka transverzality)
A;(T) = 0.

pro kazdé j =1,....n.
Véta 26 je bez dikazu.

2.4 Izoperimetricka uloha v teorii optimalniho Fizeni

Formulace tulohy P17

Déano: T € R, T >0,y, € R,BE R,F, f,G € C*{0,T) x Rx R)
Hledame: y po ¢astech diferencovatelné, u po ¢astech spojité tak, ze [y, u] je
maximem funkciondlu

T
V(y.u) = / F(t,y(t), u(t))dt

a plati y(0) = yo, y(T) je volné, y' = f(t,y(t), u(t)) a [, G(t,y(t),u(t))dt = B.

Dukaz provedeme pievedenim tlohy P17 na problém P16.
Definujme novou stavovou proménnou I' vztahem

I'(t) = G(t,y(t),u(t)),['(0) = 0.
Pak je .
T(t) = /0 G(s,y(s), u(s))ds, T(T) = B.

Pouzijeme nutnou podminku pro tlohu se dvéma stavovymi proménnymi y,T" a
jednou fidici proménnou u z Véty 23. Definujeme

H(t)=F+Af+ XTI

Véta 27(princip maxima pro P17)
Bud y*,u* bodem mazima v uloze P17. Pak existuje funkce \ : (0,T) — R>

takovd, Ze pro kazdé t € (0,T) aZ na konecnou mnozinu plati:
(1) pro kazdé v € U plati

H(t,y"(£),T7(t), u(t), A()) < H(t,y"(£),T7(1), u™(t), A(?)),

(II) (stavové rovnice)
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r(t) = %(t»y*(t), (1), w (1), A(1)),

(III) (pohybovd rovnice pro \)

X,(t) = —%—f(t, y* (6). T (¢, Ju* (1), A(1)).

_oH
or

(IV) (podminky transverzality)

Ap(t) = (&, 5" (1), T (8, Ju” (1), A(1)),

2.6 Postacujici podminky pro extrém v optimalnim Fizeni

Véta 28 (Postacujici podminka pro extrém v tloze P11) Predpoklddejme,
ze F, f jsou diferencovatelné a konkdvni funkce proménnijch y,u a plati bud

1. f je linedrni vy a vu

nebo

2. X je nezdpornd na (0,T).

Jestlize y*, u*, X splniuji Pontryagindv princip maxima, pak funkciondl V nabyvd
v bodé y*,u* mazxima ve tridé funkci z ulohy P11.

Nejprve dokazeme pomocné lemma:

Lemma : Bud g diferencovatelnd a konkdvni funkce na R%. Pak pro kazdé
[z, 2], [v*, 2*] € R? plati

g(x,z) - g(a:*,z*) < gx(a:*,z*)(a: - l’*) +gz(x*,z*)(z — Z*)

Dtikaz lemmatu
Z definice konkévni{ funkce je pro kazdé t € (0,1)

gtz + (1 —t)a*, tz + (1 — t)2*) > tg(z, z) + (1 — t)g(z*, z*).
Odtud
g(@* +t(z —a"), 2" +1(z = 2")) —g(z", 2") 2 t(g(z,2) — g(a7,27)).

Po vydéleni nerovnosti kladnym ¢ dostavame limitnim pfechodem pro ¢ — 0 tvrzeni
lemmatu.

Dukaz véty 28
Vétu dokazeme za zjednodusujici podminky, kdy v kroku I principu maxima je
splnéna podminka

0H
—(t,y*,u", A) =0
au( Y U, ) )
tj.
Fu(ty",u®) + Mu(t, g™, u™) =0
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Fu(tvy*7u*) = _)‘fu(tvy*au*)' (1>

. Z pohybové rovnice pro A je

0H

(A)/(t) = _aiy(tvy*ﬂf’)‘) = - [Fy(tvy*’U’*) + )‘fy(tvy*aU*)]

Fy(ty" u”) = =Afy(ty",u’) = (V') (2)

Odhadnéme z lemmatu rozdil

V-Vv*=

T T

/ F(t,y,u) = F(t,y" u")dt < / Bty u’)(y — ") + Fut,y™, w") (u — u”)dt.
0 0
Z rovnic (1), (2) plyne

V-vr<

T
/0 —(N O = ") = MO fy (& v u™)(y —y") + [FAE) fults g™, u)] (u — u”)dt.

V prvnim ¢lenu uzijeme integrace per partes a dostaneme

VoVt < / MO W — (7Y — Lot 5™ ™)y — 47)) — fultsy ")) — u®)] di+

A0)(y(0) = y™(0)) = MT)(y(T) — y*(T)).
Pocateéni podminka funkei y 1 y* je shodnd (y(0) = y*(0) = A), tedy prvni ¢len na
druhém fadku je nulovy. V tloze P11 je A(T) = 0 a v P12 je y(T) = y*(T) = Z,

tedy i druhy ¢len na druhém fadku se anuluje. Uzijeme-li v prvnim fadku stavové
rovnice, je

Vvt < /T)\(t)x
0
[f(tu,y) — f(Gy"u®) — fu(t,y™ w™)(y —y7)) — fult,y™ )] (u — u”)] dt.

Je-1i funkce f linearni, je zavorka v integralu nulova. Je-li f nelinedrni a konkavni,
je podle lemmatu zavorka mensi nebo rovna nule a tvrzeni véty plyne z nezapornosti

A



