5. Prubéh funkce

1. Vysetfete priubéhy funkci (v prvnich dvou pfikladech nemusite vysetfovat konvexitu)

f@)= " (@) = (cos)ed
f(2) = (log|2])® — 3loglzl,  f(z) = (z — 1)exp (m) .

2. Vysetiete prubéh funkei:
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Vysledky

1.1. Defini¢nim oborem funkce f je mnozina R\ {5 +kn/2; k € Z}; f je sudd a 2m-periodicka.
Zkoumejme tedy f pouze na intervalech (—m/4,7/4), (7/4,37/4), (3w/4,57/4) a (5w /4,77 /4).
Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech*:

li = 400, i =
m—>iI7£1/4+ (a’:) o 93—>17Tn}l4— f(x) >
li =— li =
x—>17rn/14—|— f(37) OO,x—igrn]él— f(ﬂ?) oo,
li = — li =—
e T = o0, B, T = e
lim f(z) =400, lim f(z)= —oc.

x—57 /44 x—Tr/4—
Dale plati:

—sinz cos2x + 2cosxsin2r  sinz(1 + 2cos? x)

fl(x) = = ,  zeD(/f).

cos? 2z cos? 2x

Pro znaménko derivace dostaneme

fl(z) >0& 2 e (0,7/4) U (7/4,37/4) U (3r/4, ),
fl(x) <0 xe(—n/4,0)U (m, 5r/4) U (5 /4, Tr/4),
f(z)=0<z€{0,n}.

Na celém definiénim oboru pro funkci f plati: f je rostouci na intervalech (0,7/4) + 2k,
(m/4,37/4) + 2kn, (3w/4,m) + 2km, k € Z; f je klesajici na (—7/4,0) + 2kn, (7,57 /4) + 2k
a (br/4,7m/4) + 2km, k € Z. V bodech 2kw, k € Z, nabyva funkce f svého lokdlniho minima
a v bodech (2k + 1)m, k € Z, nabyva funkce f svého lokalniho maxima. Globalniho minima a
globalniho maxima funkce f nenabyva. Funkce f nema asymptotu v 400 ani v —oo.



1.2. Snadno je vidét, ze D(f) = R a f je 27 periodickéd a spojitd na R. Spoctéme f’:
2 o2
f'(z) =e§smm(§coszx—sinx), z € R.

Prozkoumame-li znaménko f’ obdrzime:
f(z) >0z € (57/6,137/6) + 2k, k € Z,
f(x) <0< x e (n/6,51/6) + 2km, k € Z,
f(x)=0& xe{r/6,6m/6} + 2k, k € Z.
Funkce f je tedy rostouci na intervalech tvaru (57 /6,137 /6) + 2kw, k € Z. Na intervalech
tvaru (w/6,57/6) + 2k, k € Z, je f klesajici. Funkce f ma v bodech w/6 + 2kw, k € Z, globalni

maxima a v bodech 57/6 + 2kmw, k € Z, globalni minima - toto vyplyva z vyse uvedeného;
H(f) = (f(57/6), f(7/6)). Funkce nemé zadné asymptoty.

1.3. Snadno zjistime, ze D(f) = R\ {0}. Funkce f je suda. Zkoumejme tedy funkci f zatim
pouze na intervalu (0, +00). Pak mdme f(z) = (logz)® — 3log .
Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech®.

lim f(x)= xlir(r)lJr log z((logz)® — 3) = (—o0) - (+00) = —o0,

x—0+
li14r_1 f(z) = 1iI(I)l+ log 2((log x)* — 3) = (+00) - (+00) = +o0.

Pro kazdé x > 0 plati
f(x) = %((10gw)2 —1) a f'(z) = %(—(logw)2 +2logx +1).
Zkoumejme znaménko prvni derivace:
fl@) >0 e (0 é) U (e, +00),
fle)<0ere (e,

flx)=0&1x¢€ {é,e}.



Pfi zkouméni znaménka f” sta¢i zkoumat znaménko vyrazu —(logx)? + 2logx + 1.

")y >0 € (elfﬂ,eHﬂ)y
F(@) <06z e (0, V2) U (e V2, +oo),
f”(a:) — 0o xc {el—ﬁ, 61_’_\@}.

Uvazujme nyni cely defini¢ni obor funkce f. Z predchoziho plyne:
e Funkce f je rostouci na (0, 1), (e, +00), (—e, —1) a klesajici na intervalech (—oo, —¢), (—1,0),
(%, e). Funkce f ma lokalni maxima v bodech :I:% a lokalni minima v bodech +e. Globalniho
maxima a globalniho minima nenabyva.
e Funkce f je konvexni na intervalech (—e!tV2 —el=V2) (¢l=V2 ¢1+V2) 4 konkavni na interva-
lech (—o0, —e1TV2), (—e2=V2,0), (0,7 V2), (e!TV2, +00). Body +e V2, £~ V2 jsou inflexnimi
body f.

Vzhledem k tomu, ze lim, ;oo fgf) =0 alim, o f(z) = +00 f nema asymptotu v +oo.
Ze sudosti f vyplyva, Ze f neméa asymptotu ani v —oo.

Takto vypada graf funkce f:

i\

1.4. Plati D(f) = R\ {—1}; lim, 4 f(z) = +o00, lim,,_ f(z) = —00,
lim, ,_1_ f(z) = —o0, lim, .14 f(z) = 0. Funkce f je spojita na D(f), ale neni sud4, ani lich4,
ani periodické. Spoc¢téme f' a f” a prozkoumejme jejich znaménko:

R CR ) -
fa) = o e/ +a), e D)
ox + 3

cexp(z/(1+2)), = €D(f)

!/

fi(z) >0< z € (—o00,—3)U(0,4+00),
fl(z) <0 ze(-3,-1)U(-1,0),
fl(x)=0& 2z e {-3,—-1};

() >0& x e (-3/5 00),

f(z) <0 x e (—o0,—1)U(-1,-3/5),
f(x)=0& x e {-3/5}.

T

Funkce f je tedy rostouci na intervalech (—oo, —3) a (0,400); klesajici na intervalech (-3, —1)
a (—1,0). V bodé¢ —3 ma f lokalni maximum a v bodé 0 mé lokdlni minimum. Globélnich
extrému funkce f nenabyva. Funkce f je konkavni na intervalech (—oo,—1) a (—1,—3/5); na



intervalu (—3/5, +00) je konvexni; bod —3/5 je inflexnim bodem. Pro obor hodnot plati: H(f) =
(—o0, —4exp(3/2)) U (—1,+00). UrCeme jesté asymptoty:

.ooxr—1 ( T )
lim exp =e,
z—+4o0 X 1+
! ( 1) x
im — — ) -
JHm 3 (@ exp | 7 e ex
I 1 1 T
Jm e e (s @ (1
, —ex P (_1+az> ks ( x )
= lim — exp

z—+oo | 14z -1

lim x_lexp( z >:e

r——00 I 1+ ’

I 1 -

x_l}t_noo{(m— )exp(l_i_x)—em}

= lim {ex(exp(— L )—1>—exp( m )}
T——00 142z 14z

1
) —ex XP <_ 1+m> -1 x
= lim . — exp = —2e¢

z——oco | 14z _H—Lx 142

Funkce y = ex — 2e je tedy asymptotou funkce f v 400 i —o0. Zde je graf funkce f:
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