I. URCETE (A NAKRESLETE) DEFINICNI OBOR A VRSTEVNICE FUNKCI

L fley)=a+yy 2. flzy)=2 8. flzy)=2"+y> 4. f(z,y)=2"—y
5. f(zy)=yay 6. flz,y)=V1-22—y> 7. f(z,y)= \/ﬁ

8. f(z,y) =22 +y> - DA —-2?—y?) 9. f(z,y) =1 (27 +y)?

10. f(z,y) = v/sin(z2 + y?) 11. f(z,y) =sgn(sinz -siny) 12. f(z,y) = |z|+y

ROZHODNETE, ZDA NASLEDUJICI MNOZINY JSOU OTEVRENE EV. UZAVRENE
A URCETE VNITREK, UZAVER, HRANICI
13. (a) Q ()N (c) {1 |neN}(d) (—o0,0)U{zeQ|z>0}
{[r,y) eR? |2 >0,y <0} 15.{[z,y] e R?|22+9y%2 <1} 16. {[z,y] € R? |22 +¢y?> > 1}
{lz,y) eR? |2 +e¥ > 17} 18. {[z,y] e R? | [z + y[ > = +y}
19. {[z,y] eR? | |z —y| =2 —y} 20. {[z,y] € R? | 2% +y* + 22y = 5}
{[#,y,2] ER® |2 >0,y >0,z +y=2,2<0}
VYSLEDKY A NAVODY.
1. Dy = {[z,y] € R* | y > 0}

4. D; = R?

‘\.\\\\ \\
/\

— 3F

5. Dy ={[z,y] | (z>0& y>0)V(r <0 &y <0)}, vrstevnice jsou hyperboly tvaru y = < pro
¢ > 0 spolu s dvojici 0os. 6. Dy = {[z,y] | #* + y* < 1}, vrstevnice jsou kruznice. 7. Dy =
{[z,y] | z* + y* > 1}, vrstevnice jsou kruznice. 8. Dy = {[z,y] | 1 < 2% + y* < 4}, vrstevnice
jsou dvojice kruznic, v jednom piipadé kruznice. 9. Dy = {[z,y] | —2? — 1 <y < —2? + 1},
vrstevnice jsou dvojice parabol, v jednom piipadé parabola. 10. Dy = {[z,y] | 2km < 2% +y? <
(2k + 1)7 pro néjaké k = 0,1,2,...}, vrstevnice jsou posloupnosti kruznic. ~ 11. Dy = R?, jsou
tii vrstevnice - vnitiky ¢ernych ¢tvercl, vnitiky bilych ¢tverct a hrani¢ni piimky. 12. Dy = R2?,
vrstevnice jsou grafy funkei y = k — |z|.



Ad 9. Ad 11.

13. (a) intQ = 0, H(Q) = Q = R, Q neni oteviend ani uzaviend. (b) N je uzaviend, int N = (),
H(N) = N = N (c) Mnozina nen{ uzavien ani oteviend, vnitiek je prazdny, hranice i uzdveér
jsou {£ | n € N} U{0}. (d) Ani oteviend, ani uzaviend, vnitiek (—oo,0), uzdvér R, hranice
[0,00).  14. Mnozina neni uzaviend ani oteviend. Vnitiek je {[z,y] € R? | 2 > 0,y < 0},
uzéver {[z,y] € R? | x <0,y < 0}, hranice{[z,y] e R? | 2 < 0& y<0& (z=0Vy = 0)}.
15. Oteviend, uzavér {[z,y] € R? | 22 + y? < 1}, hranice {[z,y] € R? | 22 +¢y*> = 1}.  16.
Uzaviena, vnitiek {[z,y] € R? | 2 + y? > 1}, hranice {[z,y] € R? | 22 +y* = 1}.  17. Oteviens,
hranice {[z,y] € R? | 2% + e¥ = 17}, uzdvér {[z,y] € R? | 22 + ¢¥ < 17}  18. Oteviend, uzaver
{lz,y] | = +y < 0}, hranice {[z,y] | z +y = 0}.  19. Uzaviend, vnittek {[z,y] | z +y > 0},
hranice {[z,y] | x +y = 0}.  20. Uzaviend, prazdny vnitiek. = 21. Ani uzaviena ani otevfiena,
vnitiek prazdny, hranice i uzévér {[z,y,2] € R3 |2 >0,y >0,z +y = 2,2 < 0}.

II. SPOCTETE PARCIALNI DERIVACE FUNKC{ VSUDE, KDE EXISTUJ{
1. z™my™ 2. e B.azy+yz+zx 4. Ja24y? 5. Y3 +yd 6.z |y] 7. Yy

8. |y —sinz| 9. |siny—sinz| 10. {/z+y2 11. f(x,y) = V22 +y-In(z? +5?), £(0,0) =0
—1 z -
12. f(z,y) = e, £(0,0)=0 13. (g) 14. 2% 15. 2V



VYSLEDKY A NAvoDY. 1. % = ma™ Yy, g—g = nz™y" ! pro (z,y) € R2. 2. % = ye*¥

gi—xexypro( y) € R 3.ﬂ:y—l—z,g—gzm-l—y,%:m—l—ypm(m,y,z)ER?’. 4.

Ba: L(x,y) = 2$+ -, 8—y( Y) = \/—2, pokud (x,y) # (0,0). %(0,0) a 2—5(0,0) neexistuji. 5.
of - v _x 9 — 9f Of (o _
ax(x7 y) = W, ay( Y) = Y@ 1y0)2 pokud y # —. M(O,O) = ay(0,0) 1, am(x ) a
g—g(x, —x) neexistuji pro x # 0. 6. %(m y) = |y|sgnx pro z # 0. ﬁ( y) = |z|sgny pro y # 0.
of

L(0,0) = 2—5(0,0) =0. gf (0,y) proy # 0 a 3= (m 0) pro x # 0 neexistuji. 7. gi (x,y) = 3\\22_2
Iz 0 0

pro z # 0. gL(z,y) = 3\/—2 pro y # 0. a—ﬁ(O,O) = 3£(0,0) = 0. 5£(0,y) pro y # 0 a 5L (x,0) pro

x # 0 neexistuji. 8. gj; (z,y) = —sgn(y—sinx)-cosz, g—i(x, y) = sgn(y —sinx), pokud y # sin .

8f (x sinx) neexistuje pro z € R. %(g + km, (—=1)*) = 0 pro k € Z. 8f +(r,sinx) neexistuje

pro z # § +km. 9. g£ (x,y) = cosxsgn(sinx — siny), g;j (x,y) = —cosysgn(smx — siny),

pokud sinzx # siny. a—i(g +km, 5 +ln) = g—i(g + km, 5 +Im) = 0. V ostatnich bodech parcidlni

0
derivace neexistuji.  10. %(m y) = —~ O (,y) = —24 pokud z # —y2, 2L (—22 2) a
s SW’ oy b 3§/— ' O ’
g—g(—mz, x) neexistuji prox € R.  11. V (z, —2?) neexistuji parcidln{ derivace pokud 2%+ # 1,
—1

2 4 . < I . ’ Of _ o ZizuiaZ . 2x+y
pokud z“ + z* = 1, jsou obé parcidlni derivace nulové. 12. 5o AT e eriur b

Of _ o¥reyhi? . % pro (z,y) # (0,0); v bodé (0,0) jsou obé parcidlni derivace nulové.
z—1 z—1 z
8f _ x . of x x LO0f _ [z z
13. Pokud z,y > 0 nebo z,y < 0, pak 3 (g> T ——2~(§> ’E_<§> ~log§.
14. Pokud =z > 0 ay # 0, pakaf:%~x ,g—izxgdogx- 9L — 2% logw %. 15,
Pokud Y > 0, pak 9 — gz gy 1, O : 2—1, Of _

I
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PR Bz
" =x¥ -logz-z2y* " 55 = -logx - y* - logy.

III. V NASLEDUJICICH ULOHACH ZJISTETE sup A inf FUNKCE NA MNOZINE M A VYSETRETE,
ZDA TECHTO HODNOT FUNCE NA M NABYVA.

1 f(z,y,2)=(@+y)° +(@—y)’+5M=(-1,1) x (-1,1) x (-1,1);
2-f(x,y)=x2—xy+y, M = {[z,y] € R?; || +|y| < 1}

3. f(r,y)=2+%,a>0,b>0;,M = {[xy]x+y <1}

4. f(x,y,z)—m +y + 22 4+20+4y —62; M =R3; 5. f(m,y):(x2+y2)e_($2+y2);M:R2;
6. f(x,y) = (¢* +5y2) e B +); 0y = R,

7. f(zy) = (@+y)e > M = {[z,y];z > 0,y > 0}

8. f(x,y,2) =22 +y + 2% M = {[z,y, ],Q-I-b;-i- <lkha>b>c>0.

9. z(z,y) =22 +y% M= {[acy]x-l—ély—l}

10. 2 (z,y) = 2* + 122y + 2y*; M = {[z, 9], 42? + ¢y = 1}

11. Uréete rozméry vodni nadrze ve tvaru kvadru o objemu 32m?2 tak, aby dno a stény mély
dohromady nejmensi povrch.

VYSLEDKY A NAvODY. 1. max 5 v bodech [1,1,1], [1,-1,1], [-1,1,1], [-1,—1,1], min —1
v bodé [0,0,—1] 2. max 1 v bodech [£1,0], [0,£1], min 0 v [0,0] 3. max 7”2;'(’2 v bodé
[\/a2b+b27 \/aza_i_bz _aT—j—b v bodé [_ \/a2b+b2 T \/a26L+b2]
omezend, min —14 v bodé [~1,-2,3] 5. min 0 v [0,0], max 1 v bodech kruznice z* + y? = 1.
6. max % v bodech [0, +1], min 0 v bodé [0,0] 7. sup %, nenabyva se, inf 0, nenabyvd se 8.
max a’ v bodech [£a,0,0], min 0 v [0,0,0] 9. max 1 v bodech [£1,0], min } v bodech [0, £3]
10. max 1T v bodech [2, 3], [-2, —32], min —2 v bodech [2,—2], [-2,2] 11. dno 4m x 4m,
vyska 2m

4. sup neexistuje, f neni shora

], min



IV. V NASLEDUJiCICH ULOHACH ZJISTETE sup A inf FUNKCE f NA MNOZINE M

A VYSETRETE, ZDA TECHTO HODNOT f NA M
1. f(.’l?,y,Z) :$—2y+22,

NABYVA.

a) M ={[z,y,2], 2> +y* +22 =1}, b) M = {[z,y,2],2* +y* + 22 =L, +y+2 =0}

2. f(x,y,2) = zyz,

a) M ={[z,y,2], 2 +y*+ 2> =1}, b) M ={[z,y, 2], 2> + > + 2 =1, 2+ y+2=0}

M={fzyl % +5=1} 9 f(z,y) =y, M= {2y}, (2* +1?)° = Kay}, kde K >0

10. Je-lix € R" a M C R", je vzdélenost bodu x od mnoziny M rovna
dist(x, M) = inf{p(x,y): y € M}, vzdélenost mnoziny M od mnoziny N C R" je rovna

dist(M, N) = inf{p(x,y): x € M,y € N} Urcete vzdélenosti:

3. f(x,y,2) =sinxsinysinz, M = {[z,y,2];2+y+2=F,2>0,y >0,z >0}
4. f(z,y,2) = 2y?23, M = {[z,y,2];2 + 2y + 32z =a,z > 0,y > 0}, kde a > 0.
5. f(z1,...,xn) =2+ 4+ a; M ={[z1,...,20] 521+ 4+ 2, =a, 21 >0, ...,2, > 0}; kde
a>0,p>0. 6. f(z,y)=a+y, M={[z,y];2°+y3—22y=0,2>0,y >0}
7. f(z,y,2) = 10z+x—y, M = {[z,y, 2], 2> + > + 22 < L,y+2 >0} 8. f(z,y) = %4_5’

(a) bodu [a, 3] € R? od paraboly y = z?; (b) bodu [—a,—1] € R? (a > 0) od vétve hyperboly

y=1/x, 2 > 0; (c) piimky y = z — 50 od paraboly y = 22,

11. Je-li M C R"™ neprazdna a omezend, jejim prumérem rozumime ¢islo
diam M = sup{p(x,y): x,y € M}. Urcete primér mnoziny {[z,y] € R?: |z|P + |y|P = 1} v

zavislosti na p > 1.

VYSLEDKY A NAVODY 1. a) max 3 v [3,—2,2], min -3 v [-1,%,—2]; b) max /% v
[%,—\/%,\/L?—S], min —/2 v [—%,\/L?—s,—\/%—s], 2. a) max ﬁ v bodech [—3,%,%],
B e T

BT VEL VR VBIVE) VSTV VY 2 1°V% 2 1\/_, Ve ver
=75 Vo Vel =75 Ve vl min — 505 v bodech [- 75, 5 5 [ — 75 sl 158 78— R
3. max % v [§, % 5), inf 0, nenabyvd se 4. max g—z v [§,6, 6], inf —oo 5. prop =1 je

f na M konstantni; pro p > 1 je sup aP, nenabyva se, min ng: v [&

P

je inf aP, nenabyva se, max

1 1 10 7. 1 1 10 7.
V102 v [\/10—2,—\/@,\/10—2], min —/102 v [—\/10—2,\/10—2,—\/@], 8. max

]
no e

5

2

;) pro p € (0,1)
=1 v [2,...,%]; 6. max 2 v [1,1], min 0 v [0,0]

7. max
v [, 2V5);

min —@ v [—§7—2\/5]; 9. max %\/F 153 v [%\/?\‘Vﬁ,i\/? 15%]; min ——\/_ 153 v

[-1VEK V15, -LVK -15%].  10. (a) \/a2— 3.4 Vat+1
(b) L4/(1 + Ya®) (o) 1V79202  11. 2 prop € (1,2), 25 pro p

> 2



V. IMPLICITN{ FUNKCE
1. Je dén vztah e® +siny +y? =1 a bod [2,0]:
a) Dokazte, ze timto vztahem je definovdna hladkéd funkce y = f(z) v jistém okoli bodu 2, pro
kterou plati f(2) = 0.
b) Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé 2
c) Spoctéte f”(2).
d) Pro které body [a, 0], a € R lze dokézat tvrzeni analogické a) 7
e) Nacrtnéte mnozinu vsech bodu [z, y| spliujicich uvedeny vztah.
. Je déna vztah 22 + 2xy? + y* — y®> = 0 a bod [0, 1]. Dokazte, Ze
a) tlmto vztahem je definovdna hladka funkce y = f(x) v jistém okoli bodu 0, pro kterou plati
f(0) =
b) funkce f roste v jistém okoli bodu 0.
c) Je funkce f na okoli 0 konvexni nebo konkavni?
3. Je dén vztah 22 + 292 + 322 + 2y — 2 — 9 =0 a bod [1,-2,1]:
a) Dokazte, ze timto vztahem je definovana hladkd funkce z = z(x, y) v jistém okoli U bodu [1, —2],
pro kterou plati z(1, —2) = 1;
b) uréete 9, % v okoli U,
c) napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(z,y) v bodé [1, —2].
4. Dokazte, ze mnozina bodt [z,y, 2] € R3 které spliuji vztah 22 + y2 + 22 — 32yz = 0 je v okoli
bodu [1, 1, 1] popsatelnd jako graf funkce f(z,y) definované na jistém okoli bodu [1, 1], pro kterou
je f(1,1) = 1. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodeé [1,1].

N

VYSLEDKY A NAvODY. 1. (b) teéna: y =0 (c) 0 (d) pro a # —1. (e) Do mnoziny pati{ vSechny
body osy z (tj. body [a,0] pro a € R), pro a # —1 existuje pravé jeden bod ¢(a) # 0, pro ktery
[a, p(a)] patii do mnoziny. Pro a > —1 je p(a) < 0, pro a < —1 je ¢(a) > 0, lze ukazat, ze
lim, ., 1p(a) =0. 2. (b) Spoctéte f/(0) a ovéite, ze f'(0) =2 > 0. (c) Je f”(0) = —14, a tedy
1" je zadpornd na okoli 0, tudiz f je na okoli 0 ryze konkdvni. 3. tetnd rovina z = %(y +2)+1
4. te¢nd rovina z = —(x — 1) — (y — 1) + 1

VI. URCETE HODNOST MATIC (V ZAVISLOSTI NA PARAMETRU)

L2 13 12 2 3 5 a 1 1 1 2a—1) (Ba+1) a
1.2 451 2. | 6 15 12 25 42 3.1 a 1 a 4. | (1-a) -2 -1
3 6 7 5 2 5 4 8 14 Ll e a2 . » .
4 8 3 7 1 -1 2 -4 -7
1 -1 0 -3 111 1 1
2a—1) (Ba+1) a 2a 7T -2 2 -10 a 2 1 2 a
5 | (1-a) -2 -1 2 6. | 7 -1 1 -9 7.15 6 7 1 3
a 2a a a-+1 2 0 -2 -4 1 2 a 2 1
6 -1 2 -7 1 01 0 1
NAJDETE INVERZNI MATICE K NASLEDUJICIM MATICIM
12 Lo > 5 1 Lo 0 4
8.12 3 o 9. -1 1 o 10. 11.
o 1 1 s 1 3 7 -1 4 3 01 1 0
1 1 -2 -1 1 2 0 0

12. Na zdkladé vysledku predchozich ptikladu napiSte inverzni matice k maticim, které vzniknou:
a) prehozenim prvniho a druhého fadku v matici z piikladu 8; b) vyndsobenim étvrtého radku
matice z piikladu 10 éislem 11; ¢) pfi¢tenim sedmindsobku tfetiho fadku k prvnimu fadku v matici
z piikladu 9; d) z matice v piikladu 11 tak, Ze misto prvniho fddku napiSseme trojndsobek druhého
a misto druhého pétinasobek prvniho.



VYSLEDKY A NAvoDYy. 1.3 2.3 3.3proa #1,1proa=1 4.3 proa #0,-1,2,
jinak 2 5. 3 proa # —1, 2 proa = —-1 6.3 7. hodnost 4 pro a # 1, pro a = 1 hod-

0 —1/21 5/42  11/42
3 -13 1/2 —1/6 1/6 —1/2 23/42 -5/42 5/21

nost3 8. -21 -2 9. 1/2 5/6 1/6 10. 11.
(—2 1 —1) (—1/2 —1/6 1/6) _1/2 13/42 —1/42 1/21

1/2  —=5/42 1/21 —25/42

2 2 2 -3

-1 -1 -1 2

1 1 2 =2

2 1 2 -3

prehozenim prvniho a druhého sloupce; b) vynasobenim ¢tvrtého sloupce ¢islem 1/11; ¢) odectenim

sedminédsobku prvniho sloupce od tietiho sloupce; d) tak, ze misto prvniho sloupce napiseme 1/3

druhého a misto druhého sloupce 1/5 prvniho. (To vse lze zduvodnit napiiklad s pouzitim definice

inverzni matice a definice maticového nasobeni. Jind, méné piimé, moznost je vhodné pouzit vétu
o néasobeni a transformaci.)

12. Inverzni matice vzniknou z inverzni matice k puvodni matici a)

1 -1 0 -3
7 -2 2 —-10 1 2 -1 1 0 -1 ;;:f;
1.7 -1 1 =9 2.12 3 0| 38|-11 0 47_143
2 0 -2 -4 0 -1 1 2 1 3 L1 9 1
6 -1 2 -7
}3_01 —11 ;iéi’ 246 427 327
5. 6. 7. 11014 543 443
0 1 1 0 3675 —342 721 621
1 2 0 0 4 8 3 7

8. Urcete, cemu se rovna determinant matice, kterd vznikne:

a) z matice v piikladu 2 pferovnanim Fadku v pofadi 2,3,1;

b) vyndsobenim matice v piikladu 3 ¢islem —1;

c¢) prerovnanim sloupct v matici z ptikladu 4 v poradi 4,2,1,3;

d) vynasobenim matice z piikladu 7 ¢islem 1/100;

e) souc¢inem matic z piikladu 4 a 5;

f) jako AT AB, kde A je matice z piikladu 1 a B matice z piikladu 6;
g)* jako AAT, kde A je matice z piikladu 1.

NAJDETE RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

r1+2x9—3x3+ 4= —H

TH2y—2z=1 r — z=-2
9. 2243y =1 10. —wty —1  11. 2¥1+3%e— T34204=0
— yta=1 2r4y+3z=13 Tr1— rytdrg—3w4=15
xr1+ x2—2m3— Tyg=— -3
r1+2x9—23+T4= 2 1+ 2x9+ 2x3+ 3x4=5
12. Tq —Ty4= -1 13. 6.’L‘1+15$2—|—12.§C3—|—25.’L‘4: 42
x2+£L’3 :0 21’1+ 5.%2-1- 4x3+ 81’4: 14
m1+2x2 = -1 r1— To+ 2.@3— 41’4: -7

14. Pro které pravé strany ma soustava se stejnou matici jako v predchozim piikladu feseni?



VYSLEDKY A NAVODY. 1. Determinant neexistuje, matice neni ¢tvercovd. 2.1 3.6 4. -84
5.1 6.0 7.-29400000 8. a)1;b) —6;c) —84;d) —29.4; e) —84; f) 0 (protoze det B = 0);
g) 0 (kromé piimého vypoétu lze postupovat napiiklad nasledovné: ovéite, ze h(A) < 5, odtud
odvodte (t¥eba podle véty o sou¢inu matic a transformaci), ze h(AAT) < 5, a tedy det(AAT) = 0).
9.0=51y=-32=-2 10.z=1y=2 =3 11.(1,0,2,0) 12. (5 -3,3,6) 13.
nekone¢né mnoho feseni tvaru (—3 — 2¢,4,¢,0), ¢t € R 14. praveé pro pravé strany (a, b, c,d), kde
Ta =b+d.

VIII. ZJISTETE, ZDA NASLEDUJICf RADY KONVERGUJ{ ABSOLUTNE,
KONVERGUJ{ NEABSOLUTNE €I DIVERGUJI (V ZAVISLOSTI NA PARAMETRU)

LEE 2 S e Seu () 4 Seu(E) s Z ()

k=1
oo o
6. sink 7. ZJW, zeR 8. S kme zeR o. Z—% VL3 90, zm
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
oo (0.@] oo oo
150 RS aeR 125 (CDMEGEEE 133 (CD)VESEE 14 3 (-1
o9 )kt o) o) o B
15. > log(1+ &) 16, 3 (1—cosl) 17. 3 k¥(eVFHI-VERHT) o e R
k=1 k=1 k: 1
S gk S am Vit S ot
18. > %, zeR 19. Y k*2", zcR 20. Z ,xeR 210 ) &, reR
k=0 k=1 k=1
(0. @] . (0. @] (0. @]
22, CU e R 230 ) cos(kPn) (VEH 11— VE+2) 24 3 sin (VA +T)
k=1 k=1 k=1
(0. @] 0. @] .
k(1] B2 (-1* (=* G
25. 3(-1) (k e —1> 26 3 5ty 2 Z A 28, Z v naa

29. > cos(km) 2_%2(’“”)

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. Konverguje absolutné. 2. Konverguje absolutné. 3. Konverguje
absolutné. 4. Diverguje. 5. Konverguje absolutné. 6. Diverguje. 7. Konverguje absolutné
pro x # +1, diverguje pro x = +1. 8. Pro 0 < z < % konverguje absolutné, jinak diverguje

(pro z < 0 nemd smysl). 9. Konverguje absolutné. 10. Konverguje absolutné. 11. Pro
a > % konverguje absolutné, jinak diverguje. 12. Diverguje. 13. Konverguje neabsolutné.
14. Konverguje absolutné. 15. Konverguje neabsolutné. 16. Konverguje absolutné. 17.

Konverguje absoluné pro a < —1, jinak diverguje. =~ 18. Konverguje absolutné pro |z| < 1, jinak
diverguje. 19. Konverguje absolutné pro |x| < 1, diverguje pro |z| > 1. 20. Konverguje
absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1, pro x = 1 konverguje neabsolutné, pro x = —1
diverguje.  21. Konverguje absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1.  22. Konverguje
absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |x| > 1, konverguje neabsolutné pro |z| = 1.  23. Konverguje
(neabsolutné).  24. Konverguje neabsolutné. 25. Konverguje.  26. Konverguje neabsolutné.
27. Konverguje neabsolutné.  28. Diverguje.  29. Diverguje.



