Matematika V.

Dynamicka optimalizace
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Kapitola 1. Variacni pocet
1.1. Derivovani funkcionalu na vektorovych prostorech

Definice (Jednostranna derivace ve sméru)
Necht X je vektorovy prostor, F : X — R,a€ X, h € X.
Derivaci funkcionalu f v bod? a zprava ve sméru h rozumime

5. F(a h) = t“r& F(a+ tht) — F(a)

9
pokud tato limita existuje a je vlastni.

Poznamka Obdobné definujeme derivaci zleva ve sméru h a
znacime ji _F(a, h). Obvykle se v definici vyskytuje
oboustranna derivace a oboustranna limita. Slovo
"oboustranna"' pak vypoustime a derivaci znaéime 0F(a, h).



Definice (Maximum a minimum realného funkcionalu)
Necht X je realny vektorovy prostor, M C X,a € M a

F : M — R je realny funkcional definovany na mnoziné M.
Rekneme, Ze a je bodem minima (resp. bodem maxima)
funkcionalu F na mnoziné M, jestlize pro kazdé x € M plati
F(x) > F(a) (resp. F(x) < F(a)).

Veta 1.(Fermatova veéta)

Necht X je realny vektorovy prostor, F: X — Raa€ X.
Jestlize funkcional F ma v bodé a extrém (tj. maximum nebo
minimum), pak pro kazdé h € X plati, ze derivace §F(a, h)
neexistuje nebo je rovna nule.



Obecnéji plati
Veta 2.

Necht X je realny vektorovy prostor, F: M C X — R a
asecka s krajnimi body a, a + h lezi v M. Jestlize funkcional F
nabyva v bodé a minima vzhledem k mnoziné M pak bud
derivace 0, F(a, h) neexistuje nebo je nezaporna.



1.2. Derivovani integralu

Definice(Stejnomeérné spojita funkce)
Necht M C R". Rekneme, ze funkce f : M — R je
stejnomérné spojitda na M, jestlize plati

Ve>036>0Vx,yeM,|x—y|l <d:|f(x)—Ff(y) <e
(1)

Veta 3.(Spojita funkce na kompaktu)
Necht K C R" je kompaktni a f : K — R je spojita na K.
Potom f je stejnomérné spojita na K.



Veéta 4.(Derivace integralu)

Necht f : (a, b) X (¢,d) — R je spojita a O1f = g—;( = jeji
parcialni derivace podle prvni proménné) je také spojita na
(a, b) x (c,d). Necht ¢ : (a, b) — (c,d) ma v kazdém bodé
intervalu (a, b) vlastni derivaci. Necht x, € (c,d). Polozme
pro y € (a, b)

e(y)
KO = [ Flyxn @)

Pak ma funkce K v kazdém bodeé intervalu (a, b) vlastni
derivaci a plati

o(y)
K'(y) = Flys o(0))2(v) + / Of(y,x)dx. y < (a,b).
’ (3)



1.3. Formulace zakladni alohy (P1) variacniho poctu
Dano: TE€R, T>0,AZecR,FeC({0,T) xR xR).

Hledame: y € C*((0, T)),y(0) = A, y(T) = Z takové, ze
hodnota funkcionalu

je minimalni (resp. maximalni).



Oznaceni

Pro funkci F € C2({0, T) x R x R) proménnych ¢, x, z, kde
t€(0,T),x € R,z € R znaime

6,F(t x,z) = 0 F(t,x,z),

ot
oF
e —(t,x,z) = O F(t,x, z),

OF
5(1‘, x,z) = 03F(t,x, z).

Jedna-li se o slozenou funkci F(t, y(t), y’'(t)) znacime



Véta 5.(Nutnad podminka pro extrém alohy P1)
Necht y je bodem extrému dlohy P1. Pak je y feSenim
Eulerovy rovnice

(ER)  Fy(t.y(2),y'(t)) = %Fy'(t,y(f%y'(t))a te (0, 7).



Lemma A
Necht funkce ¢ € C((0, T)) je nezaporna a fOT o(t)dt =0
Pak je p =0na (0, T).

Lemma B
Necht a,b € C((0, T)) a

/T (a(t)h(t) + b(t)H'(t))dt =0

pro kazdou funkci h € C*({0, T)), pro kterou je
h(0) = h(T) = 0. Pak funkce b ma na (0, T) derivaci a plati
b = a.



Lemma C
Necht T, F jsou jako v tloze (P1), y,u € C'({0, T)). Zvolme
y a definujme zobrazeni G : C}((0, T)) — R takto:

G(u) :/0 F(t,y(t)+ u(t),y'(t) + d'(t))dt.

Potom

5G(0, h) =

/0(Fy(f,Y(t)ayl(f))h(f)JrFy’(fa}/(t)ayl(f))h’(f))dt
pro libovolné h € C*((0, T)).



1.4. Ulohy s volnym koncem

Pevny koncovy cas a volna koncova hodnota (aloha
P2)

Dano: Te R, T >0,Ac R, Fe C*({0,T)x R xR).
Hledame: y € C*({(0, T)), y(0) = A takové, ze hodnota
funkcionalu

je minimalni (resp. maximalni).



Veta 6.(Nutna podminka pro extrém Glohy P2)

Necht y je bodem extrému alohy P2. Pak je y fesenim
Eulerovy rovnice

(ER) A (ty().y't) = SRt y(t).Y (1)< (0,T)

a spliuje podminku transverzality

(T1)  F(T.y(T),y'(T))=0.



Truncated vertical terminal line (Gdloha P3)

(Koncova hodnota omezena nerovnosti)

Dano:

AcRTERT>0ZcRFe 1((o T) x R x R).
(T) =

Hledame: y Cl((O T)),y(0)=A,y Z takové,
Ze hodnota funkcionalu

je minimalni.



Veta 7.(Nutna podminka pro extrém Glohy P3)
Necht y je bodem minima alohy P3. Pak je y feSenim
Eulerovy rovnice

(ER)  Flt.y(1).y't) = STF(6y(0). Y ().t € (0.T)
a spliuje podminky transverzality, t.j. bud plati
(T2)  ¥(T)>2Z = F(T,y(T),y'(T)) =0,
nebo

(T3)  ¥(T)=2Z= Fu(T,y(T),y(T)) = 0.



Poznamka
Podminky transverzality (T2) a (T3) je mozné zformulovat
také takto: Soucasné plati

y(T) —Z >0, Fy/(Tvy(T)vy/(T)) >0,

(T) = 2)F (T, ¥(T),y'(T)) =0.



Naznak dukazu

Funkce y je extrém funkcionalu V vzhledem k mnoziné
M= {ze CY(0,T)),z(0) = A, z(T) > Z}. Takova z
muzeme psat ve tvaru z = y + h, kde

he CH{0, T)),h(0)=0a h(T) >0, jeli y(T) =

h(T)>Z — y(T) (coz je zaporné), je-li y(T) > Z. Zvolme
takové h a polozme pro dostateéné mala e

-
V(e) = / F(s,y(s)+€h(s),y'(s) + eh'(s))ds.
0
Podle vét o derivovani integralu spocitame

av T / / /
E(O) = /0 Fy(s,y(s),y'(s))h(s)+F,(s,y(s),y'(s))h'(s)ds.
Protoze V nabyva v bodé ¢ = 0 minima vzhledem k Gsecce
(y,y + h), je derivace zprava funkcionalu V v bodé y a sméru
h nezaporna.



V mnoziné pripustnych funkci lezi vsechny spojité
diferencovatelné funkce h's h(T) = 0. Obvyklym zpusobem
zjistime, ze y fesi Eulerovu rovnici. Pro obecna pfipustna h z
podminky 2%(0) > 0 dostavame

Fy(T,y(T),y'(T)h(T) = 0.

Jeliy(T)=2Z,je h(T)>0atedyi £ (T,y(T),y'(T)) > 0.
Je-li y(T) > Z, muze h(T) nabyvat kladnych i zapornych
hodnot, tedy F,.(T,y(T),y'(T)) =0.



Volny koncovy cas a koncova hodnota (aloha P4)
Dano: A€ R, F € C*({0,00) x R x R).

Hledame: T € R, T >0,y € C*({(0, T)),y(0) = A takové,
Ze hodnota funkcionalu

je minimalni (resp. maximalni).



Veta 8.(Nutna podminka pro extrém alohy P4)

Necht dvojice T,y je bodem extrému ulohy P4. Pak je y
resenim Eulerovy rovnice

(ER)  Fy(t,y(t).y't) = %Fy'(ty(f),y'(f))y te(0,7)

a spliuje podminky transverzality
(T4)  F(T.y(T),y'(T)) =0.
(T5)  F(T,y(T).y(T))=0.



Volny koncovy cas (aloha P5)
Dano: A,Z € R, F € C*((0,00) x R X R).
Hledame:

TERT>0yeCH(0,T)),y(0)=A,y(T) = Z takové,
7e hodnota funkcionalu

je minimalni (resp. maximalni).



Veta 9.(Nutna podminka pro extrém alohy P5)
Necht dvojice T,y je bodem extrému alohy P5. Pak je y
feSenim Eulerovy rovnice

(ER)  F(ty().y't)= SRt y(t). /(1)< (0,T)

a spliuje podminku transverzality

(T6)  F(T,y(T),y(T)) =y (T)FA(T,y(T),y'(T)) =0.



Truncated horizontal terminal line (Gloha P6)
(Koncovy ¢as dany nerovnosti, pevna koncova hodnota)
Dano: A, Z, T*€ R, T*>0,F € C* ((0,00) X R x R).
Hledame:

TERT>0,T<T yeCH{0,T)),y0)=Ay(T)=2Z
takové,

ze hodnota funkcionalu

je minimalni.



Veta 10.(Nutna podminka pro extrém dlohy P6)
Necht dvojice T,y je bodem minima dlohy P6. Pak je y
resenim Eulerovy rovnice

(ER)  Fy(ty(t).y't) = %Fy'(fm(t),y’(f)% te(0,7)

a splhuje podminky transverzality (T7)

T<TF(T.y(T),y'(T) =y (T)F (T, y(T),y'(T)) <0,

(T=T)(F(T,y(T),y'(T)) =y (T)F (T, y(T),y'(T))) = O.



1.5. lzoperimetrické ulohy

Izoperimetricka Gloha (P7)

Dano: A, Z,B,TER, T>0aFeC*{0,T)xRxR),
GeC'{0,T) x RxR).
Hledame: y € C}((0, T)),y(0) = A, y(T) = Z takové, ze

/0 G(t. y(t),y'(£))dt = B

a hodnota funkcionalu

je minimalni (resp. maximalni).



Veéta 11.(Nutna podminka pro extrém alohy P7)
Je-li y je bodem maxima (resp minima) tlohy P7, pak je bud

G(ty(8).y'1) = LG (ty(0).Y (1)t € (0.T),

nebo existuje A € R tak, ze

F}/(t>y(t)’y/t) - )‘G}’(t>)/(t)’y/t) =

%(Fyf(ty(t),y’(t)) — AGy(t,y(t),¥'(1))), t € (0, T).



1.6. Ulohy s vice stavovymi proménnymi

Uloha s dvéma stavovymi proménnymi (P8)
(Pevny koncovy ¢as a hodnota)

Dano: TER T >0,A=[A,A)Z=[4,2]€R?*a
Fe CH((0,T) x R? x R?).

Hledame: y = [y1, y»],y; € C*((0, T)) pro j = 1,2,
y(0) = A, y(T) = Z takové, ze hodnota funkcionalu

V(y) = / F(s,y(s).y/(s))ds

je minimalni (resp. maximalni).



Veéta 12.(Nutna podminka pro extrém alohy P8)
Necht y je bodem extrému alohy P8. Pak je kazda slozka
¥j,J = 1,2, reSenim Eulerovy rovnice

(ER)  Fy(t.y(0).Y/(1) = SF(ey(0). ().t € (0.T)



1.7 Ulohy s nekonecnym horizontem
Formulace zakladni dalohy P9

Dano: Ac Ra F e C'({0,0) x R x R).
Hledame: y € C*((0,00)), y(0) = A takové, ze

je minimalni (resp. maximalni).



Pripravné Gvahy o konvergenci integralu

Definice

Necht f : (a, b) — R. Rekneme, ze fab f(t)dt konverguje (v
Newtonové smyslu), jestlize existuje primitivni funkce F k f na
(a, b) a existuji vlastni limity lim,_, F(t) a lim,_,_ F(t).
Hodnotou integralu pak rozumime

/b f(t)dt = lim F(t) — lim F(t).

t—b— t—a+
Priklad 1.
J;~ t*dt konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1.
Priklad 2.

fooo e~ “tdt konverguje pravé tehdy, kdyz a > 0.



Tvrzeni 1 (o integrovatelné majorante)
Necht f, g jsou spojité na (a, b) a |f] < g. Jestlize fab g(t)dt
konverguje, pak i f f(t)dt konverguje.

Funkci g nazveme integrovatelnou majorantou.

Priklad

Necht p > 0 a funkce t € (0,00) — f(t) = F(t,y(t),y'(t)) je
omezena na (0,00). Pak [° F(t,y(t),y'(t))e” vidt
konverguje.

Tvrzeni 2 (o typické majorante)

Necht F = F(y, z) je funkce dvou proménnych, ktera je spojita
na R? a necht y € C*({0,00)) je omezena funkce s omezenou
derivaci a p > 0. Pak [® F(y(t),y'(t))e "*dt konverguje.



Veta 13 (derivace integralu na intervalu nekonecné
délky)

Budte a, b,c,d € R*. Necht f a O;f jsou spojité na

(a, b) x (c,d) a plati:

(i) existuje funkce g : (¢, d) — R takova, ze fcd g(x)dx
konverguje a soucasné |0:f(y, x)| < g(x) pro vSechna

€ (a,b),x € (c,d);
(i) existuje y, € (a, b) takové, ze fcd f(¥o, x)dx konverguje.
Pak F(y f f(y,x)dx € C*((a, b)) a plati

d
Fly) = / OhF(y, x)dx



Veta 14.(Nutna podminka pro extrém dalohy P9)
Necht F v formulaci alohy P9 ma tvar

F(t,y(1),y'(1)) = G(y(t), y'(t))e ",
kde p>0a G € CY(R?). Jeli y je bodem maxima (resp.

minima) alohy P9 a y,y’ jsou omezené na (0, c0), pak plati

F(Ey(0). ) = S(FA(ty(0). Y (1), £ € (0.00).



Izoperimetricka Gloha s nekonecnym horizontem
Formulace zakladni alohy P10
Dano: A€ R, F € C*({0,00) x RXx R) a

G e C{0,00) x Rx R),B€R.
Hledame: y € C'({0,0)), y(0) = A takové, ze

/0 " 6t y().y (0))dt = B

a funkcional

je minimalni (resp. maximalni).



Véta 15.(Nutna podminka pro extrém Glohy P10)
Necht F a G ve formulaci Glohy P10 maji tvar
F(t,y(t),y'(2) = F(y (), y'(t))e ",

kde F € CY(R x R), p1 > 0,

G(t,y(t),y'(t))

kde G € CY(R x R), po > 0.
Je-li y je bodem maxima (resp. minima) dlohy P10 a y,y’
jsou omezené na (0, 00), pak plati bud

Gy(t).y'(t))e ™",

Gy(t,y(1),y (1)) = %Gy'(t,y(t),y’(t))y t € (0,00)



nebo existuje A € R tak, ze

Fy(£,y(8), (1)) = AGy (8, y (1), ¥ (1)) =

& (ot (0),Y/(6) = A6t y(), (1)) . € (0,00).



1.8 Globalni extrémy
Definice (Konvexni mnozina)
Necht X je vektorovy prostor a M C X. Rekneme, ze M je

konvexni, jestlize pro kazdé dva body x,y € M a pro kazdé
te(0,1)jeiz=tx+(1—t)y M.

Definice (Konvexni a konkavni funkcional)

Necht X je vektorovy prostor, M C X je konvexni a
V : M — R je funkcional na M. Rekneme, ze V je konvexni
na M (resp. konkavni na M), pokud plati

V x,y,e M, Vt € (0,1) : V(tx+(1—t)y) < tV(x)+(1—t)V(y)
(resp.
V x,y,€ M, Vt € (0,1) : V(tx+(1—t)y) > tV(x)+(1-t)V(y)).



Poznamka

Funkcional V : X — R je konvexni na X, pravé kdyz je
konvexni na kazdé primce v X, tj. kdyz Vx € X,Vk € X je

t — V(x + tk) konvexni na R. Analogické tvrzeni plati pro
konkavni funkcionaly a pro funkcionaly definované na mnoziné
McC X.

Veta 16.(Postacujici podminky pro minimum
konvexniho funkcionalu)

Necht M C X je konvexnia V : M — R je konvexni. Jestlize
0+ V(x, h—x) > 0 pro kazdé h € M, pak V nabyva v bodé x
minima vzhledem k M.



Veta 17.(Konvexita funkcionalu a konvexita
integrandu)

Bud M konvexni podmnozina prostoru C'((0, T)). Necht
F € C}({0, T) x R x R) spliuje podminku (K), tj. plati
Necht pro kazdé s € (0, T) je funkce [y, y'] — F(s,y,y’)
konvexni.

Pak je funkcional V : M — R definovany predpisem

Viy - / F(s.y(s).y'(s))ds

konvexni na mnoziné M.



Oznaceni
Necht F € C?(R?). Oznacime

H OH
0 H(x,z) = —X(X,Z),52H(X,Z) = g(x,z)

0*H 0*H
dH(x,z) = W(X, z),612H(x,z) = M(X,z)
0*H 0*H

o H(x,z) = ——(x,2),02H(x, z) = @(X,Z)-

ZzOX



Veta 18.Konvexita a definitnost matice druhych
derivaci
Necht H € C?(R?). Pokud je matice

. 511/‘/ 512/‘/
H= <521H 522/4)

pozitivné semidefinitni na R?, pak je H konvexni na R2.

Poznamky

1. Matice H se obvykle nazyva Hessova matice nebo Hessian
funkce H.

2. Matice H = <z ?) je negativné semidefinitni na R? pravé

tehdy, kdyz a < 0,c <0, b?> — ac < 0 a pozitivné semidefinitni
na R? pravé tehdy, kdyz a > 0,d > 0, b*> — ac < 0.



Veta 19.(Predpoklady, za nichz je nutnd podminka
také postacujici)

Necht F € C3({0, T) x R x R) v (P1) spliuje podminku (K).
Pak je Eulerova rovnice (ER) postacujici podminkou k tomu,
aby funkcional V nabyval v y minima.

Rozmyslete si obdobna tvrzeni v dalsich alohach.



1.9 Lokalni extrémy

Definice(Normovany linearni prostor)

Normovany linearni prostor je dvojice (X, ||.||), kde X je
vektorovy prostor nad R a ||.|| je norma na prostoru X, tj.
zobrazeni definované na X s hodnotami v (0, co) spliujici

Vxe X:||x||=0&x=0,

Vx € X,Va € R ||ax|| = |o||x]],
Vx,y € X |lx+yll < [Ix[| + llyl]-



Definice(Ostré a neostré lokalni extrémy)

Necht (X, ||.||) je normovany linearni prostor, f : X — R a
x, € X. Rekneme, ze f ma v bodé x, € X

lokalni maximum, jestlize existuje r > 0 takové, ze

Vx € X, ||x — xo|| < r:f(x) < Ff(x);
ostré lokalni maximum, jestlize existuje r > 0 takové, ze
Vx € X,0 < ||x — x|| < r:f(x)<f(x);
lokalni minimum, jestlize existuje r > 0 takové, ze
Vx € X, ||x — xo|| < r:f(x) > f(x);
ostré lokalni minimum, jestlize existuje r > 0 takové, ze

Vx € X,0 < ||x = Xo|| < r:f(x)> f(x)-



Definice (Norma v prostoru C')
V prostoru X = C*({(0, T)) definujeme normu takto: pro
y € CH((0,T)) je

[lyll = sup{ly(t)}; t € (0, T))} + sup{[y’(t)];t € (0, T))}.

Veéta 20.(Postacujici podminka pro lokalni extrém)
Necht y resi Eulerovu rovnice v dloze P1. Jestlize je matice

(F}/)’(t>y(t)7y,(t)) Fy}/’(t7)/(t)’y/(t)))
Fyy(t,y(t),y'(2))  Fyy(t,y(2), ¥'(1))

pozitivné definitni pro kazdé t € (0, T), pak je y bodem
ostrého lokalniho minima.



2. Teorie optimalniho rizeni

2.1. Zakladni Gloha
Zakladni definice

Po castech spojita funkce

Rekneme, ze funkce g je na intervalu (0, T) po Castech
spojita, jestlize existuje déleni 0 =ty < ty,...,t, = T takové,
Ze g je spojita na (t;_1, t;) pro vsechna i = 1,...,n a v krajnich
bodech existuji vlastni limity funkce g.

Po castech diferencovatelna funkce

Rekneme, Ze funkce g je na intervalu (0, T) po Eastech
diferencovatelnd, jestlize existuje déleni 0 =ty < ty,...,t, = T
takové, ze derivace g’ je spojita na (t;_1, t;) pro vsechna
i =1,...,n av krajnich bodech existuji vlastni limity funkce g’.



Formulace Glohy P11 - volna koncova hodnota, pevny
koncovy cas

Dano: TeR, T>0,AcRaf,FeC((0,T)xRxR),
Oof 03, 0oF,03F € C({0, T) x R x R) a U C R uzavieny
interval.

Hledame:
y spojitou a po Castech diferencovatelnou na (0, T), y(0) = A,

u: (0, T) — U po castech spojitou na (0, T) takové, ze

y'(t) = £(t, y(1), u(t))

na (0, T) s vyjimkou kone?né mnoziny a hodnota funkcionalu

V(y) = / F(s.y(s). u(s))ds

je maximalni.



Poznamky

1. Hodnota y(T) je volna.

2. Predpoklad "U C R je uzavreny interval" znamena, ze U je
jeden z interval? R, (—o0, a), (b, ), (c, d), kde

a,b,c,de R,c<d.

3. Funkci u nazveme fidici funkci, funkci y stavovou funkci a
rovnici y' = f(t,y(t), y'(t)) stavovou rovnici.

Definice (Hamiltonian)
Funkci
H(y,u,A\) = F(t,y,u) + Af(t,y,u)

nazveme Hamiltonianem alohy P11.



Veta 21.(Nutna podminka pro extrém dlohy P11,
Pontryaginuv princip maxima)

Bud y*, u* bodem maxima alohy P11. Pak existuje funkce
A:(0, T) — R takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
kone¢nou mnozinu plati:

(1) (maximalita u*)

pro kazdé u € U je

H(t,y*(t), u™(t), A(t)) = H(t, y"(t), u; A1),
(I1) (stavova rovnice)

()8 = Dty (), 0 (8). A1),

(1) (pohybova rovnice pro \)

N(t) = —g—l;(t,y*(t), u*(t), A(t)),



(IV) (podminka transverzality)
A(T)=0.
Naznak dukazu

Predpokladejme pro jednoduchost, ze U = R a vsechny
uvazované funkce jsou spojité diferencovatelné na svych
definiénich oborech. Derivaci podle proménné t znacime
Carkou.

1. krok:

Oznaéme M mnozinu dvojic [y, u] takovych, ze

y(0) = A, y'(t) = f(t,y(t),u(t)) na (0, T). Jsou-li funkce
u, f spojité, je pocateéni podminkou y(0) = A a stavovou
rovnici y' = f(t,y, u) jednoznacné urcena funkce y.



Pro kazdou realnou funkci A, funkciy e Mat e (0, T) je
vyraz \(t)(f(t, y(t), u(t)) — y'(t)) nulovy. Muzeme tedy psat,
Zeproy € M je

V(y, u) = / F(t.y(2), u(t))dt =

/0 F(t.y (1), u(t)) + A() (F(t y(8), u(t)) — /(1)) dt.



2. krok: Predpokladejme, ze [y*, u*] je bodem maxima
funkcionalu V' na mnoziné M, tj. pro kazdé [y, u] € M je

V(y,u) < V(y",u")



Pro a € R zvolme v®(t) = u*(t) + ah(t) a oznatme y°(t)
reSeni stavové rovnice

() = f(t,y% ),
pro které je y?(0) = A. (Pak je [y?, u?] € M a tedy
A(F(t,y?,u?) = (v7)) = 0.)

Oznaéme

J(a) = V(y*, o) = / F(t.y"(t). (1)) dt =

/0 F(t,y?(t), uw?(8)) + A(t) [ (. y2(1), u°(2)) — (y°) (£)] dt.



Integrujeme-li per partes ve ¢lenu s derivaci (y?)’ v integralu
J(a), dostaneme
J(a) =

/0 {F(t,y2(t), (1)) + A(E)F(t, y2(t), u?(t)) + N(t)y?(t)}dt
—AN(T)y?(T) + A0)y?(0).



Funkce J(a) nabyva maxima v bodé a =0 a je
.diferencovatelné, tedy je %(O) = 0. Spoatejme (pro
jednoduchost vynechame argumenty jednotlivych funka a
pouzijeme toho, ze posledni ¢len je konstantni). (Opét
pouzivame vétu o derivaci integralu!)

83
/{Fy + Fu.h) + A.(f,. aya + f,.h))+

VO 2 (0ot~ ATV (T) =

T 9y By
/ (F, + M, + 2 1 (Fy+ MRt — M(TY2Z(T),
0 83 63




3. krok
Zvolme za ) Feseni rovnice

oH
N=—(F,+\,)=——
( y + }/) 8_)/7
spliujici podminku A(T) = 0. Jedna se o linearni rovnici
prvniho rfadu se spojitymi koeficienty a pravou stranou, tedy
FeSeni vzdy existuje a je to spojité diferencovatelna funkce na
(0, T). Touto volbou se anuluje prvni a posledni ¢len ve vyrazu
pro J'(0). Dale funkce A spliuje pohybovou rovnici a
podminku transverzality.



4 krok
V rovnici J/(0) = 0 zvolme h = F, + Af,. Dostaneme

_
/ (Fu + M,)2dt = 0,
0

Integrand je spojita nezaporna funkce a z lemmatu A plyne
F, + M, = 0. Tim je dukaz v tomto zjednoduseném pripadé
dokongen.



2.2 Dalsi koncové podminky

Formulace Glohy P12- pevna koncova hodnota i
koncovy cas )

Dano: Te R, T >0,AcR,Z€Ra
f,Fe C((0,T) xRxR),
Oxf ,05f,0,F,03F € C({0, T) x R x R) a U C R uzavieny

interval.

Hledame:

y spojitou a po Castech diferencovatelnou na
0, T),y(0)=Ay(T) =2,

u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0, T) takové, ze

y'(t) = f(t,y(t), u(t))

na (0, T) s vyjimkou konecné mnoziny



a hodnota funkcionalu

je maximalni.

Veta 22.(Nutna podminka pro extrém dlohy P12)
Bud y*, u* bodem maxima alohy P12. Pak existuje funkce
A: (0, T) — R takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
konecnou mnozinu jsou splnény podminky (1), (I1), (I11) z véty
21 a podminka transverzality (IV) z véty 21 je nahrazena
podminkou y(T) = Z.



Formulace alohy P13 (Horizontal terminal line - pevna
koncova hodnota, volny koncovy cas)

Dano: Ac R,Zc Raf,Fe C0,T)xRxR),
Oof , O3, 0,F,03F € C({0, T) x R x R) a U C R uzavieny
interval.

Hledame:
TeR T>0

y spojitou a po Castech diferencovatelnou na
u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0, T) takové, ze
y'(t) = £(t, y(t), u(t))

na (0, T) s vyjimkou kone¢né mnoziny



a hodnota funkcionalu

je maximalni.
Veta 23.(Nutna podminka pro extrém Glohy P13)

Bud y*, u* bodem maxima alohy P13, pak existuje funkce

A: (0, T) — R takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
konenou mnozinu jsou splnény podminky (1), (I1), (111) z véty
21 a podminka transverzality (IV) z véty 21 je nahrazena
podminkou H(T,y(T),u(T),\(T))=0.



Formulace Glohy P14 - truncated vertical terminal line

Dano: TeR, T >0,Ac R, Z€eRa

f,Fe C((0,T) xRxR),

Oxf ,05f,0,F,03F € C({0, T) x R x R) a U C R uzavreny
interval.

Hledame:
y spojitou a po Castech diferencovatelnou na

(0, 7),y(0) = A y(T) = Z,
u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0, T) takové, ze
y'(t) = £(t, y(t), u(t))

na (0, T) s vyjimkou kone¢né mnoziny



a hodnota funkcionalu

je maximalni.

Veta 24.(Nutna podminka pro extrém dlohy P14)
Bud y*, u* bodem maxima tlohy P14, pak existuje funkce

A : {0, T) — R takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
konecnou mnozinu jsou splnény podminky (1), (II), (1l1) z v?ty
21 a podminka transverzality (IV) z v?ty 21 je nahrazena
podminkami

y(T) = Z,\(T) 2 0,(y(T) = 2)(\(T)) = 0.



Formulace Glohy P15 - horizontal terminal line

Dano: 7T, € R, Thox >0,A€R. ZERa

f,Fe C((0,T) x RxR),

Oaf ,05f,0,F,03F € C({0, T) x R x R) a U C R uzavieny
interval.

Hledame:
y spojitou a po Castech diferencovatelnou na

(0, 7),y(0) = A y(T) = Z,
u: (0, T) — U po Castech spojitou na (0, T) takové, ze
y'(t) = £(t, y(t), u(t))

na (0, T) s vyjimkou kone¢né mnoziny



a hodnota funkcionalu

je maximalni.

Veta 24.(Nutna podminka pro extrém dlohy P14)

Bud y*, u*, T* bodem maxima tulohy P14, pak existuje funkce
A: {0, T) — R takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
konecnou mnozinu jsou splnény podminky (1), (I1), (I11) z véty
21 a podminka transverzality (V) z véty 21 je nahrazena
podminkami

T* S Tmax7 H(T*) Z Oa(T* - TmaX)H(T*) = O



2.3 Problémy s vice stavovymi nebo ridicimi
promennymi

Formulace Glohy P15(Volna koncova hodnota)

Dano: n,me N, T € R,T >0, F € CY((0, T) x R" x R™),
fie CH{(0, T) x R"x R™)proi=1,...,n,
Yo = [Vo1,---s Yon] € R", U1, ,, Un, jsou uzaviené intervaly v R.

Hledame: y = [y1, ..., y,] spojité a po &astech
diferencovatelné na (0, T) a u = [uy, ..., uy] po Eastech spojité
na (0, T), splhujici

.y]/_ = fl(tﬂyla ooy Yoy Uz, e Um), yl(O) = Yo1,

ylg: fn(taylv"')ymul’”'?um) _yn(o):yon



funkce uy(t) € Uy, ...um(t) € U na (0, T) s vyjimkou kone¢né
mnoziny takové, ze

-
V(y,u):/ F(t,y1,,, Yn, UL, ..., U )dt
0

je maximalni.

Znaceni
Oznac&ime
n u fl Yo1
y= u= A=) =
yn um fn yon



a zapiseme dlohu 15 takto

u(t) e U,y = f(t,y,u),y(0) = yo,
a V(y, u) je maximalni.
Dale oznac¢ime

n

H=F(t,y,u)+ Z Nifi(t, y, u).

i=1



Véta 25 (princip maxima pro P15)

Bud' y*, u* bodem maxima v dloze P15. Pak existuje funkce
A: (0, T) — R" takova, Ze pro kazdé t € (0, T) az na
konecnou mnozinu plati:

(1) pro kazdé u € U plati

H(t,y*(t), u(t), A(t)) < H(t, y"(t), u" (1), A(2)),



(1) (stavova rovnice)

yi(t) = g—;’ju,y*m, 0" (). M(2),

(1) (pohybova rovnice pro \)

30 = =50y (0.5 A0),

(IV) (podminka transverzality)
N(T)=0.

pro kazdé j =1,....n.



2.4 lzoperimetricka Gloha v teorii optimalniho rizeni

Formulace Glohy P16(Volna koncova hodnota)

Dano:

TeERT>0y,€c RRBERF,f,Ge C*>{(0, T)x RxR)
Hledame: y po castech diferencovatelné, u po Eastech spojité
tak, ze [y, u] je maximem funkcionalu

V(y, u) = / F(t.y(1). u(t))dt

a $Iati v(0) = yo,y" = f(t,y(t),u(t)) a
Jo G(t,y(2), u(t ))d = B.



Dukaz provedeme prevedenim alohy P16 na probléem P15.
Definujme novou stavovou proménnou I vztahem

(t) = G(t, (t), u(t)),T(0) = 0.
Pak je

/Gsy (s))ds, T(T) = B.

Pouzijeme nutnou podminku pro alohu se dvéma stavovymi
proménnymi y, I a jednou fidici proménnou u z Véty 25.
Definujeme

H(t) = F 4+ Mf + \G.



Veéta 27(princip maxima pro P17)

Bud y*, u* bodem maxima v tloze P17. Pak existuje funkce
A: {0, T) — R? takova, ze pro kazdé t € (0, T) az na
konecnou mnozinu plati:

(1) pro kazdé u € U plati

H(t, y"(£), (1), u(t), A(t)) < H(t,y*(2), T7(2), u™(t), A(1)),
(1) (stavové rovnice)

V(B = Sy (0,7 (), 5 (A1)

1

r(t) = S_AHz(t,y*(t), (t), u™(2), A(t)),



(1) (pohybova rovnice pro \)

X,(t) = —Z—f(t,y*(t), F(£)u (1), A(t)).

A(8) = Ty (6,7 (8 )u (1), A(0),

(IV) (podminky transverzality)
M(T)=0,T"(T)=B.



2.6 Postacujici podminky pro extrém

Véta 27 (Postacujici podminka pro extrém v Gloze
P11)

Predpokladejme, ze F, f jsou diferencovatelné a konkavni
funkce proménnych y, u a plati bud

1. f jelinearnivy avu

nebo

2. )\ je nezaporna na (0, T).

Jestlize y*, u*, A splhuji Pontryaginuv princip maxima, pak
funkcional V nabyva v bodé y*, u* maxima ve tridé funkci z
alohy P11 resp. P12.



