XII. Diferen¢ni rovnice

XII. Diferencni rovnice

Definice. Necht' k € N, p1,..., px € R, px # 0, a necht’ déle {a,};>, je posloupnost redlnych Cisel. Linedrni diferencni
rovnici k-tého Fddu s konstantnimi koeficienty budeme rozumét rovnici

yn+k)+ pryn+k—-1)~+---+ pry(n) =a,, neN, (1

kde nezndmou je posloupnost {y(1n)}o> ;.
Resenim rovnice (1) rozumime kaZdou posloupnost {y (1)}, spliiujici (1) pro kazdé n € N. Pokud chceme, aby feSeni
rovnice (1) spliiovalo podminky

y() =y1,....y(k) = yk, 2
kde ¢isla yq, ..., yr € R jsou pfedem dana (tzv. pocdtecni podminky), pak hovoiime o pocdtecni tiloze. Pokud a,, = 0 pro kazdé
n € N, pak rovnice (1) m4 tvar

y(n+k)+piyn+k—1)+---+ pry(n) =0, neN. 3)

Tato rovnice se nazyva homogenni.

Véta 1. Pocdtecni iiloha (1), (2) md prdvé jedno Fesend.

Véta 2. MnoZina feseni rovnice (3) tvori vektorovy podprostor dimenze k prostoru vsech redlnych posloupnosti.
Pozndmka. Bazi prostoru feseni rovnice (3) se fika téZ fundamentdlni systém reSeni rovnice (3).

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (3) budeme rozumét polynom

A AR 4 pi AT e i A e

Véta 3. Necht’ Ai,...,As jsou vSechny navzdjem riizné redlné koreny charakteristického polynomu rovnice (3) s ndsobnostmi
I1,...,rs. Necht’ &1, ..., & jsou vSechny navzdjem rizné koreny charakteristického polynomu rovnice (3) s kladnou imagindrni
cdsti a ndsobnostmi qy, . ..,q;, pricem §; = pj(cosv; + isinv;), uj > 0, v; € (0,2n), j = 1,...,l. Pak ndsledujici

posloupnosti tvori bdzi prostoru reseni rovnice (3):

{AT}, {nA%}, e {n" 11,
{AZ3, {nAl}, . {n"sIAmy,
{uhcosvin}, {nptcosvin}, ... {n9'71u"cosvin},
{uhsinvin}, {nptsinvin}, ... 071t sinvin},
{uj cosvn}, Anujcosvny, ... {n‘“_lu;’ cosvin},
{u] sinvyn},  {nuj sinvng, ... {nq’_lu;' sinvyn}
Véta 4. Necht’ posloupnosti {y'(n)}°2, {y*(n)}>,, ..., {yk(n)},‘;":1 tvori fundamentdlni systém reSeni rovnice (3). Necht’

posloupnost {z(n)}5, je feSenim rovnice (1). Potom posloupnost {y(n)}5>, et rovnici (1), prdvé kdyz existuji konstanty
C1,...,¢k € R takové, Ze
y) = 2(n) + eyt (n) + - + ey n)

pro kazdé n € N.
Resenf {z (n)}52, z predchozi véty se tradi¢né nazyva partikuldrni Feseni.
Véta 5 (rovnice se specidlni pravou stranou). Necht’ posloupnost {a, -, v rovnici (1) spliiuje
ap, =o" (P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)),
kde a,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje ieseni rovnice (1) ve tvaru
z(n) = n™a" (R(n) cos(vn) + S(n) sin(vn)),

kde R a S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{st P,st 0} a m € N U {0} uddvd, jakou ndsobnost md Cislo
a(cos v + i sinv) jakoZto koien charakteristického polynomu rovnice (3).



XIII. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

XIII. Zakladni pojmy teorie diferencialnich rovnic

Definice. Diferencidlni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(x,y.yy"....y™) =0, 4)

kde F je redlna funkce n + 2 proménnych.

ResSenim diferencidlni rovnice (4) rozumime funkci y definovanou na n&jakém neprazdném otevieném intervalu 7, kterd mé
v kaZzdém bod¢ intervalu [ vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (4) v kazdém bodé
intervalu /7, tj. pro kazdé x € I plati

F (x,y(x),y’(x), .. .,y(”)(x)) =0.

Definice. Je-li funkce y feSenim rovnice (4) na intervalu / a funkce y feSenim rovnice (4) na intervalu /,kde I C I, I # I a
y(x) = y(x) pro vSechna x € I, pak fikdme, Ze feSeni y je prodlouZenim FeSeni y na interval I.
Reseni rovnice (4), které nema prodlouzeni, nazyvame maximdlnim fesenim rovnice (4).

Definice. Rovnice tvaru
y® = fey oy y®Y),

kde f je redlnd funkce n + 1 proménnych, se nazyva diferencidlni rovnice (n-tého ¥ddu) vyfesend vzhledem k nejvyssi derivaci.



XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

XIV.1. Zakladni metoda reSeni

Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

y'=gh(x). (5)
Metoda reSeni pro g a / spojité na svych defini¢nich oborech

1. Ur¢ime maximdln{ oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce /. (Tim mdme vymezeny maximdlni intervaly,
na kterych miZeme hledat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce y(x) = c tzv.
singuldrnim (téZ staciondrnim) feSenim rovnice (5).

3. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J ze 3. kroku. Tedy /4 je na I spojitd a g je na J spojitd a nenulova. Budeme
hledat feseni rovnice (5), jejichZ defini¢ni obor je obsaZen v intervalu / a majf hodnoty v intervalu J. Je-1i y takové feSeni, pak
pro kazdé x € D, plati

/
yx) hx).
g(y(x))
Necht' H je primitivni funkce k funkci /4 na intervalu / a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J. Potom existuje konstanta
C € R takova, Ze plati

Gy(x)) =H(x)+C
na defini¢nim oboru feseni y, ktery nalezneme v nésledujicim kroku.
5. Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZzené v mnoZiné
{xel; Hx)+ C € G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalil feSeni mus{ mit tvar
y(x) = G (H(x) + O),

kde G~! zna&i funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot’” G je na intervalu J bud’ rostouci nebo klesajici.

6. Z teseni nalezenych v 5. kroku a singuldrnich feSeni z 2. kroku ,,slepime* v§echna maximalni feSeni rovnice (5). Necht’
¥1 a y2 jsou feseni rovnice (5), prvni na intervalu (a, b) a druhé na intervalu (b, ¢), pfiCemz b € Dy,. Predpokladejme, Ze

li = i =a € Dy.
Jimyi(x) = lim ya(x) =o€ Dy

Pak funkce
yi(x), x e (ab);
y(x) =1 «, x = b;
y2(x), x € (b,c);

je fesenim rovnice (5) na intervalu (a, ¢).

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni diferencidlni rovnice jsou diferencidlni rovnice nezavisejici explicitné na proménné x (na ,,Case*). Autonomni dife-

Vv

rencidlni rovnice prvniho fddu vyfeSend vzhledem k nejvyssi derivaci je tedy rovnice tvaru

y'=g). (6)
Véta 6. KaZdé reseni rovnice (6), kde g je libovolnd funkce, je monotdnni.
Pozndmka. Je-li funkce y feSenim rovnice (6) na intervalu (a, b), pak pro kazdé ¢ € R je funkce x > y(x+c),x € (a—c,b—c),
rovnéz jejim feSenim.
Lemma 7. Necht' a,b € R, a < b, funkce g je spojitd a kladnd na {(a,b) a md v bodé b zleva kladnou limitu. Pak | : é

konverguje.

Lemma 8. Necht’ funkce g je spojitd na (a,b), kladnd na (a,b), g(b) = 0 a g’_(b) existuje viastni. Pak |, ab é diverguje.



XYV. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Linedrni diferencidlni rovnici prvniho Fddu rozumime rovnici tvaru

v+ p(x)y = q(x), (7)

kde p, g jsou funkce na daném intervalu (a, b).
V dalim budeme pfedpoklidat, Ze p, g jsou spojité funkce. Pak kazdé feSeni rovnice (7) je tfidy €1.
Zobrazeni L: C'(a,b) — C(a,b),
L(y) ="+ py

je linedrni.
XV.1. Homogenni rovnice

Homogenni linedrni diferencidlni rovnici prvniho Fddu budeme rozumét rovnici tvaru
Y+ px)y =0.
Maximalni feSeni homogenni rovnice:
— —P(x)
y(x) = Ke , x€(ab), KeR,

kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).

Vsechna fedeni homogenni rovnice tvoif vektorovy podprostor prostoru C!(a, b) dimenze 1 (dim Ker L = 1).
XV.2. Nehomogenni rovnice
Maximadlni feSeni rovnice (7):

X
y(x) = (/ q()et® dl) e PO 4 Ke D xe(a,b), K €R,
X

0

kde xo € (a,b) a P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).
Maximalni feSeni rovnice (7) spliinjici pocdtecni podminku y(x¢) = yo:

pe
y(x) = (/ q(t)eP(’) dt) e P 4 yoe_P(x), x € (a,b),
X0

kde P(x9) =0, 4. P(x) = [, ;i) p(t)dt. Prokazdé xo € (a,b) akazdé yy € R existuje pravé jedno maximalni feseni y rovnice
(7), které spliiuje poéate¢ni podminku y(xg) = yg. Toto FeSeni je navic definovdno na celém (a, b).



XVI. Linearni diferencialni rovnice

Definice. Linedrni diferencidlni rovnici n-tého r¥ddu rozumime rovnici

YO + a1 (YOI + -+ a1 ()Y () + ao(0)y(0) = ), @®)
kde ag, ...,a,—1 a f jsou funkce spojité na daném intervalu (a, b).
Homogenni rovnici ptislu§nou k rovnici (8) rozumime rovnici
(n) (n—1) ’ _
YA 4+ an1 @)y V(@) + -+ ar(0)y' (@) +aot)y(t) = 0. ©)

Kazdé feSeni rovnice (8) je tiidy €".
Zobrazeni L: C"(a,b) — C(a,b),

L) =y + a1y Y+ + a1y +aoy
je linedrni.
XVL1. Struktura prostoru reseni
Véta 9. Necht' ty € (a,b) a zo,...,2n—1 € R. Pak existuje prdvé jedno maximdlini feSeni y rovnice (8), které spliiuje podminky
y(to) = zo. ¥'(to) = 21..... y" (o) = zn1.

Toto FeSeni je navic definovdno na celém intervalu (a, b).

Véta 10.
(i) MnoZina v§ech maximdlnich Feseni rovnice (9) tvori vektorovy podprostor prostoru C™((a, b)) dimenze n.
(ii) Necht’ 'y, je néjaké maximdlni FeSeni rovnice (8). Pak mnoZina vSech maximdlnich reseni rovnice (8) md tvar
{yp + Yn; yn je FeSenim rovnice (9) na intervalu (a, b)}.
Pozndmka.

e Baze prostoru maximalnich feSeni rovnice (9) se nazyva fundamentdlni systém reseni rovnice (9).

e Jsou-li funkce yy, ..., y, linedrné nezavislda maximdlni feSeni rovnice (9), pak jiZ tvori fundamentaln{ systém.
e Abychom vyfesili nehomogenni rovnici (8), najdeme fundamentalni systém yy, ..., y, prorovnici (9) a jedno (,,partikuldrni*)
feSeni y, rovnice (8). VSechna feSeni rovnice (8) pak budou mit tvar y = y, + c1y1 + -+ cuyn, kdecy, ..., cn € R.

XVI.2. Metoda variace konstant

Véta 11 (variace konstant). Necht’ funkce y1, ..., yy tvori fundamentdlni systém reSeni rovnice (9). Existuji-li funkce c1, ..., cn
majici na (a, b) viasini derivaci a spliujici soustavu rovnic

iyt epyn =0

" ey =0
™Vttt = f

na intervalu (a, b), pak funkce y,(t) = c1(t)y1(t) + -+ 4+ cu(t)yn(2), t € (a, D), je FeSenim rovnice (8).

Definice. Necht’ funkce yq,..., y, tvofi fundamentdlni systém feSeni rovnice (9). Pak matici (¢i pfesnéji maticovou funkci)
y1(2) y2(8) ... ya(0)
y1() vty .. oy
viy=| . T e
WO Ko o w P

nazyvame fundamentdlni matici rovnice (9).

Véta 12. Necht’ U (¢) je fundamentdlni matici rovnice (9). Pak matice U (t) je reguldrni pro kaZdé t € (a, b).



XVL3. Rovnice s konstantnimi koeficienty
Definice. Linedrni diferencidlni rovnici n-tého vddu s konstantnimi koeficenty rozumime rovnici
YO0 + an-1y V@) + -+ a1y (0) + a0y (@) = f(0), (10)

kde ag, ...,an—1 € R a f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b).
Homogenni rovnici piislu§nou k rovnici (10) rozumime rovnici

YOO + a1y 4+ a1y (0) + aoy () = 0. (11)
Pozndmka. Maximdlni feseni rovnice (11) jsou definovana na celém R.
Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (11) rozumime polynom
A ) = A"+ a, A" ag A+ ag.

Véta 13 (tvar fundamentélniho systému). Necht’ y je charakteristicky polynom rovnice (11).

Necht’ Ay, ..., As jsou vSechny navzdjem riizné redilné koreny polynomu y s ndsobnostmi ry,...,rs. Necht' ay + B1i, ...,
o) + Bii jsou vSechny navzdjem riizné koreny polynomu y s kladnou imagindrni &dsti a ndsobnostmi q1, . .., qy, kde oy, . .., q,
B1.--.,P1 € R. Pak ndsledujici funkce tvori fundamentdlni systém reSeni rovnice (11):
Mt teM?, tri-leht
e/\st, te)tst’ trsfle}n_yt7
e' cos Bit, te®'!cosBit, ... t917le%! cos Bit,
e’ sin By, te*'sinPBit, ... t917le*’sin Bt
e cos Bit, te*'cosBit, ... t971e%! cosByt,
e¥tsin Bt, te*'sinByt, ... t471e%?sin Bt

Véta 14 (specidlni prava strana). Necht’
f(t) =e" - (P(t)cosvt + Q(t)sinvt), te€R,
kde u,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje reSeni rovnice (10) ve tvaru
yp(t) =1"et - (R(t)cosvi + S(r)sinve), ¢ €R,

kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho neZ max{st P,st 0} am € N U {0} uddvd, jakou ndsobnost md ¢islo yu + iv jakoZto
koren charakteristického polynomu prislusné homogenni rovnice.



XVII. Soustavy diferencialnich rovnic

Soustavou diferencidlnich rovnic (prvniho fadu) rozumime soustavu

x1 = filt,x1,x2,...,Xn),
x; = fz(tvxlv-XZa e axn)v
(12)
X, = fult,x1, X2, ..., Xn),
kde f;,i = 1,...,n, jsou dané funkce definované na neprazdné oteviené mnoziné G C R x R” a hledanym objektem jsou
funkce xy, ..., x, definované na jistém otevieném intervalu.
XVII.1. Zakladni pojmy, véta o existenci a jednoznacnosti
Vektorovy tvar soustavy:
x' = f(,x), (13)
kde x = [x1,x2,....x,], x" =[x}, x5, ....xp]a f = [f1, fo..... ful.
Definice. e ReSenim soustavy (12) rozumime vektorovou funkci x = [x1,..., x,] definovanou na otevieném neprazdném
intervalu I C R s hodnotami v R” takovou, Ze pro kazdé ¢ € I existuji vlastni derivace x(¢), ..., x,,(¢), a plati x'(¢) =
f (t, x (t)).

o Maximdlni Feseni soustavy (12) je takové feSeni x definované na intervalu /, které jiZ nelze prodlouZit, tj. je-li y feSeni
definované na intervalu J, I C J ay(¢t) = x(t) prokazdét € I,pak J = I.

e Pocdtecni tilohou pro (12) rozumime tlohu, kdy hleddme feseni x soustavy (12) spliiujici navic pfedem zadanou podminku
x(to) = x°, kde [to, x°] € G (tzv. po&dtecni podminka).

Véta 15 (Peanova véta o existenci feseni). Necht’ G C R x R” je oteviend neprdzdnd mnoZina a f : G — R” je spojitd na G.
0

Pak pro kazdé [ty, x°] € G existuje maximdini FeSeni x rovnice (13) spliiujici x (ty) = x°.
Véta 16 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht’ G C R x R” je oteviend neprdzdnd mnozZina a f: G — R”" je spojitd
na G a navic spliiuje ndsledujici podminku:

(D) Prokazdéi € {l1,...,n} plati, Ze parcidlni derivace f; podle druhé, tfeti, ..., (n 4+ 1)-ni proménné (tj. i M)jsou

L dxyp’ > dxp
spojité na G.

Jestlize [to, x°] € G, potom existuje prdavé jedno maximdini Fesent x rovnice (13) spliiujici x (ty) = x°.

XVIIL.2. Vlastnosti maximalnich FeSeni

Véta 17 (opousténi kompaktu). Necht’ G C R x R” je neprdzdnd a oteviend mnoZina, zobrazeni f: G — R" je spojité, x je
maximdlni FeSeni rovnice (13) definované na intervalu («, B), to € (a, B), K C G je kompakni a [ty, x (t9)] € K. Pak existuji
71 € (0, tg) a T3 € (Lo, B) takovd, Ze [t1,x(t1)] ¢ K a[t2,x(12)] ¢ K.

Lemma 18. Necht’ a,b € R, a < b, a funkce g je definovand na intervalu (a, b). Funkce g md v bodé b zleva vlastni limitu
pravé tehdy, kdyz splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku

VeeR,e>038€R,§>0Vs,t € P (b,8): |g(t) —g(s)| <e.

Véta 19 (spojitd zdvislost na pocateCnich podminkach). Necht’ G C R x R” je neprdzdnd oteviend mnoZina, f: G — R”" je
spojité a spliiuje na G podminku (D) z Véty 16. Necht’ x je maximdlni FeSeni soustavy (13) definované na («, B) a ty € («, B).
Necht’ ddle (t1,12) C (a, B) je uzavieny interval obsahujici ty. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé
y° € R” sphiujici || y° — x(to)|| < § plati: KaZdé maximdini Feseni y soustavy (13) spliiujici pocdtecni podminku y (ty) = y°
Jje definované na intervalu obsahujicim (t1, 1) a plati || x () — y(t)|| < € pro kazdé t € (11, 12).

Lemma 20 (ekvivalence diferencidln{ a integralni rovnice). Necht’ G C R x R” je oteviend, f: G — R" je spojité zobrazeni,
(o, B) CR, ty € (a, B) a [to, x°] € G. Spojitd vektorovd funkce x : (o, B) — R” je FeSenim rovnice (13) s pocdtecni podminkou
x(to) = x°, prdavé kdyz pro kazdé t € (a, B) spliiuje rovnici

x(t) =x"+ /t f(s,x(s))ds.



Lemma 21 (Gronwall). Necht’ funkce u je spojitd na intervalu {(tg, t1), to € R, t; € R*. Necht’ existuji islaa,a, p € R, a > 0,
B > 0 takovd, Ze

u(t) <a +/ (au(s) + B)ds, t € (tg, 11).

Pak

u(t) < (a + é) U0 f e (1o, 11).
o

Lemma 22. Necht’ a,b € R, a < b, x: {a,b) — R”" je spojitd a G C R x R" je otevFend mnoZina. Necht’ plati
{lt.x(1)] e RxR"; t € (a,b)} CG.

Potom existuje £ > 0 takové, Ze
{lr.z] e RxR"; t € (a,b), ||x(1) —z|| <&} C G.

Lemma 23. Necht' a,b € R,a < b, ax: (a,b) — R" je spojitd. Potom plati

/abx(t) dr

Lemma 24. Necht’ G C R” je neprdzdnd a oteviend a g € C'(G,R™). Necht’ ddile C C G je konvexni a predpokiddejme, Ze
existuje M € R, M > 0, takové, Ze

b
< / Jx (@] dr.

8.
Vie{l,....m¥jell,....nlVxeC: ‘aﬁ(x) <M.
Xj

Potom pro kaZdé dva body u,v € C plati
lg(m)—g@)| < Lilu—nvl,
kde L = n/mM.

XVIL.3. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Soustavou linedrnich diferencidlnich rovnic rozumime soustavu tvaru

x’l = all(t)x1 + .- +a1n(t)xn +b1([),
ar1(1)xy + -+ 4+ azn(t)x, + b2(2),

X5
X}, = an1(1)X1 + - + ann (D) xn + bu(2),

kden e N,a;j: (@, ) > R, b;: (o, 8) = R, i, j € {l,...,n}, jsou spojité funkce. Vektorovy tvar soustavy:

x' =A40)x +b(), (14)
kde
ap (t) ... a(t) bi(z)
az(t) ... az(?) by (1)
A1) = : . : ’ = :
() .. dnnt) b (1)

Véta 25 (existence a jednoznacCnost feseni). Necht’ o, f € R*, a < B, to € (o, B) a y° € R". Necht' A : (o, B) — M(n x n),
b: (o, B) — R” jsou spojitd zobrazeni. Potom existuje prdvé jedno maximdlni eSent y soustavy (14) splitujict y (to) = y°. Toto
FeSeni je navic definovdno na celém intervalu (a, ).

Definice. Homogenni soustavou k soustavé (14) rozumime soustavu
x' = A@)x. (15)
Zobrazeni L: C'((«, B),R") — C((a, B),R"),
L(x)=x"—Ax

je linedrni.



Véta 26. Necht' a,B € R*, a < B, a A: (a, B) = M(n X n) je spojité zobrazeni. Potom mnoZina vSech maximdlnich Feseni
homogenni soustavy (15) tvoii vektorovy podprostor prostoru C'! ((Ol, B)., ]R”). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.

Véta27. Necht' o, B € R*, o < B, ax® € R". Necht’ A: (o, B) = M(nxn), b: (a, B) — R” jsou spojitd zobrazeni. Necht’ y
Jje FeSeni soustavy (14) na intervalu (o, B). Potom kaZdé ieSeni x soustavy (14) na intervalu («, B) md tvar y + z, kde z je jisté
FeSeni soustavy (15) na intervalu (a, ).

Definice. Bézi prostoru maximdlnich feSeni soustavy (15) nazyvame fundamentdini systém soustavy (15). Je-li y!, ..., y™ fun-
damentalni systém soustavy (15), pak matici

yligt; yfgt;
yo(t) ... YI(t
o) =('@,...y"0) ="

VHEO) i)

nazyvame fundamentdlni matice soustavy (15).
Véta 28. Necht’ @ je fundamentdlni matice soustavy (15). Pak matice ®(t) je reguldrni pro kazdé t € (c, B).
Véta 29 (variace konstant). Necht' n € N, a,f € R*, @ < B, 19 € (a,B) a y° € R". Necht’ A: (a,B) — M(n xn) a

b: (a, B) — R” jsou spojitd zobrazeni. Pak maximdlni eSeni y rovnice (14) s pocdtecni podminkou y (to) = y° md tvar

t
y(t)=®0)P(to) ' y° + @(z)/ D (s)'b(s)ds. 1€ (a.p),
)
kde @ je fundamentdIni matice soustavy (15).

XVIL4. ReSeni linedrnich soustav s konstantnimi koeficienty
Soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty je soustava
x'=Ax +b(),
kde A € M(n xn)ab: (o, B) = R” je dand (spojitd) vektorova funkce. PFislusnd homogenni soustava je soustava
x' = Ax. (16)

Tvrzeni 30. Necht’ A € M(n x n) a vektorovd funkce y : R — R” je FeSenim soustavy (16). Pak y € C*°(R,R") a pro kaZdé
k € N plati y® (1) = AXy(t) prot € R.

Definice.
e Matici, jejiZ prvky jsou polynomy v proménné A, nazyvime A-matici.
e Rddkovymi vipravami A-matice rozumime:
— zaménu dvou Fadkay,
— vyndsobeni fadku nenulovou konstantou,
— pficteni P (4)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P (1) je polynom v proménné A.

Véta31. Necht’ A € M(nxn). Pak Ize A-matici Al — A prFevést konecnou posloupnosti Fadkovych tiprav na horni trojiihelnikovou
A-matici. Vyslednd A-matice md na diagondle nenulové polynomy, soucet jejichZ stupriii je n.



