Vyroky

Je nésledujici tvrzeni vyi¢ené nejmenovanym politikem pravdivé?
,» Plati presumpce neviny. Pro béZného obcana je posvdtnd a nedotknutelnd. U politika ale plati
presumpce viny. “

1 Prochazka historii

Aristoteles se ve 4. stoleti pf. n. 1. prochézel aleji olivovniku a premyslel nad rétorickymi a filozo-
fickymi argumenty svych pratel. Zazil jiz mnoho diskuzi a obcas mu slova pfisla velmi presvédciva,
av8ak... néco mu nesedélo. Jakoby néktera tvrzeni, které ten den slysel, nebyla pravdiva. Hlavou mu
urcité virilo mnoho otéazek, nékteré mohly znit tFeba takto:

e Jak najit spolehlivy zptisob, ktery mé jednoznaéné dovede k pravdivému poznani?*

e _Jak z obecné platnych principu odvodit konkrétni zavéry, a tim vytvorit pevné zaklady
pro védecké mysleni?“

s vz

e Jak dat mysleni fad a jistotu, aby poznani nebylo zaloZeno na nazoru, ale na pravdivosti?“

Néktei! z nds by mozna dokazali odpovédét snadno, ale koncept pravdy zpusobil zavraté mnoha
myslitelim napfi¢ stoletimi.
Aristoteles chtél odlisit spravné uvazovéani (dedukei) od pouhého zdéni pravdy. Byl prukopnikem
systematického zavedeni formalni logiky. Jeho dulezitym pfinosem je sylogistickéﬂ logika.
Podivejme se na ptiklad:
Vsichni lidé jsou smrtelni.
Sokrates je clovek.
— Sokrates je smrtelny.

Aristoteles definoval rovnéz zakladn{ pojmy logiky (vyrok, predikat, kvantifikdtor, kontradikce ¢i im-
plikace). Principy shrnul v souboru spist zvaném Organon (= ndstroj), ktery byl po staleti zdkladem
logického mysleni v Evropé. Logika se béhem stiedovéku stala soucasti trivieﬂ V 17. stoleti se
na matematické scéné objevil Leibniz, ktery kromé diferencidlniho poctu hledal ”univerzalni jazyk
vypoctu”. Logika tedy zkoumé deduktivni postupy a zpusoby uvazovani, zda plati to, co bylo od-
vozeno. Pokud bychom se vratili k citatu v zahlavi této stranky, je dobré si v§imnout, ze lecktery
politik muze vychazet z nepravdivych predpokladu.

V 19. a 20. stoleti se matematickou logikou zabyvali napiiklad Peano, Russel, Godel, Tarski
¢i Frege, ¢imz reagovali na potize matematikyﬂ Hledéani cest, které by matematiku zbavily paradoxu
a doptaly ji vétsi miru jistoty, vedlo k vyssi mite formalizaceﬂ Symbolicky jazyk nas pii studiu
matematiky muze ¢asto velmi potrapit, ale je dobré si uvédomit, ze v sobé nese hluboky vyznam.

1Sylogismus je logicky tsudek slozeny ze tif vyrokii: dvou premis (pfedpokladil) a zdvéru, ktery z nich logicky
vyplyva.

2Ve stiedovéku oznacovalo trivium (z latinského ,trojcesti“) prvni, nizsf stupeii sedmi svobodnych umén{, zaméteny
na zvlddnut{ jazyka a logické argumentace. Sklddalo se ze ti{ disciplin: gramatiky (rozbor texti, prevdzné latinskych),
rétoriky (umeéni Fecnit a psdt) a dialektiky (logiky a filozofie).

3Jednou z téchto potiz byl mimo jiné Russeliiv paradox, o kterém si vice povime pifsté.

4Formalizace: proces prechodu od intuitivntho chépéni k pfesnému definovani a odvozovani pomoci logickych
pravidel a symbolického jazyka.



2 Co je vyrok?

Zamysleme se nad nasledujicim paradoxem.
Paradox lhare: Toto tvrzeni je nepravdivé.

Vyrok = tvrzeni, o kterém ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé nebo nepravdivé.

K ¢emu mi bude logika?

Logika je zakladem piesného mysleni a strukturovaného rozhodovani — proto je klicova nejen
ve filozofii, ale i v programovani a umélé inteligenci. U¢{ nds pracovat s pravdivostnimi hod-
notami (,pravda“ ¢i ,nepravda®) a formélné popisovat podminky, napiiklad pomoci Boo-
leovskych operaci AND, OR, NOT. Ty se vyuzivaji pfi fizeni programového toku (,pokud
je uzivatel prihldsen a ma prdva — zobraz obsah®), pfi navrhu digitdlnich obvodu (logické
hradlo AND propusti{ signél jen, kdyz oba vstupy maji hodnotu 1), i v umelé inteligenci —
tfeba pri vyhodnocovéani logickych pravidel v expertnich systémech. Logické mysleni nam
tedy umoznuje prevadét realné problémy do presného jazyka, ktery muze zpracovavat stroj
i ¢lovek.
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3 Ijlohy

Jednoduchy vyrok, negace, pravdivostni hodnota, obecny a existen¢ni kvantifikator
1. Rozhodnéte o kazdé formulaci, zda je, ¢i neni vyrokem.

(a) Hlavnim meéstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3<5.

(c) Pojd’te d4l!

(d) Necht je z celé &islo.

(e) Klaun m4 ¢erveny nos.

(f) Kazdy klaun ma Cerveny nos.

2. Negujte nasledujici vyroky. Vyhnéte se vsak jazykovému obratu ,,Neni pravda, ze...”

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3 <5.

(

¢) Kazdy klaun m4 cerveny nos.
(d) Dnes je pondéli.

3. Formulujte nésledujici vyroky slovy, negujte je a rozhodnéte o jejich pravdivosti, resp. o prav-

divosti jejich negace.

(a) VzeeR)FyeR):z-y=5.
(b) Gz eR)(VyeR):z-y=>5.
(¢) Ix€Z:|z| = —x.

4. Negujte nasledujici tvrzeni.



(a) Posloupnost (a,,) je neklesajici. Formdlne:

VneN: apnt1 > an.

(b) Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu A € R,

lim a, = A,
n—oo

pokud plati
Ve>03IN eNVn>N: |a, — A| <e.

5. Najdéte logické spojky a kvantifikdatory ve vétach z linearni algebry.
(a) Mnozina Z,, se s¢itdnim a ndsobenim modulo n je komutativnim télesem prévé tehdy,
kdyz je n prvocislo.
(b) Charakteristika télesa je bud nula nebo prvoéislo.

(¢) Mnozina R™*™ vsech étvercovych matic fddu n nad komutativnim okruhem R tvoii spolu
s operacemi s¢itani a ndsobeni okruh. M4-li okruh R jednotkovy prvek, mé i okruh R™*"

jednotkovy prvek.
(d) Kazdou permutaci je mozno slozit z transpozic.
(e) Jestlize ma permutace P € S,, pravé k cyklii, je sgn P = (—1)"~*.

(f) Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim séitancem.
Slozeny vyrok, logické spojky (konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence)
1. Urcete pravdivost vyroku.
(a) 5>3A5<3.
(b) 5>3Vv5<3.
(¢c) 3>5—3]6.
(d) 2:3=5<3-2=5.
2. Vyroky z predchoziho cviceni negujte.

3. Urcete pravdivost vyroku.

(c) Vx€Z:|z| <0Va?<0.
VeeZ:|z|=aV|z| = —x.
VneN:n<b5—=2n<T.
YneN:2|n—-n+12>3.
VgeR:2¢< 2 & qg< 3.
VgeR:¢g>3<¢%>>09.

4. Vyroky z pfedchoziho cvic¢eni negujte.



Vyrokova proménnd, vyrokova formule, obriacena a obménéna implikace, tautologie,
kontradikce

1.
2.

Kdy je formule (AV B) — (A — B) nepravdiva?

Vyrokovou formuli (AV B) — (A — B) negujte a zapiste co nejjednodussi formuli ekvivalentni
s touto negaci takovou, ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané diléi vyroky A, B, jejich negace a
spojku A.

. Zapiste

a) obracenou,

b) obménénou

implikaci k (AV B) — (A — B). V jakém vzijemném vztahu jsou implikace a jeji obména?

. Definice prosté funkce zni:

f(l’l) = f(l’g) = T1 = To.

Zapiste obménénou implikaci této definice. Jsou dané formulace ekvivalentni?

Dulezitymi pojmy jsou rovnéz tautologie (vyrok, ktery je pro libovolné ohodnoceni svych
vyrokovych proménnych vzdy pravdivy) a kontradikce (vyrok, ktery je vzdy nepravdivy, bez
ohledu na pravdivostni hodnotu jeho ¢&sti). Zdjemci mohou nahlédnout doMatematické logiky

nebo do bakalafské prace Vyrokovy pocet: Vyukovy podklad a tesené priklady.

4

ResSeni

Jednoduchy vyrok, negace, pravdivostni hodnota, obecny a existen¢ni kvantifikator

1.

2.

Rozhodnéte, zda jde o vyrok.
(a
(b

) Je to (nepravdivy) vyrok.
)
(¢) Nejednd se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.
)
)
)

Je to (pravdivy) vyrok.

oL

(
(e
(f

Negujte nasledujici vyroky.

Nejedna se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.
Nen{ dost konkrétni (nenf jasné, ktery klaun), tedy nejde o vyrok.

Je to vyrok, ale bez dat neumime rozhodnout pravdivost (kvantifikuje , kazdy“).

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky neni Brno./ Hlavnim méstem Ceské republiky je jina
obec nez Brno.

(b) 3 neni mensi nez 5. / 3 je véts{ nebo rovno 5./ 3 > 5.

(¢) Existuje klaun, ktery nemé éerveny nos./ Alespon jeden klaun m4 jinou barvu nosu nez
cervenou.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/logika/?page=tautologie
https://dspace.cuni.cz/bitstream/handle/20.500.11956/202010/130422712.pdf?sequence=1&isAllowed=y

(d)

Dnes nenf pondéli./ Dnes je jiny den nez pondéli./ Dnes je utery, stfeda, ¢tvrtek, patek,
sobota nebo nedéle.

Pozndmka: Negaci (a) neni vyrok ,Hlavnim méstem Ceské republiky je Praha“, negaci (b)
nen{ vyrok 3 > 5, negaci (c) neni vyrok ,Zddny klaun nemd ¢erveny nos“ a obdobné negaci
(d) nenf vyrok typu ,,Dnes je streda.*

3. Formulujte, negujte, rozhodnéte pravdivost.

(a)

Mz eR)(FyeR):x-y=5.

Slovy: ,Ke kazdému realnému z existuje realné y takové, ze x - y je rovno 5.“ Vyrok neni
pravdivy, nebot pro x = 0 nebude rovnost splnéna.

Negace: (Jz € R) (Vy € R) : z -y # 5. Slovy: ,Existuje redlné = takové, ze pro kazdé y
je x -y ruzné od 5.“ Toto tvrzeni pravdivé je, staci, aby existovalo takové = jedno jediné
—je jim 0.

,Existuje redlné x takové, ze pro kazdé y je x - y rovno 5.“ Vyrok neni pravdivy, protoze
pokud by takové z existovalo, muselo by se rovnat 2, avsak vyraz % neni pro ménici se y
konstantni. Jesté 1épe lze pravdivost nahlédnout z pravdivosti negace.

Negace: (Vx € R) (Jy € R) : z -y # 5. Slovy: ,Ke kazdému redlnému z existuje redlné y
takové, Ze x -y je ruzné od 5.“ Toto tvrzeni je pravdivé, nebot ke kazdému é&islu 2 snadno
nalezneme alespon jedno (zfejmé i vice) ¢isel y takovych, aby souéin x - y byl ruzny od 5.

,Existuje celé ¢islo x takové, ze jeho absolutni hodnota je rovna ¢islu k nému opa¢nému. “
Vyrok je pravdivy. K prokdzani pravdivosti sta¢i nalézt alespon jedno takové ¢islo, je jim
napi. x = —2.

Negace: Vx € Z : |x| # —z. Slovy: ,Pro kazdé celé ¢islo x plati, ze jeho absolutni hod-
nota je riznd od &fsla opaéného k x.“ Tento vyrok pravdivy neni, nebot (jak jiz z vyse
uvedeného vime) napf. pro x = —2 rovnost plati.

4. Negace tvrzeni o posloupnostech.

(a)

(b)

Posloupnost (ay,) je neklesajici. Formélné:
VneN: apt1 > ap.

Negace: Posloupnost (a,) neni neklesajicﬂ IneN: a1 < ap.
Definice limity:
Ve>03INeNVn>N: |a, — Al <e.

Negace:
F>0YNeNIn>N: |a, — A| > e.

5. Logické spojky v tvrzenich z LA (ukdzka pfepisu).

(a)
(b)

Mnozina Z, se s¢itanim a nasobenim modulo n je komutativnim télesem pravé tehdy,
kdyz je n prvocislo.

Charakteristika télesa je bud’ nula nebo prvoéislo.

5Pozor! Chybné: Posloupnost (ay) je klesajici.



(¢) Mnozina R™*™ vsech ¢tvercovych matic fddu n nad komutativnim okruhem R tvoif spolu
s operacemi s¢itani a ndsobeni okruh. M4a-li okruh R jednotkovy prvek, m4 i okruh R™*™
jednotkovy prvek. (implikace)

(d) Kazdou permutaci je mozno slozit z transpozic.
(e) Jestlize mé& permutace P € S, pravé k cykll, je sgn P = (—1)"~*. (implikace)

(f) Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim séitancem.
Slozeny vyrok, logické spojky
1. Urcete pravdivost.

(a) 5 >3 A5 <3 — nepravdivy

(b) 5>3V5<3— pravdivy

(¢) 3>5—3|6— pravdivy (3 > 5 neni pravdivy vyrok, pravdivost druhého vyroku je tedy
nepodstatnd).

(d) 2-3=5<3-2=5— pravdivy (ekvivalence dvou nepravdivych vyrokiu).
2. Negace piedchozich vyroki.
(a) =(AAB)=(=A)V (=B), tedy 5<3 V 5> 3.
(b) =(AV B)=(—mA)A(=B), tedy 5<3 A 5> 3.
(¢) 7(A— B)= AN (—B), tedy (3>5)A(316).
(d) (A= B)=(AAN-B)V(mAAB).Zde (2-3=5A3-2#5) V (2:3#45A3-2=5).
3. Urcete pravdivost.
(a) IneN: 2|n A n<5— pravdivy (napt. n = 2).
(b) IneN: 2|n A n|15 — nepravdivy (délitele 15 jsou 1, 3,5, 15).
Ve €Z: |x| <0 V 2% <0 — nepravdivy (ani |x| < 0, ani 2 < 0 nikdy neplatf).

(d) Ve €Z: |z|=2 V |z| = —x — pravdivy (kladné i zdporné ).
() VneN: n<5—=2n<7— nepravdivy (pron =4 je 8 £ 7).
(f) VneN: 2|n—n+12>3— pravdivy (U implikace je rozhodujici, zda za predpokladu

pravdivého prvniho dilétho vyroku je pravdivy i druhy diléi vyrok, ¢i nikoliv. Zkoumame
tedy platnost druhého dilétho vyroku pron € {2,4,6,8, ... }. Druhy dilé{ vyrok lze upravit
do tvaru n > 2. Tuto podminku vSak vSechna uvazovana suda ¢isla spliuji, a tedy je dany
vyrok pravdivy).

(g) VgeR: 2¢ < % Sq< % — pravdivy (ekvivalentni{ nerovnosti).

(h) Vg e R: ¢ > 3 < ¢®> > 9 — nepravdivy (Pravdivost ekvivalence miizeme ovéfit pro-
zkoumanim pravdivosti implikaci obéma sméry. Nejprve uvazujme implikaci zleva doprava.
Pokud ¢ splituje podminku ¢ > 3, pak plati, ze ¢> > 9. V piipadé implikace zprava do-
leva vsak nejprve piedpokldddme, ze g% > 9, z éehoz plyne, Ze ¢ miize nabyvat libovolné
hodnoty z intervalu (—oo; —3) a (3; 00), neboli implikace zprava doleva neplat{ (napft. pro
g = —5), a tedy i neplati dany vyrok. ).

4. Negace téchto vyroku.



(a) VneN: 24n vV n>5.
) YneN: 2¢n V ntlb.
(c) Ix€Z: |z >0 A 22>0.
(d) Ix€eZ: |x| £z A |z| # —.
) IneN: n<b5 A 2n>T.
) IneN: 2|n A nt+1<3.
) dgeR: (2q<% A ng) \ (QqZ% A q<%).
(h) 3geR: (>3 A ¢*<9) V (¢<3 A ¢*>9).
Vyrokova proménnd, vyrokova formule, obracena a obménéna implikace, tautologie,
kontradikce
1. Kdy je formule (AV B) = (A = B) nepravdiv4?

Reseni: Formule mé podobu implikace. Implikace je nepravdivé pouze tehdy, kdyz je pravdiva
jeji prvni ¢édst a zaroven nepravdiva ¢ast druhd. Prvni ¢ast, tj. formule A V B je pravdiva,
je-li alespon jedna z proménnych A, B pravdiva. Druhd ¢ést, tj. formule A = B je nepravdiva
pouze tehdy, kdyz je p(A) = 1 a p(B) = 0. V tomto piipadé je prvni ¢dst pravdivd, coz jsme
chtéli. Dana formule je nepravdiva pouze tehdy, kdyz A je pravdivé a B nepravdivé.

2. Vyrokovou formuli (AV B) = (A = B) negujte a zapiste co nejjednodussi formuli ekvivalentnf
s touto negaci takovou, ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané diléi vyroky A, B, jejich negace a
spojku A.

Resend: Formule ma podobu implikace. Negaci implikace je konjunkce prvni ¢dsti a negace
druhé c¢asti, tedy (AV B) A (A A —B). Formule s touto formul{ ekvivalentn{ je napi. A A =B,
coz lze ovérit ivahou nebo tabulkou pravdivostnich hodnot.

3. Zapiste

a) obrécenou,

b) obménénou

implikaci k (AV B) = (A = B). V jakém vzdjemném vztahu jsou implikace a jeji obména?
Reseni:

(a) (A= B)= (AVB).
(b) =(A= B) = —(AV B), neboli (AA-B) = (—AA-B).

Implikace a jeji obména jsou navzajem ekvivalentni.

4. Jeji obména je logicky ekvivalentni formulace:

ry # x2 = f(x1) # f(22).

Tento tvar vyjadruje, ze ruzné argumenty maji ruzné hodnoty funkce. Obé formulace popisuji
stejny vztah, pouze z opacné logické perspektivy.

Je dobré si uvédomit, Ze na obé definice mizeme v materidlech narazit, viz Portdl SS
matematiky - funkce, Injektivni funkce.



https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/funkce/?page=prosta
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/funkce/?page=prosta
https://en.wikipedia.org/wiki/Injective_function
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