
Datum: Jméno:

Matematický proseminář: řešeńı závěrečného testu

• Čas na vypracováńı ṕısemné práce je přibližně 60 minut.

• Maximálńı počet bod̊u je 20, pro úspěšné zakončeńı předmětu je potřeba 12 bod̊u.

• Každý váš výsledek muśı být podložen postupem, nebo slovńım popisem.

• Mezi dovolené pomůcky patř́ı: psaćı potřeby a matematické nadšeńı.

• Je dobré dávat si pozor, kdy má výraz smysl.

•
”
Matematik je slepý člověk v temné mı́stnosti hledaj́ıćı černou kočku, která tam neńı.“ — Charles

Darwin

1. Řešte soustavy rovnic s neznámými u, v a parametry b, c ∈ R:
(3 body)

a) {
bu+ 3v = 1,

cu+ 2v = 3.

Vynásob́ıme prvńı rovnici č́ıslem 2 a druhou č́ıslem 3:

2bu+ 6v = 2,

3cu+ 6v = 9.

Odečteńım druhé rovnice od prvńı dostaneme

(2b− 3c)u = −7.

• Je-li 2b− 3c ̸= 0, pak

u =
−7

2b− 3c
.

Dosad́ıme do bu+ 3v = 1:

3v = 1− bu = 1− b

(
−7

2b− 3c

)
= 1 +

7b

2b− 3c
=

2b− 3c+ 7b

2b− 3c
=

9b− 3c

2b− 3c
,

tedy

v =
9b− 3c

3(2b− 3c)
=

3b− c

2b− 3c
.

• Je-li 2b− 3c = 0, pak z rovnice (2b− 3c)u = −7 dostaneme spor 0 = −7, soustava tedy
nemá řešeńı.



b) {
2u+ bv = 0,

cu− v = 0.

Z druhé rovnice plyne
v = cu.

Dosad́ıme do prvńı rovnice:

2u+ b(cu) = 0 =⇒ (2 + bc)u = 0.

• Je-li 2 + bc ̸= 0 (tj. bc ̸= −2), pak u = 0 a tedy v = cu = 0. Soustava má jediné řešeńı
(u, v) = (0, 0).

• Je-li 2 + bc = 0 (tj. bc = −2), pak prvńı rovnice je po dosazeńı splněna automaticky a
z̊ustává podmı́nka v = cu. Soustava má nekonečně mnoho řešeńı

u = t, v = ct, t ∈ R.

2. Řešte rovnici s neznámou x ∈ R
(2 body)

a) Podmı́nky: 2x− 1 > 0 a x− 2 > 0, zároveň log4(x− 2) ̸= 0, tedy

x >
1

2
, x > 2, x ̸= 3 =⇒ x > 2, x ̸= 3.

Rovnici přeṕı̌seme jako

log4(2x− 1) = 2 log4(x− 2) = log4
(
(x− 2)2

)
.

Protože log4 je prostá, plat́ı

2x− 1 = (x− 2)2 = x2 − 4x+ 4.

0 = x2 − 6x+ 5 = (x− 1)(x− 5).

x ∈ {1, 5}.

Z podmı́nek vyhovuje pouze x = 5 (protože x > 2). Nav́ıc x ̸= 3 splněno.

x = 5.

b)
log3(5x− 4)

log3(x− 1)
= 2.

Podmı́nky:

5x− 4 > 0 ⇒ x >
4

5
, x− 1 > 0 ⇒ x > 1,

a zároveň
log3(x− 1) ̸= 0 ⇒ x− 1 ̸= 1 ⇒ x ̸= 2.

Tedy x > 1, x ̸= 2.



Řešeńı:
log3(5x− 4) = 2 log3(x− 1) = log3

(
(x− 1)2

)
.

Protože log3 je prostá,
5x− 4 = (x− 1)2 = x2 − 2x+ 1.

0 = x2 − 7x+ 5.

x =
7±

√
49− 20

2
=

7±
√
29

2
.

Kontrola podmı́nek: Obě hodnoty jsou kladné, ale

7−
√
29

2
≈ 0.81 < 1

nevyhovuje podmı́nce x > 1. Druhá hodnota 7+
√
29

2 vyhovuje a zároveň neńı rovna 2.

x =
7 +

√
29

2
.

3. Řešte rovnici s neznámou x ∈ R.

a) Řešte rovnici
sin(2x) = cos(4x).

Použijeme vzorec cos(2α) = 1− 2 sin2 α pro α = 2x:

cos(4x) = 1− 2 sin2(2x).

Rovnice tedy přejde na
sin(2x) = 1− 2 sin2(2x).

Proved’me substituci u = sin(2x). Dostaneme kvadratickou rovnici

u = 1− 2u2 =⇒ 2u2 + u− 1 = 0.

u =
−1±

√
1 + 8

4
=

−1± 3

4
=⇒ u =

1

2
nebo u = −1.

Vrát́ıme substituci:

sin(2x) =
1

2
=⇒ 2x =

π

6
+ 2kπ nebo 2x =

5π

6
+ 2kπ,

sin(2x) = −1 =⇒ 2x =
3π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Po vyděleńı dvěma:

x =
π

12
+ kπ, x =

5π

12
+ kπ, x =

3π

4
+ kπ, k ∈ Z.

x =
π

12
+ kπ nebo x =

5π

12
+ kπ nebo x =

3π

4
+ kπ, k ∈ Z.



b) Použijeme vzorec pro dvojnásobný úhel:

cos(4x) = 2 cos2(2x)− 1.

Rovnice tedy přejde na
2 cos2(2x)− 1 = 2 cos(2x)− 1.

Po odečteńı −1 na obou stranách a vyděleńı 2 dostaneme

cos2(2x) = cos(2x).

Proved’me substituci u = cos(2x). Pak

u2 = u =⇒ u(u− 1) = 0,

tedy
u = 0 nebo u = 1.

Vrát́ıme substituci:

cos(2x) = 0 =⇒ 2x =
π

2
+ kπ =⇒ x =

π

4
+

kπ

2
,

cos(2x) = 1 =⇒ 2x = 2kπ =⇒ x = kπ, k ∈ Z.

x =
π

4
+

kπ

2
nebo x = kπ, k ∈ Z.

4. V nedávné době řekl nejmenovaný politik v rozhovoru:
”
Jestliže p̊ujde po volbách do vlády

politická strana A, my, jakožto politická strana B, tam nep̊ujdeme“. Za předpokladu, že politik
nikdy nelže, určete:

1. Jaké můžeme udělat závěry za předpokladu, že politická strana B bude v př́ı̌st́ım vládńım
obdob́ı v opozici?

2. Jaké můžeme udělat závěry za předpokladu, že se politická strana A stane po volbách
součást́ı vlády?

3. Jaké můžeme udělat závěry za předpokladu, že politická strana A bude v př́ı̌st́ım volebńım
obdob́ı v opozici?

Řešeńı:

1. Jestliže politická strana B bude v př́ı̌st́ım vládńım obdob́ı v opozici, tedy nep̊ujde do vlády,
tak můžeme vyvodit dva závěry:

(a) Politická strana A by se dostala do vlády a strana B by se k nim podle předchoźıch
slov politika nepřidala.

(b) Politická strana A by ve vládě nefigurovala a strana B by se ani tak do vlády nedostala
nebo se odmı́tla připojit k jiné opozici. O té situaci totiž politik nemluvil.

2. Za předpokladu, že se politická strana A stane součást́ı vlády, tak z̊ustane strana B v
opozici.

3. Toto vyvozeńı odpov́ıdá situaci 1.



5. Určete maximálńı definičńı obor funkce.

a)
R \ {ln 2}

b) (
e−1; e

)
6. Grafy lze nalézt zde: Geogebra.

7. a) Necht’ z = 1− 2i, potom z = 1 + 2i.

(2 + i)z = (2 + i)(1− 2i) = 2− 4i+ i− 2i2 = 2− 3i+ 2 = 4− 3i.

(1− 3i)z = (1− 3i)(1 + 2i) = 1 + 2i− 3i− 6i2 = 1− i+ 6 = 7− i.

Celý výraz:

(2 + i)z + (1− 3i)z − (5− i) = (4− 3i) + (7− i)− (5− i) = 11− 4i− 5 + i = 6− 3i.

(2 + i)z + (1− 3i)z − (5− i) = 6− 3i.

b) Necht’ z = −3 + i, potom z = −3− i.

(1− 2i)z = (1− 2i)(−3 + i) = −3 + i+ 6i− 2i2 = −3 + 7i+ 2 = −1 + 7i.

(4 + i)z = (4 + i)(−3− i) = −12− 4i− 3i− i2 = −12− 7i+ 1 = −11− 7i.

Celý výraz:

(1−2i)z+(4+ i)z− (2+6i) = (−1+7i)+(−11−7i)− (2+6i) = −12− (2+6i) = −14−6i.

(1− 2i)z + (4 + i)z − (2 + 6i) = −14− 6i.

8. Komplexńı č́ıslo vyjádřete ve tvaru . . .

Necht’

z =
1

1 + i
+

1

−1 + i
.

Uprav́ıme zlomky racionalizaćı jmenovatele:

1

1 + i
=

1− i

(1 + i)(1− i)
=

1− i

2
,

1

−1 + i
=

−1− i

(−1 + i)(−1− i)
=

−1− i

2
.

Sečteńım dostaneme

z =
1− i

2
+

−1− i

2
=

−2i

2
= −i.

Goniometrický tvar.

z = −i = 1
(
cos( 3π2 ) + i sin( 3π2 )

)
(obecně 3π

2 + 2kπ, k ∈ Z).

Exponenciálńı tvar.
z = e i( 3π

2 ).

https://www.geogebra.org/m/hnwnrf2a


9. Důkazy.

a) Důkaz (sporem), že
√
7 je iracionálńı.

Předpokládejme spor, že
√
7 je racionálńı. Pak existuj́ı celá č́ısla p, q ∈ Z, q ̸= 0,NSD(p, q) =

1, taková, že √
7 =

p

q
.

Umocněńım dostaneme

7 =
p2

q2
=⇒ 7q2 = p2.

Z toho plyne, že 7 | p2, a tedy (protože 7 je prvoč́ıslo) 7 | p. Napǐsme p = 7k pro nějaké
k ∈ Z. Dosad́ıme:

7q2 = (7k)2 = 49k2 =⇒ q2 = 7k2.

Tedy 7 | q2, a opět (jelikož 7 je prvoč́ıslo) 7 | q.
Dostali jsme, že 7 děĺı p i q, což je spor s předpokladem NSD(p, q) = 1. Proto je

√
7

iracionálńı.

b) Důkaz (sporem), že
√
5 je iracionálńı.

Předpokládejme spor, že
√
5 je racionálńı. Pak existuj́ı celá č́ısla p, q ∈ Z, q ̸= 0,NSD(p, q) =

1, taková, že √
5 =

p

q
.

Umocněńım dostaneme

5 =
p2

q2
=⇒ 5q2 = p2.

Odtud plyne, že 5 | p2, a tedy (protože 5 je prvoč́ıslo) 5 | p. Napǐsme p = 5k pro nějaké
k ∈ Z. Dosad́ıme:

5q2 = (5k)2 = 25k2 =⇒ q2 = 5k2.

Tedy 5 | q2, a opět (jelikož 5 je prvoč́ıslo) 5 | q.
Dostali jsme, že 5 děĺı p i q, což je spor s předpokladem NSD(p, q) = 1. Proto je

√
5

iracionálńı.

10. Tvrzeńı. Necht’ n ∈ N. Uvažujme šachovnici 2n × 2n, na ńıž je jedno poĺıčko začerněno (vy-
necháno). Pak lze všechna zbývaj́ıćı poĺıčka zcela pokrýt dlaždicemi ve tvaru L složenými ze tř́ı
jednotkových čtverc̊u (tzv. triminy) tak, aby se dlaždice nepřekrývaly.

Důkaz (indukćı podle n).

Základ indukce: Pro n = 1 má šachovnice rozměr 2× 2. Po vynecháńı jednoho poĺıčka z̊ustanou
tři poĺıčka, která tvoř́ı právě jedno L-trimino, takže pokryt́ı existuje.

Indukčńı předpoklad: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké n = k, tj. každou šachovnici
2k × 2k s jedńım vynechaným poĺıčkem lze pokrýt L-triminy bez překryv̊u.

Indukčńı krok: Uvažujme šachovnici 2k+1 × 2k+1 s jedńım vynechaným poĺıčkem. Rozděĺıme ji
na čtyři shodné kvadranty o rozměru 2k × 2k. Vynechané poĺıčko lež́ı právě v jednom z těchto
kvadrant̊u.



V mı́stě, kde se kvadranty stýkaj́ı, jsou čtyři středová poĺıčka (po jednom v každém kvadrantu).
Polož́ıme jedno L-trimino tak, aby pokrylo tři z těchto čtyř středových poĺıček, a to ta, která patř́ı
do tř́ı kvadrant̊u neobsahuj́ıćıch p̊uvodně vynechané poĺıčko. T́ım vznikne situace, že v každém z
těchto tř́ı kvadrant̊u z̊ustane právě jedno vynechané poĺıčko (to čtvrté středové poĺıčko), zat́ımco
ve čtvrtém kvadrantu z̊ustává p̊uvodńı vynechané poĺıčko.

Źıskali jsme tedy čtyři šachovnice 2k × 2k, z nichž každá má právě jedno vynechané poĺıčko.
Na každou z nich lze podle indukčńıho předpokladu použ́ıt pokryt́ı L-triminy. Spolu s jedńım
triminem položeným do středu tak pokryjeme celou šachovnici 2k+1 × 2k+1 mimo p̊uvodně
vynechané poĺıčko, a dlaždice se nepřekrývaj́ı.

T́ım je indukčńı krok dokázán, a tedy tvrzeńı plat́ı pro všechna n ∈ N. □


