Datum: Jméno:

Matematicky proseminafi: feseni zavérecného testu

e Cas na vypracovani pisemné préce je pfiblizné 60 minut.

e Maximalni pocet bodu je 20, pro uspésné zakonceni predmeétu je potieba 12 bodu.
e Kazdy vas vysledek musi byt podlozen postupem, nebo slovnim popisem.

e Mezi dovolené pomucky patii: psaci potieby a matematické nadseni.

e Je dobré davat si pozor, kdy mé vyraz smysl.

o _Matematik je slepy clovek v temné mistnosti hledajici cernou kocku, kterd tam neni.“ — Charles
Darwin

1. Reste soustavy rovnic s neznamymi u, v a parametry b, c € R:

(3 body)
a)
bu+3v =1,
cu+ 2v = 3.
Vynasobime prvni rovnici ¢islem 2 a druhou ¢islem 3:
2bu + 6v = 2,
3cu + 6v = 9.

Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme
(2b —3c)u = —T.
e Je-li 2b — 3¢ # 0, pak

" -7
20— 3¢

Dosadime do bu + 3v = 1:

7 7b 2b—3c+7b _ 9b—3c
3U_1_bu_1_b(26—3c)_1+2b—30_ 20 -3¢  2b—3c’

tedy
9b — 3¢ 3b—c

3(2b—3c)  2b— 3¢’
e Je-li 2b — 3¢ = 0, pak z rovnice (2b — 3c)u = —7 dostaneme spor 0 = —7, soustava tedy
nema feSeni.

v =



{Qu + bv =0,
7 druhé rovnice plyne

Dosadime do prvni rovnice:
2u+bleu) =0 = (2+bc)u=0.

e Je-li 2+ be # 0 (tj. be # —2), pak u = 0 a tedy v = cu = 0. Soustava mé jediné reseni
(u,v) = (0,0).
e Je-li 2+ be =0 (tj. bc = —2), pak prvni rovnice je po dosazeni splnéna automaticky a
zustava podminka v = cu. Soustava ma nekone¢né mnoho feseni
u=t, v = ct, t e R.
2. Reste rovnici s nezndmou z € R
(2 body)

a) Podminky: 2z —1 >0 a z — 2 > 0, zéroven log,(z — 2) # 0, tedy
x>%, x>2, x#3 = x>2 x#3.
Rovnici prepiseme jako
log, (22 — 1) = 2log,(z — 2) = log, ((z — 2)?).
Protoze log, je prosta, plati
20— 1= (z—-2)% =22 — 4z +4.

0=a22—6z+5=(vr—1)(z—5).
x € {1,5}.

Z podminek vyhovuje pouze x = 5 (protoze x > 2). Navic x # 3 splnéno.

T = 5.
b)
logs(5x — 4) _o
logg(z — 1) '
Podminky:
4
5x74>0:>x>5, z—1>0 = z>1,
a zaroven

logs(x —1)#0 = c—1#1 = z#2.
Tedy x > 1, = # 2.



Reseni:
logs (52 — 4) = 2logs(z — 1) = logs ((z — 1)?).
Protoze logs je prosta,
br—4=(x—-1) =2 -2 +1.
0=2—Tz+5.
L TEVI9-320 _ 7+ /29
B 2 2
Kontrola podminek: Obé hodnoty jsou kladné, ale

7T—v29
———— =081<1
2
nevyhovuje podmince z > 1. Druhd hodnota H'T‘/E vyhovuje a zaroveil neni rovna 2.

L THV29
===

3. Reste rovnici s neznamou x € R.

a) Reste rovnici
sin(2x) = cos(4x).

Pouzijeme vzorec cos(2a) = 1 — 2sin? a pro o = 2u:
cos(4x) = 1 — 2sin?(2z).

Rovnice tedy pfejde na
sin(2z) = 1 — 2sin?(2z).

Proved'me substituci u = sin(2x). Dostaneme kvadratickou rovnici
u=1-2*> = 22"+u—-1=0.

L “1EVIFS  -1£3
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1
u = — nebo u=-—1.
2

Vratime substituci:

1 )
sin(2z) = 5 = 2z = % + 2km nebo 2z = % + 2km,

3
sin(22) = -1 = 20 =" 42%nr, ke

2
Po vydéleni dvéma:
m om 3
x—ﬁ—ﬁ-kﬂ, x_ﬁ+k7r, m_Z—i—km ke Z.
s

5T 3m
x_ﬁ—i—kw nebo x—ﬁ—i—kw nebo x—Z-l-km ke Z.




b) Pouzijeme vzorec pro dvojndsobny thel:
cos(4z) = 2cos?(2z) — 1.

Rovnice tedy piejde na
2cos?(2x) — 1 = 2cos(2z) — 1.

Po odecteni —1 na obou stranach a vydéleni 2 dostaneme
cos?(2x) = cos(2x).

Proved'me substituci u = cos(2x). Pak

vw=u = ulu—1)=0,

tedy
u=0 nebo u=1.

Vratime substituci:

k

cos(2x) =0 = %=L 4 kr — x:z+l7
2 4 2
cos(2x) =1 = 2z=2kr = z=km, ke Z.

scz%—i—%r nebo x =kw, k€ Z.

4. V nedavné dobé fekl nejmenovany politik v rozhovoru: ,Jestlize pijde po volbach do vlady
politicka strana A, my, jakozto politickd strana B, tam nepujdeme®. Za predpokladu, ze politik
nikdy nelze, urcete:

1. Jaké muzeme udélat zavéry za predpokladu, ze politickd strana B bude v piistim vladnim
obdobi v opozici?

2. Jaké muzeme udélat zavéry za predpokladu, Ze se politickd strana A stane po volbdch
soucasti vlady?

3. Jaké muzeme udélat zévéry za predpokladu, ze politickd strana A bude v pfistim volebnim
obdobi v opozici?

Reseni:

1. Jestlize politickd strana B bude v pfistim vlddnim obdobi v opozici, tedy nepujde do vlady,

tak muzeme vyvodit dva zavéry:

(a) Politickd strana A by se dostala do vlddy a strana B by se k nim podle pfedchozich
slov politika nepridala.
(b) Politickd strana A by ve vlddé nefigurovala a strana B by se ani tak do vlady nedostala
nebo se odmitla pfipojit k jiné opozici. O té situaci totiz politik nemluvil.
2. Za predpokladu, Ze se politickd strana A stane soucdsti vlddy, tak zustane strana B v
opozici.

3. Toto vyvozeni odpovida situaci 1.



5. Uréete maximadln{ definiéni obor funkce.

2)

b)

6. Grafy lze nalézt zde: |Geogebra.

7. a) Nechf z =1 — 2i, potom z = 1 + 2i.
2+i)z=02+4)(1-2)=2—4i+i—2i*=2—-3i+2=4—3i.
(1-3)z2=(1-3)(1+2)=1+2—3i—62=1—i+6=7—1i.

Cely vyraz:

2+i)z+(1=30)z2—(5—i)=@4—3i)+(T—i)—(5—i) =11 —4i —5+i=6—3i.

[(2+i)z+(1—3i)Z— (5—i) =6 —3i.]

b) Necht z = —3 + 4, potom z = —3 — i.
(1-2i)z=(1-2i)(-3+i)=-3+i+6i—2i"=-3+Ti+2=—1+Ti.
(A+i)Z=(A+i)(-3—i)=-12-4i—3i—i®=—-12—T7i+1=—11—Ti.

Cely vyraz:

(1—2i)2+ (4+1)2— (2+6i) = (=1 +7i)+ (=11 —7i) — (24 6i) = —12— (2+6i) = —14—6i.

(1= 20)2+ (4+4)7 — (2+6i) = —14 — 6i. |

8. Komplexni ¢islo vyjadiete ve tvaru ...

Necht
1 1

z= .
141 + —141
Upravime zlomky racionalizaci jmenovatele:

1 1—i 1 1 ~1-i 1

T+4i  (144)(1—4) 2 —1+i (=14+id)(-1-4) 2

Sectenim dostaneme

Goniometricky tvar.
z=—i=1(cos(3f) +isin(3f)) (obecné 3F + 2km, k € Z).

Exponencialni tvar.
2= e,


https://www.geogebra.org/m/hnwnrf2a

9. Dukazy.

a) Diikaz (sporem), Ze /7 je iracionalni.
Piedpokladejme spor, Ze /7 je racionalni. Pak existuji celd ¢isla p,q € Z, ¢ # 0, NSD(p, q) =
1, takova, ze

Umocnénim dostaneme

Z toho plyne, ze 7 | p?, a tedy (protoze 7 je prvocislo) 7 | p. Napisme p = 7k pro néjaké
k € Z. Dosadime:

7¢* = (Tk)? = 49k* — ¢ =Tk
Tedy 7 | ¢, a opét (jelikoz 7 je prvoéislo) 7 | q.
Dostali jsme, ze 7 déli p i ¢, coz je spor s predpokladem NSD(p,q) = 1. Proto je /7
iracionalni.

b) Diikaz (sporem), ze \/5 je iraciondlni.
Piedpokladejme spor, Ze v/5 je racionalni. Pak existuji celd éisla p, q € Z, ¢ # 0, NSD(p, q) =

1, takova, ze
Vs=L
q

Umocnénim dostaneme

5= = 5 =p

Odtud plyne, Ze 5 | p?, a tedy (protoze 5 je prvoéislo) 5 | p. Napisme p = 5k pro néjaké
k € Z. Dosadime:

5¢* = (5k)? = 25Kk> = ¢ = 5k>.
Tedy 5 | ¢, a opét (jelikoz 5 je prvoéislo) 5 | g.
Dostali jsme, ze 5 déli p i g, coz je spor s piredpokladem NSD(p,q) = 1. Proto je V5
iracionalni.

10. Tvrzeni. Necht n € N. Uvazujme Sachovnici 2" x 2", na niz je jedno poli¢ko zacernéno (vy-
nechéno). Pak lze vsechna zbyvajici policka zcela pokryt dlazdicemi ve tvaru L slozenymi ze ti{
jednotkovych étvercu (tzv. triminy) tak, aby se dlazdice nepiekryvaly.

Dikaz (indukci podle n).
Zdklad indukce: Pro n = 1 mé Sachovnice rozmér 2 x 2. Po vynechani jednoho policka zustanou

tTi policka, ktera tvoii pravé jedno L-trimino, takze pokryti existuje.

Indukéni predpoklad: Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké n = k, tj. kazdou Sachovnici
2% x 2% 5 jednfm vynechanym polickem lze pokryt L-triminy bez prekryvi.

Indukénd krok: Uvazujme $achovnici 251 x 28+1 g jednim vynechanym polickem. Rozdélime ji
na ¢tyfi shodné kvadranty o rozméru 2% x 2. Vynechané policko lezi pravé v jednom z téchto
kvadrantu.



V misté, kde se kvadranty stykaji, jsou ¢tyfi stfedova policka (po jednom v kazdém kvadrantu).
Polozime jedno L-trimino tak, aby pokrylo tii z téchto ¢tyt stiedovych policek, a to ta, kterd patii
do tii kvadrantu neobsahujicich puvodné vynechané policko. Tim vznikne situace, ze v kazdém z
téchto tif kvadrantl zustane pravé jedno vynechané policko (to ¢tvrté stfedové policko), zatimco
ve ¢tvrtém kvadrantu zustdva puvodni vynechané policko.

Ziskali jsme tedy ¢tyii achovnice 2F x 2 z nichz kazd4 méa pravé jedno vynechané policko.
Na kazdou z nich 1ze podle indukéntho pfedpokladu pouzit pokryti L-triminy. Spolu s jednim
triminem polozenym do stiedu tak pokryjeme celou Sachovnici 281 x 281 mimo piivodné
vynechané policko, a dlazdice se neprekryvaji.

Tim je indukéni krok dokazan, a tedy tvrzeni plati pro vSechna n € N. |



