Vyroky

Je nasledujici tvrzeni vyic¢ené nejmenovanym politikem pravdivé?
» Plati presumpce neviny. Pro bézného obcana je posvdtnd a medotknutelnd. U politika ale plati
presumpce viny. ¢

1 Prochazka historii

Aristoteles se ve 4. stoleti pr. n. 1. prochézel aleji olivovnikt a premyslel nad rétorickymi a filozo-
fickymi argumenty svych pratel. Zazil jiz mnoho diskuzi a ob¢as mu slova prisla velmi presvédéiva,
avsak... néco mu nesedélo. Jakoby néktera tvrzeni, ktera ten den slySel, nebyla pravdiva. Hlavou mu
urcité virilo mnoho otézek, nékteré mohly znit tFeba takto:

o Jak najit spolehlivy zptsob, ktery mé jednoznacné dovede k pravdivému poznani?“

o Jak z obecné platnych principti odvodit konkrétni zavéry, a tim vytvorit pevné zéklady pro vé-
decké mysleni?“

o Jak dat mysleni fad a jistotu, aby poznani nebylo zalozeno na nazoru, ale na pravdivosti?“

Nékteri z nds by moznd dokazali odpovédét snadno, ale koncept pravdy zpusobil zavraté mnoha
myslitelim napri¢ stoletimi.

Aristoteles chtél odlisit spravné uvazovani (dedukei) od pouhého zdéni pravdy. Byl prikopnikem
systematického zavedeni formalni logiky. Jeho dilezitym piinosem je sylogistickéﬂ logika. Podivejme
se na priklad:

Vsichni 1lidé jsou smrtelni.

Sokrates je clovék.
— Sokrates je smrtelny.

Aristoteles definoval rovnéz zdkladn{ pojmy logiky (vyrok, predikat, kvantifikdtor, kontradikce
¢i implikace). Principy shrnul v souboru spist zvaném Organon (= néstroj), ktery byl po staleti
zékladem logického mysleni v Evropé. Logika se béhem stfedovéku stala soucasti triviaﬂ V 17.
stoleti se na matematické scéné objevil Leibniz, ktery kromé diferencialniho poc¢tu hledal “univerzalni
jazyk vypoctu”. Logika tedy zkouma deduktivni postupy a zpusoby uvazovani, zda plati to, co bylo
odvozeno.

V 19. a 20. stoleti se matematickou logikou zabyvali naptriklad Peano, Russell, Gédel, Tarski
¢i Frege. Hledani cest, které by matematiku zbavily paradoxt a doprély ji vétsi miru jistoty, vedlo
k vyssi mite formalizaceﬂ Symbolicky jazyk nas pii studiu matematiky muize ¢asto velmi potrapit,
ale je dobré si uvédomit, Ze v sobé nese hluboky vyznam.

1Sylogismus je logicky tsudek slozeny ze tif vyrokd: dvou premis (pfedpokladii) a zavéru, ktery z nich logicky
vyplyva.

2Ve stiedovéku oznacovalo trivium (z latinského ,trojcesti“) prvni, nizsf stupeii sedmi svobodnych uméni, zaméreny
na zvladdnuti jazyka a logické argumentace. Sklddalo se ze ti{ disciplin: gramatiky (pfevazné latinskych), rétoriky
(umeéni Fecnit a psat) a dialektiky (logiky a filozofie).

3Formalizace: proces pfechodu od intuitivniho chdpani k presnému definovani a odvozovani pomoci logickych
pravidel a symbolického jazyka.
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Vyrok = tvrzeni, o kterém ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé nebo nepravdivé.

K ¢emu mi bude logika?

digitalnich obvodu i v umélé inteligenci.

Logika je zakladem presného mysleni a strukturovaného rozhodovani — proto je klicova nejen
ve filozofii, ale i v programovani a umélé inteligenci. U¢i nds pracovat s pravdivostnimi hod-
notami (,pravda“ ¢ ,nepravda®) a formélné popisovat podminky, napiiklad pomoci Boole-
ovskych operaci AND, OR, NOT. Ty se vyuzivaji pii fizeni programového toku, pii ndvrhu

CAST 1: Vyrokovéa logika — vyroky, negace

Zadani

1. Rozhodnéte o kazdé formulaci, zda je, ¢i neni vyrokem.

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3 <5.
(c) Pojdte dal!
(d) Necht je x celé &islo.
(e) Klaun m4 Cerveny nos.
)

(f) Kazdy klaun mé Cerveny nos.

2. Negujte néasledujici vyroky. Vyhnéte se jazykovému obratu ,Neni pravda, ze...”".

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3 < 5.
(¢) Kazdy klaun mé ¢erveny nos.

)

(d) Dnes je pondéli.
Reseni
1. Rozhodnéte, zda jde o vyrok.
(a) Je to (nepravdivy) vyrok.
(b) Je to (pravdivy) vyrok.
(¢) Nejednd se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.

)

)

)
(d) Nejedna se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.
(e) Neni dost konkrétni (neni jasné, ktery klaun), tedy nejde o vyrok.
)

»”

(f) Je to vyrok, ale bez dat neumime rozhodnout pravdivost (kvantifikuje ,kazdy*).

2. Negujte nasledujici vyroky.

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky neni Brno./ Hlavnim méstem Ceské republiky je jind

obec nez Brno.
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(b) 3 nen{ mensi nez 5. / 3 je vétsi nebo rovno 5./ 3 > 5.

(¢) Existuje klaun, ktery nemé ¢erveny nos./ Alespoii jeden klaun mé jinou barvu nosu nez
cervenou.

(d) Dnes neni pondéli./ Dnes je jiny den nez pondéli./ Dnes je ttery, stieda, ¢tvrtek, pétek,
sobota nebo nedéle.

Pozndmka: Negaci (a) neni vyrok ,Hlavnim méstem Ceské republiky je Praha“, negaci (b)
neni vyrok 3 > 5, negaci (c) neni vyrok ,Zadny klaun nemd ¢erveny nos“ a obdobné negaci
(d) neni vyrok typu ,Dnes je stfeda.

I CAST 2: Slozeny vyrok a pravdivostni tabulky

Zadani

1. Urcete pravdivost nasledujicich vyrok.

(a) 5>3A5<3.

(b) 5>3Vv5<3.

(¢c) 3>5 = 3]|6.
(d) 2-3=5<3-2=05.

2. Vyroky z predchoziho cvic¢eni negujte.

3. Necht p a ¢ jsou vyroky. Sestavte pravdivostni tabulku pro néasledujici formule a urcete, zda
se jedna o tautologie:

(a) pV —p (princip vyloudeného tietiho),
(b) (pAg) = p.
4. Necht p a ¢ jsou vyroky. Rozhodnéte pomoci pravdivostni tabulky, zda jsou nasledujici dvé

formule logicky ekvivalentni:

5. Urcete pravdivost néasledujicich slozenych vyroki.

(a) IneN: 2|nAn<b.
(b)y IneN: 2|nAn|l15.
(c)Vx€Z: |z| <0Va2?<O.

(d) Ve €Z: |x| =2V ]|z|=—=x.
) VneN: n<b = 2n< 7.
(f) vneN: 2|n = n+12>3.

(g) VgeR: 2¢<3 o q< i
(h) VgeR: ¢>3s¢*>>09.

6. Vyroky z predchoziho cvic¢eni negujte.
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7. Rozhodnéte, zda je podminka 6 | n postac¢ujici, nebo nutnd pro podminku 3 | n. Uvazujme
vétu
(VneN): 6|n = 3|n.

(a) Kterd z podminek 6 | n a 3 | n je postacujici a kterd nutnd?

(b) Je podminka 3 | n také postacujici pro 6 | n? Svou odpovéd dolozte konkrétnim ¢islem.
Poznamka: Zépis m | n tik4, ze pfirozené ¢islo m déli prirozené ¢islo n, neboli ¢islo n je délitelné
¢islem m.

Reseni
1. Urcete pravdivost.

(a) 5>3A5 <3 — nepravdivy
(b) 5>3V5 < 3— pravdivy

(¢) 3>5— 3|6 — pravdivyg (3 > 5 neni pravdivy vyrok, pravdivost druhého vyroku je tedy
nepodstatna).

(d) 2-3=5«<3-2=5— pravdivy (ekvivalence dvou nepravdivych vyroki).
2. Negace predchozich vyroki.
(a) "(AAB)=(-A)V(-B), tedy 5<3 Vv 5> 3.
(b) ~(AVB)=(mA)A(—B), tedy 5<3 A 5> 3.
(¢) 7(A— B)= AN (—-B), tedy (3>5)A(316).
(d) (A< B)=(AA-B)V(=AAB).Zde (2-3=5A3-2#5) V (2-3#5A3-2=05).

3.
plalpv-r|prg = p
1]1 1 1
110 1 1
01 1 1
00 1 1

Obé formule jsou tautologie.

4.
pla|lp = q|q = -p
1)1 1 1
110 0 0
01 1 1
00 1 1

Formule jsou logicky ekvivalentni.
5. Urcete pravdivost.
(a) IneN: 2|n A n<5— pravdivy (napf. n = 2).
(b) IneN: 2|n A n| 15— nepravdivy (délitele 15 jsou 1,3,5,15).
(c) Ve €Z: |z] <0 V 2% <0 — nepravdivy (ani |z| < 0, ani 22 < 0 nikdy neplati).
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(d) Ve €eZ: |z|=2 V |z| = —z — pravdivy (kladné i zaporné x).

() VneN: n <5 —2n <7 — nepravdivy (pron =4 je 8 £ 7).

(f) VneN: 2|n—n+1>3— pravdivy (U implikace je rozhodujici, zda za predpokladu
pravdivého prvniho dilétho vyroku je pravdivy i druhy diléi vyrok, ¢i nikoliv. Zkoumame
tedy platnost druhého dil¢iho vyroku pron € {2,4,6,8, ... }. Druhy diléi virok lze upravit
do tvaru n > 2. Tuto podminku vsak vSechna uvazovana suda ¢isla spliuji, a tedy je dany
vyrok pravdivy).

(g) VgeR: 2¢ < % Sq< % — pravdivy (ekvivalentni nerovnosti).

(h) Vg e R: ¢ >3 < ¢* > 9 — nepravdivyj (Pravdivost ekvivalence miizeme ovéfit prozkou-
méanim pravdivosti implikaci obéma sméry. Nejprve uvazujme implikaci zleva doprava.
Pokud ¢ splituje podminku ¢ > 3, pak plati, ze ¢*> > 9. V piipadé implikace zprava do-
leva vSak nejprve predpokldddme, ze ¢ > 9, z ¢ehoz plyne, ze ¢ miiZe nabyvat libovolné
hodnoty z intervali (—oo; —3) a (3; 00), neboli implikace zprava doleva neplati (napft. pro
q = —5), a tedy i neplati dany vyrok. ).

6. Negace téchto vyroki.
(a) VneN: 24n V n>5.

(b) VneN: 2¢n V ntlb.
(c) Jwe€Z: |z| >0 A 22 >0.
(d) Iz €Z: |x| £z N |x| # —z.

dneN: n<b A 2n>T.
neN: 2|n A n+1<3.
JeR: 2g<3 Ag=2) Vv (2¢>3 A g<?d).
JeR: (¢>3AN¢F#<9) VvV (<3 A ¢ >9).

UQP—h/('D\

6 | n je postacujici podminka pro 3 | n; 3 | n je nutnd podminka pro 6 | n.
Ne. Napriklad n = 3 (nebo 9, 15, ...): 3|3, ale 6 ¢ 3.

Q

T — 2 D D

~ o~ T~
=

I CAST 3: Predikatova logika — vlastnosti, kvantifikdtory a jejich negace

Zadani
1. Formulujte nasledujici vyroky slovy, negujte je a rozhodnéte o jejich pravdivosti, resp. o prav-
divosti jejich negace.
(a) Vr eR)(FyeR):z-y=>5.
(b) Gz eR)(VyeR):z-y=>5.
(¢c) Bz e€Z):|z|=—u.
2. Programujici studenti

Necht
S(z) : « je student

P(z) :  umi programovat v jazyce Python.

Prevedte do symbolického zapisu:
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(a) Kazdy student umi programovat v jazyce Python.
(b) Néktery student umi programovat v jazyce Python.

(c) Néktery student neumi programovat v jazyce Python.
Reseni

1. Formulujte nasledujici vyroky slovy, negujte je a rozhodnéte o jejich pravdivosti, resp. o prav-
divosti jejich negace.

(a) Slovy: ,Ke kazdému redlnému z existuje realné y takové, ze x - y je rovno 5 Vyrok neni
pravdivy, nebot pro x = 0 nebude rovnost splnéna.

Negace: (Jz € R) (Vy € R) : z -y # 5. Slovy: ,Existuje redlné = takové, Ze pro kazdé y
je x -y ruzné od 5 Toto tvrzeni pravdivé je, staci, aby existovalo takové x jedno jediné
— je jim 0.

(b) ,Existuje redlné x takové, Ze pro kazdé y je x - y rovno 5 Vyrok neni pravdivy, protoze
pokud by takové x existovalo, muselo by se rovnat %, avsak vyraz % neni pro ménici se y
konstantni. Jesté 1épe lze pravdivost nahlédnout z pravdivosti negace.

Negace: (Vx € R) (Jy € R) : z -y # 5. Slovy: ,Ke kazdému redlnému z existuje redlné y
takové, ze x - y je riizné od 5. Toto tvrzeni je pravdivé, nebot ke kazdému ¢islu x snadno
nalezneme alesponl jedno (zfejmé i vice) ¢isel y takovych, aby souc¢in « - y byl rizny od 5.

(c) ,Existuje celé ¢islo x takové, Ze jeho absolutni hodnota je rovna ¢islu k nému opac¢nému.”
Vyrok je pravdivy. K prokazani pravdivosti staci nalézt alespon jedno takové ¢islo, je jim
napr. x = —2.

Negace: Vx € Z : |z| # —x. Slovy: ,,Pro kazdé celé ¢éislo x plati, Ze jeho absolutni hodnota
je riznd od ¢isla opa¢ného k . Tento vyrok pravdivy neni, nebot (jak jiz z vySe uvedeného
vime) napf. pro & = —2 rovnost plati.

2. Python
Zpétny prevod:

(a)
(V) (S(x) = P(x)).

(b)
(3z) (S(x) A P(x)).

(c)
(3z) (S(z) A =P(x)).

I CAST 4: Logické spojky v matematickych vétach
Zadani

1. Najdéte logické spojky a kvantifikatory ve vétach z linearni algebry.

(a) MnozZina Z, se s¢itdnim a ndsobenim modulo n je komutativnim télesem pravé tehdy,
kdyz je n prvocislo.
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(b) Charakteristika télesa je bud nula, nebo prvocislo.

(¢) Mnozina R™*™ vSech ¢tvercovych matic fadu n nad komutativnim okruhem R tvor{ spolu
s operacemi s¢itdni a nasobeni okruh. M4a-li okruh R jednotkovy prvek, mé i okruh R™*™
jednotkovy prvek.

(d) Kazdou permutaci je moZno slozit z transpozic.
(e) Jestlize ma permutace P € S,, pravé k cykli, je sgn P = (—1)"~F.

(f) Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim sé¢itancem.

Reseni

1. (a) ,Praveé tehdy, kdyz” vyjadiuje ekvivalenci.
(b) ,Bud — nebo” vyjadiuje disjunkeci.
(¢) ,M&-li ..., m4i..” vyjadiuje implikaci.
(d) ,Kazdou” odpovidd obecnému kvantifikdtoru.
(e) ,Jestlize ..., ..” vyjadiuje implikaci.
(f) ,Kazdy” odpovidd obecnému kvantifikitoru.

I CAST 5: Analyza logiky v SQL dotazu

Zadani

Pro zadany SQL dotaz provedte jeho logickou a sémantickou analyzu.

SELECT jmeno, rocnik
FROM Student
WHERE vek >= 18 AND (rocnik = 1 OR rocnik = 2);

1. Identifikujte v podmince WHERE:

o logické spojky,
o relaéni operatory,

o porovndvané hodnoty (konstanty).
2. Zavedte nasledujici predikaty:
V(z) : student z je starsi nebo roven 18 letiim,
Ry (z) : student z je v 1. ro¢niku,

Ry (x) : student z je ve 2. roéniku.

Zapiste podminku z klauzule WHERE pomoci téchto predikati v predikatové logice.
3. Slovné popiste mnozinu studentii, kterou tento dotaz vybere.

4. Vysvétlete, pro¢ jsou zavorky v ¢asti

(rocnik = 1 OR rocnik = 2)
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dulezité pro jednoznac¢nou interpretaci podminky.

Reseni

1.

2.

3.

4.

Identifikujte v podminkce WHERE

¢ logické spojky: AND, OR,
o relacni operdtory: >=, = (dvakrat),

o konstanty: 18, 1, 2.

Zapiste podminku z klauzule WHERE pomoci téchto predikata v predikatové logice.

V(z) A (Ri(z) V Ra(z))
Spravné jsou napriklad: Dotaz vybere jména a rocniky vSech studenti, kterym je alespon 18
let a ktefi jsou v 1. nebo 2. roéniku. / Vybere plnoleté studenty prvniho a druhého roéniku.

Operator AND ma vyssi prioritu nez OR. Bez zdvorek by se podminka vek >= 18 AND rocnik
= 1 OR rocnik = 2 vyhodnotila jako

(V(z) A Ri(2)) V Ra(z),

tedy plnoleti studenti 1. ro¢niku a navic vSichni studenti 2. ro¢niku, véetné nezletilych. Za-
vorky zajisti, Ze podminka na vék plati pro oba roc¢niky.

I CAST 6: Vyrokové formule, negace a ekvivalentni implikace

Zadani

1.
2.

Kdy je formule (AV B) = (A = B) nepravdiva?

Vyrokovou formuli (AV B) = (A = B) negujte a zapiste co nejjednodussi formuli
ekvivalentni s touto negaci takovou, ze obsahuje jen A, B, jejich negace a spojku A.

. Zapiste

(a) obracenou,
(b) obménénou

implikaci k (AV B) = (A = B). V jakém vzdjemném vztahu jsou implikace a jeji
obména?

4. Necht f je funkce. Definice prosté funkce je ddna podminkou
(Vzy,20 € D)1 f(x1) = f(12) = 21 = x2.
(a) Zapiste obménénou implikaci této definice.
(b) Rozhodnéte, zda jsou pivodni a obménénd formulace logicky ekvivalentni.
Reseni
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1. Kdy je formule (AV B) = (A = B) nepravdiva?

Resend: Formule ma podobu implikace. Implikace je nepravdivé pouze tehdy, kdyz je pravdiva
jeji prvni ¢ast a zaroven nepravdiva ¢ast druhd. Prvni ¢ast, tj. formule A V B je pravdiva,
je-li alespon jedna z proménnych A, B pravdiva. Druhd ¢ast, tj. formule A = B je nepravdiva
pouze tehdy, kdyz je p(A) =1 a p(B) = 0. V tomto pfipadé je prvni ¢dst pravdivd, coz jsme
chtéli. Dand formule je nepravdiva pouze tehdy, kdyz A je pravdivé a B nepravdivé.

2. Vyrokovou formuli (AV B) = (A = B) negujte a zapiSte co nejjednodussi formuli ekvivalentni
s touto negaci takovou, Ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané diléi vyroky A, B, jejich negace a
spojku A.

Reseni: Formule ma podobu implikace. Negaci implikace je konjunkce prvni ¢asti a negace
druhé ¢asti, tedy (A V B) A (A A —B). Formule s touto formuli ekvivalentni je napt. A A =B,
coz lze ovérit ivahou nebo tabulkou pravdivostnich hodnot.

3. Zapiste
a) obricenou,
b) obménénou
implikaci k (AV B) = (A = B). V jakém vzdjemném vztahu jsou implikace a jeji obména?
Resent:
(a) (A= B)= (AVB).
(b) =(A= B) = —(AV B), neboli (AA-B) = (mAA-B).
4. (a) Obménéna implikace:
(V.’El,l'z S D) : T 7é Ty — f(ZL'l) 7é f(iCQ)
(b) Ano. Puvodni implikace a jeji obména jsou logicky ekvivalentni. Obé vyjadiuji prostotu
(injektivitu) funkce.

Tento tvar vyjadiuje, ze rizné arqgumenty maji rizné hodnoty funkce. Obé formulace popisuji
stejny vztah, pouze z opacné logické perspektivy.

Je dobré si uvédomit, Ze na obé definice miizeme v materidlech narazit, viz Portal SS
matematiky - funkce, Injektivni funkce.
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