
Úvod: Funkce

Kratš́ı výlet do historie
Chceme-li se dnes dopracovat k pojmu funkce, zavád́ıme si kartézský součin, podmnožinu
kartézského součinu aneb relaci a následně zobrazeńı, přičemž už v́ıme, že v r̊uzných odvětv́ıch
matematiky se často pojmy funkce a zobrazeńı nerozlǐsuj́ıa.
Daná představa je ovšem poměrně nová.

Měli bychom z ńı mı́t radost?

Když Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz v druhé polovině 17. stolet́ı vyvi-
nuli diferenciálńı počet, matematici např́ıč Evropou začali zkoumat r̊uzné typy problémů.
Např́ıklad zkoumali trajektorie křivek (brachistochrony, traktrix či řetězovky). Při řešeńı
těchto problémů Jean Bernouilli v roce 1718 zapsal jednu z raných formálńıch definic pojmu
funkce, ovšem zde př́ıběh zdaleka nekonč́ı.
V 18. stolet́ı se např́ıč Evropou rozvěcela světélka rozumu a kladl se d̊uraz na poznáńı, dnes
hovoř́ıme o době osv́ıcenstv́ı. Mezi hlavńı světlonoše patřili pánové Diderot a D’Alembert,
autoři Encyklopedie. Zat́ımco Diderot p̊usobil jako hlavńı śıla, která shromažd’ovala spisova-
tele a prchala před mnoha zákazy zpátečnických institućı, D’Alembert měl na starost právě
matematické kapitoly encyklopedie. Matematika byla rozdělena do dvou část́ı a to čisté ma-
tematiky a smı́̌sené (mechanika, optika apod.). Pojem funkce se v sekci algebry objevil v roce
1757, v sekci analýzy v roce 1785 (větev analýzy vzniká později až d́ıky diferenciálńımu
počtu)b. Pro srovnáńı je dobré zmı́nit, že limita, koncept, který je v dnešńı době považován
sṕı̌se za vysokoškolské učivo na rozd́ıl od funkćı, našla mı́sto v encyklopedii již v roce 1754,
funkci tedy o pár let předběhla.
I Euler v pr̊uběhu svého života změnil pohled na funkce. Nejdř́ıv je považoval za algebraický
výraz (1748), aby ovšem mohl zahrnout třeba i nespojité funkce, začal nad funkćı přemı́tat
jako nad vztahem mezi proměnnými kvantitami (1755). Funkce byly rovněž vńımány jako
řady, do kterých je lze rozvinout, dnes ovšem v́ıme, že tak nelze činit u všech typ̊u funkćı.
Vztah (relation, relace) je už celkem bĺızko našemu dnešńımu pojet́ı funkce, ale když se
ohlédneme trochu zpět, zjist́ıme, že to v̊ubec nebyla triviálńı záležitost, a proto bychom
z úvodńı představy skutečně mohli mı́t radost, nebot’ už dnes v́ıme, co to funkce vlastně
je. Také bychom se neměli př́ılǐs trápit, jestliže nám v matematice neńı něco hned jasné,
nebot’ dumáńı je součást́ı procesu, vždyt’ i Eulerovi to zabralo pár let.

aFunkce je druh zobrazeńı, které každému prvku z definičńıho oboru přǐrad́ı právě jeden prvek z oboru
hodnot.

bKonkrétńı data se lǐśı podle vydáńı/odd́ılu: hlavńı svazky Encyclopédie vycházely 1751–1772, později
následovaly dodatky a tematické méthodiques.

1. Účinnost chlazeńı

Motivace. U chlazeńı elektroniky teplo odvedené prouděńım vzduchu je př́ımo úměrné druhé
odmocnině rychlosti prouděńı v1/2. Zároveň př́ıkon ventilátoru lze pro jednoduchý model po-
psat polynomem a+ bv + cv2 v proměnné v.



Definujme
”
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Z našeho měřeńı vyplynuly následuj́ıćı hodnoty koeficient̊u: k = 1, a = 20, b = 3, c = 0.2:

η(v) =

√
v

20 + 3v + 0.2 v2
, v ≥ 0.

Nebot’ se jedná čistě o matematický model, nemuśıme se trápit jednotkami.

(a) Základńı práce s předpisem

i. Určete (maximálńı) definičńı obor D(η) a obor hodnot H(η).

ii. Vypočtěte η(0), η(1), η(4) a η(9).

(b) Vlastnosti a chováńı funkce

i. Rozhodněte, je-li η na (0,∞) klesaj́ıćı/rostoućı v okoĺı ∞. Odpověd’ zd̊uvodněte limi-
tou. Co nám limita ř́ıká o reálném světě (tj. vypláćı se parametry hnát do krajnosti)?

ii. Najděte pr̊useč́ıky grafu y = η(v) s osami souřadnic (pokud existuj́ı).

2. Pružina s pojistkou

Motivace. Uvažujme torzńı pružinu (pružinu, která klade odpor proti natočeńı o úhel θ)
s integrovanou pojistkou. Pojistka funguje jako třećı spojka nebo mechanický doraz, který ne-
dovoĺı, aby kroutićı moment překročil bezpečnou krajńı mez ±4N ·m.
Torzńı pružinu můžeme nalézt např. u objekt̊u: panty notebook̊u, v́ıčka spotřebič̊u, poklopy,
garážová vrata (torzńı hř́ıdele), kapoty a kufry aut, torzńı pružina v bud́ıćıch či metronomech,
klasická past na myši, natahovaćı (wind-up) hračky.

Předpokládejme, že pro malé úhly plat́ı přibližně T (θ) ≈ θ . S pojistkou (krajńı mez ±4N ·m)
pak plat́ı předpis:

T (θ) =


−4, θ ≤ −4,

θ, −4 < θ < 4,

4, θ ≥ 4.

Načrtněte graf. Jedná se o funkci? Jestliže ano, vyřešte následuj́ıćı úkoly.

(a) Určete (maximálńı) definičńı obor D(T ) a obor hodnot H(T ).

(b) Rozhodněte, zda je T lichá či sudá. Odpověd’ zd̊uvodněte.

(c) Na kterém intervalu je T rostoućı/klesaj́ıćı? Kde už neńı rostoućı/klesaj́ıćı? Odpověd’

zd̊uvodněte.

(d) Určete pr̊useč́ıky grafu y = T (θ) s osami souřadnic.

(e) (Volitelně) Vysvětlete fyzikálńı význam grafu.



Obrázek 1: Obsazeńı přepážky v knihovně během dne.

3. Knihovna – obsazeńı přepážky během dne

Otevřeno je od 8:00 do 14:00.

Necht’ S(x) udává počet knihovńık̊u na přepážce v čase x.

Interpretujte data v grafu. Rozhodněte, zda je množina bod̊u grafem funkce. Pokud se jedná
o graf funkce, určete (maximálńı) definičńı obor a obor hodnot a daľśı vlastnosti funkce.

4. Načrtněte graf funkce, pro kterou plat́ı: Df = (−2; 2), je lichá, je klesaj́ıćı, neńı lineárńı.

5. Určete (maximálńı) definičńı obor funkce.

a) f1 : y =
√

5− x2 , b) f2 : y =
4x

x2 + 1
, c) f3 : y =

3x√
x2 − 9x

, d) f4 : y =

√
x

x+ 1
.

6. Načrtněte graf funkce. Určete definičńı obor, obor hodnot, pr̊useč́ıky grafu funkce se souřadnicovými
osami.

h : y = |x2 + 2|x| − 3|

1 Řešeńı

1. Účinnost chlazeńı



a) Základńı práce s předpisem

i) Definičńı obor je

D(η) = [0,∞) .

Pomoćı derivace bychom u oboru hodnot určili maximum, my ho budeme značit jen
jako ηmax.

H(η) =
[
0, ηmax

]
≈ [0, 0.0569] .

ii) Konkrétńı hodnoty.

η(0) = 0, η(1) =
1

20 + 3 + 0.2
=

1

23.2
≈ 0.04310,

η(4) =
2

20 + 12 + 3.2
=

2

35.2
≈ 0.05682, η(9) =

3

20 + 27 + 16.2
=

3

63.2
≈ 0.04747.

b) Vlastnosti a chováńı funkce

i) Chováńı v okoĺı ∞.
lim
v→∞

η(v) = 0,

v okoĺı ∞ je klesaj́ıćı.
Interpretace: hnát rychlost ventilátoru do krajnosti se nevypláćı,

”
účinnost na jed-

notku př́ıkonu“ jde k nule.

ii) Pr̊useč́ıky s osami.

η(v) = 0 ⇐⇒
√
v = 0 ⇐⇒ v = 0, η(0) = 0.

Pr̊useč́ık je jediný: (0, 0) .

2. Pružina s pojistkou (viz obrázek 2)

a) D(T ) = R, H(T ) = [−4; 4].

b) Lichá, T (−θ) = −T (θ).

c) Striktně roustoućı na (−4; 4).

d) Pr̊useč́ık je jediný: (0, 0) .

e) Po dosažeńı krajńı meze se zař́ızeńı zaraźı (ochrana proti přet́ıžeńı).

3. Nejedná se o graf funkce, v čase 11 hodin máme dvě funkčńı hodnoty.

4. Určete (maximálńı) definičńı obor funkce.

a) Df1 = [−
√
5;
√
5],

b) Df2 = R,
c) Df3 = (−∞; 0) ∪ (9;∞),

d) Df4 = (−∞;−1) ∪ [0;∞).



Obrázek 2: Graf funkce T .

Obrázek 3: Graf funkce h.

5. Z grafu zjist́ıme (viz obrázek 3), že Dh = R, Hh = [0;∞), dále si všimneme i pr̊useč́ık̊u s osami.

6. Úloha ze vzorového testu: f : y = x2 − 3|x|, (viz obrázek 4).

D = R, H = [−9
4 ;∞), přičemž graf bychom opět načrtli pomoćı pr̊useč́ık̊u a vrchol̊u parabol.



Obrázek 4: Graf funkce f .
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