Uvod: Funkce

Kratsi vylet do historie

Chceme-li se dnes dopracovat k pojmu funkce, zavadime si kartézsky soucin, podmnozinu
kartézského soucinu aneb relaci a ndsledné zobrazeni, pricemz uz vime, ze v ruznych odvétvich
matematiky se ¢asto pojmy funkce a zobrazeni nerozlisuji}

Dana predstava je ovSem pomérné nové.

Meli bychom z ni mit radost?

Kdyz Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz v druhé poloviné 17. stoleti vyvi-
nuli diferencidlni pocet, matematici napii¢ Evropou zacali zkoumat ruzné typy problému.
Napiiklad zkoumali trajektorie kfivek (brachistochrony, traktrix ¢i fetézovky). Pii feseni
téchto problému Jean Bernouilli v roce 1718 zapsal jednu z ranych formélnich definic pojmu
funkce, ovsem zde piibéh zdaleka nekonci.

V 18. stoleti se napti¢ Evropou rozvécela svétélka rozumu a kladl se duraz na poznéni, dnes
hovoiime o dobé osvicenstvi. Mezi hlavni svétlonoSe patiili panové Diderot a D’Alembert,
autofi Encyklopedie. Zatimco Diderot ptisobil jako hlavni sila, kterd shromazd ovala spisova-
tele a prchala pred mnoha zékazy zpétecénickych instituci, D’Alembert mél na starost prave
matematické kapitoly encyklopedie. Matematika byla rozdélena do dvou ¢éasti a to c¢isté ma-
tematiky a smisené (mechanika, optika apod.). Pojem funkce se v sekci algebry objevil v roce
1757, v sekci analyzy v roce 1785 (vétev analyzy vznikd pozdéji az diky diferencidlnimu
poétu)lﬂ Pro srovnani je dobré zminit, ze limita, koncept, ktery je v dnesni dobé povazovan
funkci tedy o par let predbéhla.

I Euler v prubéhu svého Zivota zménil pohled na funkce. Nejdiiv je povazoval za algebraicky
vyraz (1748), aby ovéem mohl zahrnout tfeba i nespojité funkce, zacal nad funkei premitat
jako nad wvztahem mezi proménnymi kvantitami (1755). Funkce byly rovnéz vnimény jako
rady, do kterych je lze rozvinout, dnes ovSem vime, ze tak nelze ¢init u vSech typu funkei.
Vztah (relation, relace) je uz celkem blizko nasemu dnesnimu pojeti funkce, ale kdyz se
ohlédneme trochu zpét, zjistime, Ze to vubec nebyla trivialni zdlezitost, a proto bychom
z uvodni piedstavy skuteéné mohli mit radost, nebot uz dnes vime, co to funkce vlastné
je. Také bychom se neméli piilis trapit, jestlize ndm v matematice neni néco hned jasné,
nebot dumdni je soucasti procesu, vidyt i Eulerovi to zabralo pér let.

“Funkce je druh zobrazeni, které kazdému prvku z defini¢niho oboru ptifadi pravé jeden prvek z oboru
hodnot.

YKonkrétni data se lisf podle vydéni/oddilu: hlavni svazky Encyclopédie vychazely 1751-1772, pozdéji
nasledovaly dodatky a tematické méthodiques.

1. Ué¢innost chlazeni

Motivace. U chlazeni elektroniky teplo odvedené proudénim vzduchu je pfimo timérné druhé
odmocniné rychlosti proudéni v'/2. Zaroven prikon ventildtoru lze pro jednoduchy model po-
psat polynomem a + bv + cv? v proménné v.



Definujme ,ucinnost“ chlazeni na jednotku prikonu:

kv

n(v) = a+bv+cv?’

v>0, k>0, abc>0,
pricemz jednotky jsou: k (J /=), a (J), b (J-2), ¢ (J- %)
Z naSeho méfeni vyplynuly néasledujici hodnoty koeficientu: k = 1,a = 20,b =3, ¢ = 0.2:

NG
20+ 3v +0.202 |

n(v) = v > 0.

Nebot se jednd ¢isté o matematicksy model, nemusime se trdpit jednotkams.

(a) Zakladni price s pfedpisem
i. Urcete (maximalni) defini¢ni obor D(n) a obor hodnot H (7).
ii. Vypoctéete n(0), n(1), n(4) a n(9).
(b) Vlastnosti a chovani funkce
i. Rozhodnéte, je-li n na (0, 0o) klesajici/rostouci v okolf co. Odpovéd zdtvodnéte limi-
tou. Co ndm limita 7ikd o redlném svété (tj. vyplaci se parametry hndt do krajnosti)?
ii. Najdete pruseciky grafu y = n(v) s osami souradnic (pokud existuji).

. Pruzina s pojistkou

Motivace. Uvazujme torzni pruzinu (pruzinu, kterd klade odpor proti natoceni o thel )
s integrovanou pojistkou. Pojistka funguje jako treci spojka nebo mechanicky doraz, ktery ne-
dovoli, aby kroutici moment piekrocil bezpeénou krajni mez +4 N - m.

Torzni pruzinu muzeme nalézt napi. u objektu: panty notebooku, vicka spotiebicu, poklopy,
gardzova vrata (torzni hiidele), kapoty a kufry aut, torzn{ pruzina v budicich ¢i metronomech,
klasickd past na mysi, natahovaci (wind-up) hracky.

Predpoklddejme, ze pro malé tihly plati ptiblizné T'(8) = 0. S pojistkou (krajni mez +4 N - m)
pak plati predpis:

—4, 6< —4,
TO)=1< 6, —-4<0<4,
4, 0> 4.

)

Nagcrtnéte graf. Jedna se o funkci? Jestlize ano, vyreste nasledujici ikoly.

(a) Uréete (maximaln{) definiéni obor D(T") a obor hodnot H(T).
(b) Rozhodnéte, zda je T lich4 ¢i sudd. Odpovéd zduvodnéte.

(¢) Na kterém intervalu je T rostouci/klesajici? Kde uZ nenf rostouci/klesajici? Odpovéd
zduvodnéte.

(d) Urcete pruseciky grafu y = T'(f) s osami soutradnic.

(e) (Volitelne) Vysvétlete fyzikalni vyznam grafu.



S(x) — pocet knihovniki
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Obrézek 1: Obsazeni prepazky v knihovné béhem dne.

. Knihovna — obsazeni prepazky béhem dne
Otevieno je od 8:00 do 14:00.
Necht S(x) udévéa pocet knihovnikli na prepazce v ase .

Interpretujte data v grafu. Rozhodnéte, zda je mnozina bodu grafem funkce. Pokud se jedna
o graf funkce, urcete (maximélni) definién{ obor a obor hodnot a dalsf vlastnosti funkce.

. Naértnéte graf funkce, pro kterou plati: Dy = (—2;2), je lichd, je klesajici, nenf linedrni.

. Urcete (maximélni) definiéni obor funkce.

4z 3z z
a) fir y=v5—2%, b)fo:y= ) C)f35y:7,my d) fa: y= oy

. Naértnéte graf funkce. Urcete defini¢ni obor, obor hodnot, pruseciky grafu funkce se soufadnicovymi
osami.
h:y=|z?+ 2z — 3

ReSeni

. Uéinnost chlazeni



a) Zékladn{ prace s predpisem
i) Defini¢ni obor je
D(n) = [0,00) |

Pomoci derivace bychom u oboru hodnot uréili maximum, my ho budeme znacit jen
jako 7maz-

H(n) = [0, max] ~ [0, 0.0569] |

ii) Konkrétni hodnoty.

0=0, nl)=s—a— =
M= =50 3502 232

~ 0.04310,

2 2 3

4 [ B PN 2 = -
n(4) 0.05682, n(9) 20 4+ 27 + 16.2 63.2

= = = 0.04747.
204+12+3.2  35.2

b) Vlastnosti a chovan{ funkce
i) Chovéni v okoli co.
lim n(v) =0,

vV—00

v okoli co je klesajici.
Interpretace: hnat rychlost ventilatoru do krajnosti se nevypléci, ,u¢innost na jed-
notku piikonu“ jde k nule.

ii) Pruseciky s osami.

nw) =0 <= Vv=0 < v=0, n(0) = 0.
Prusecik je jediny: | (0,0) |

2. Pruzina s pojistkou (viz obrdzek 2)
a) D(T) =R, H(T) = [—4;4].
b) Lichd, T(—0) = —T(0).
¢) Striktné roustouci na (—4;4).
)
)

d) Prusecik je jediny: .

e) Po dosazen{ krajni meze se zafizeni zaraz{ (ochrana proti ptetizeni).
3. Nejedna se o graf funkce, v ¢ase 11 hodin mame dvé funkéni hodnoty.

4. Urcete (maximélni) definiéni obor funkce.

a‘) Dfl = [_\/57 \/5],
b) Df2 = Rv

) Dy, = (=00;0) U (9; 00),
d) Dy, = (—o0; —1) U[0; 00).

o
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Obréazek 2: Graf funkce T'.

-2 -1 0 1 2

Obrazek 3: Graf funkce h.
5. Z grafu zjistime (viz obrazek 3), ze D, = R, Hj, = [0; 00), déle si vSimneme i pruse¢iku s osami.

6. Uloha ze vzorového testu: f : y = 22 — 3|z, (viz obrézek 4).

D=R H= [—%; 00), pficemz graf bychom opét naértli pomoci pruseciku a vrchola parabol.



Obrézek 4: Graf funkce f.
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