Kriacky k prvnim dikazim

1 Ijlohy

. Dokazte pfimym dukazem vétu:
b
Va,b € R* plati (‘l; > \/ab) .

. Nepiimym dukazem dokazte vétu:

a € N, pokud a? je délitelné tfemi, pak i a je délitelné tfemi.

. Dokazte sporem, ze &islo v/3 je iraciongln.
Bonus: Jak bychom postupovali u v/2?

. Dokazte, ze
n(n+1)

VneNplati 1+2+...+n= 5

. Dokazte Pythagorovu vétu pomoci obrazku.
Reseni

. Dokazte pirimym dikazem:

b
Va,bER*:a;— > Vab.

Reseni: Vyjdeme od zadaného vyroku a pokusime se z néj pomoci ekvivalentnich tiprav odvodit
jiné tvrzeni, o némz vime, zZe je pravdivé. Samotny dikaz by pak postupoval v opacném potadi.
Protoze a i b jsou kladna ¢isla, bude umocnéni nerovnosti ekvivalentni upravou. Dospéjeme tak
k nerovnosti (a + b)? > 4ab. Umocnénim vyrazu na levé strané a naslednou tipravou dojdeme
k nerovnosti (a — b)? > 0, coz jisté plati pro véechna a,b € R™.

. Dokazte neprimym diukazem:

a € N a a? je délitelné tiemi = a je délitelné tfemi.

Resenit: Dokazeme obménénou implikaci (wA = —B): Pokud piirozené ¢islo a neni délitelné
tfemi, pak ani a? neni délitelné tfemi.

Prirozené ¢cislo a, které neni délitelné tiemi, 1ze zapsat jako a = 3k + 1 nebo a = 3k + 2, kde
k € N. Oba vyrazy umocnime na druhou:

(3k +1)% = 3(3k* + 2k) + 1, (3k +2)% =3(3k* + 4k +1) + 1.

V obou pifpadech dostdvdme pii déleni tfemi zbytek 1, tedy a? neni délitelné tfemi.



3. Dokazte sporem:
V3 je iracionalni.

Regeni: Predpokladejme, ze v/3 je racionalni. Pak lze psét

\/§=§, p.q €Z, ¢#0, NSD(p,q) = 1.

Umocnime a upravime:
2 _ 2
3q° =p°.

Vidime, 7e ¢islo 3 déli p?, tedy déli i p (dle pfedchozi tlohy). Polozme p = 3k, kde k € Z.
Potom plati 3¢% = (3k)? = 9k2, tedy ¢*> = 3k>. Z toho plyne, ze 3 déli ¢% a tedy i g, coz je ve
sporu s predpokladem, Ze p a ¢ jsou nesoudélna. Tedy /3 je iracionélni.

Obdobné postupujeme i u v/2.

4. Dokazte matematickou indukeci:

1
vneN:1+2+~--+n_%.
Resgent:
(a) Pron =1 dostavame 1 = 12, coz plati.
(b) Pfedpoklddejme, ze pro n plati
1

Chceme dokazat, ze plati i pro n + 1:

1424 4n+n+1)=—> "

Dosadime indukéni predpoklad:

n(n;— 1) bt 1) = (n+ 1)2(71—&—2)’
nn+1)+2n+1) (n+1)(n+2)
2 B 2 ’
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
2 B 2 '

Implikace V(n) = V(n + 1) je pravdivé, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.
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5. Dokazte Pythagorovu vétu pomoci obrazku - zdroj: Pythagoras.

a+ b'=¢’

Obréazek 1: Dukaz obrazkem.

Pro procviceni i pro zvidavé ¢tenare:

e Mini série o dikazech od Marka Valdska: Mini série dukazy.
e Piibéh malého Gausse na strané 46 (v pdf 28): Déjiny matematiky.

e Soucet n clent aritmetické posloupnosti: Resené tlohy.
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http://faculty.smcm.edu/sgoldstine/pythagoras.html
https://www.youtube.com/watch?v=6dMciDWBvZU
https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400590/DejinyMat_01-1994-1_3.pdf
https://reseneulohy.cz/1597/soucet-n-clenu-aritmeticke-posloupnosti
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