
Kr̊učky k prvńım d̊ukaz̊um

1 Úlohy

1. Dokažte př́ımým d̊ukazem větu:

∀a, b ∈ R+ plat́ı

(
a+ b

2
≥

√
ab

)
.

2. Nepř́ımým d̊ukazem dokažte větu:

a ∈ N, pokud a2 je dělitelné třemi, pak i a je dělitelné třemi.

3. Dokažte sporem, že č́ıslo
√
3 je iracionálńı.

Bonus: Jak bychom postupovali u
√
2?

4. Dokažte, že

∀n ∈ N plat́ı 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

5. Dokažte Pythagorovu větu pomoćı obrázku.

2 Řešeńı

1. Dokažte př́ımým d̊ukazem:

∀a, b ∈ R+ :
a+ b

2
≥

√
ab.

Řešeńı: Vyjdeme od zadaného výroku a pokuśıme se z něj pomoćı ekvivalentńıch úprav odvodit
jiné tvrzeńı, o němž v́ıme, že je pravdivé. Samotný d̊ukaz by pak postupoval v opačném pořad́ı.
Protože a i b jsou kladná č́ısla, bude umocněńı nerovnosti ekvivalentńı úpravou. Dospějeme tak
k nerovnosti (a+ b)2 ≥ 4ab. Umocněńım výrazu na levé straně a následnou úpravou dojdeme
k nerovnosti (a− b)2 ≥ 0, což jistě plat́ı pro všechna a, b ∈ R+.

2. Dokažte nepř́ımým d̊ukazem:

a ∈ N a a2 je dělitelné třemi ⇒ a je dělitelné třemi.

Řešeńı: Dokážeme obměněnou implikaci (¬A ⇒ ¬B): Pokud přirozené č́ıslo a neńı dělitelné
třemi, pak ani a2 neńı dělitelné třemi.

Přirozené č́ıslo a, které neńı dělitelné třemi, lze zapsat jako a = 3k + 1 nebo a = 3k + 2, kde
k ∈ N. Oba výrazy umocńıme na druhou:

(3k + 1)2 = 3(3k2 + 2k) + 1, (3k + 2)2 = 3(3k2 + 4k + 1) + 1.

V obou př́ıpadech dostáváme při děleńı třemi zbytek 1, tedy a2 neńı dělitelné třemi.



3. Dokažte sporem: √
3 je iracionálńı.

Řešeńı: Předpokládejme, že
√
3 je racionálńı. Pak lze psát

√
3 =

p

q
, p, q ∈ Z, q ̸= 0, NSD(p, q) = 1.

Umocńıme a uprav́ıme:
3q2 = p2.

Vid́ıme, že č́ıslo 3 děĺı p2, tedy děĺı i p (dle předchoźı úlohy). Položme p = 3k, kde k ∈ Z.
Potom plat́ı 3q2 = (3k)2 = 9k2, tedy q2 = 3k2. Z toho plyne, že 3 děĺı q2 a tedy i q, což je ve
sporu s předpokladem, že p a q jsou nesoudělná. Tedy

√
3 je iracionálńı.

Obdobně postupujeme i u
√
2.

4. Dokažte matematickou indukćı:

∀n ∈ N : 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Řešeńı:

(a) Pro n = 1 dostáváme 1 = 1·2
2 , což plat́ı.

(b) Předpokládejme, že pro n plat́ı

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Chceme dokázat, že plat́ı i pro n+ 1:

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Dosad́ıme indukčńı předpoklad:

n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2
,

n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
,

(n+ 1)(n+ 2)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Implikace V (n) ⇒ V (n+ 1) je pravdivá, plat́ı tedy i p̊uvodńı dokazované tvrzeńı.
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5. Dokažte Pythagorovu větu pomoćı obrázku - zdroj: Pythagoras.

Obrázek 1: Důkaz obrázkem.

Pro procvičeńı i pro zv́ıdavé čtenáře:

• Mini série o d̊ukazech od Marka Valáška: Mini série d̊ukazy.

• Př́ıběh malého Gausse na straně 46 (v pdf 28): Dějiny matematiky.

• Součet n člen̊u aritmetické posloupnosti: Řešené úlohy.
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http://faculty.smcm.edu/sgoldstine/pythagoras.html
https://www.youtube.com/watch?v=6dMciDWBvZU
https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400590/DejinyMat_01-1994-1_3.pdf
https://reseneulohy.cz/1597/soucet-n-clenu-aritmeticke-posloupnosti
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