Vyroky

Je nasledujici tvrzeni vyi¢ené nejmenovanym politikem pravdivé?
,» Plati presumpce neviny. Pro béZného obéana je posvdtnd a nedotknutelnd. U politika ale plati
presumpce viny. “

1 Prochazka historii

Aristoteles se ve 4. stoleti pf. n. 1. prochézel aleji olivovniki a premyslel nad rétorickymi a filozo-
fickymi argumenty svych préatel. Zazil jiz mnoho diskuzi a ob&as mu slova pfiSla velmi presvédéiva,
avSak... néco mu nesedélo. Jakoby néktera tvrzeni, které ten den slySel, nebyla pravdiva. Hlavou mu
urcité vifilo mnoho otazek, nékteré mohly znit t¥eba takto:

e Jak najit spolehlivy zpusob, ktery mé jednoznac¢né dovede k pravdivému poznani?*

e Jak z obecné platnych principt odvodit konkrétni zavéry, a tim vytvorit pevné zéklady pro vé-
decké mysleni?“

e Jak dat mySleni ¥ad a jistotu, aby poznani nebylo zaloZeno na nézoru, ale na pravdivosti?*

Néktefi z nas by mozna dokazali odpovédét snadno, ale koncept pravdy zpusobil zavraté mnoha
myslitelim napfi¢ stoletimi.
Aristoteles chtél odlisit spravné uvazovani (dedukci) od pouhého zdéani pravdy. Byl prikopnikem
systematického zavedeni formalni logiky. Jeho dileZitym piinosem je sylogistick{ﬂ logika.
Podivejme se na piiklad:

Vgichni lidé jsou smrtelni.

Sokrates je ¢lovék.
— Sokrates je smrtelny.

Aristoteles definoval rovnéz zékladni pojmy logiky (vyrok, predikat, kvantifikdtor, kontradikce ¢&i
implikace). Principy shrnul v souboru spisii zvaném Organon (= néstroj), ktery byl po staleti za-
kladem logického mysleni v Evropé. Logika se béhem stfedovéku stala soucasti triviﬂ V 17. stoleti
se na matematické scéné objevil Leibniz, ktery kromé diferencidlniho poc¢tu hledal "univerzélni ja-
zyk vypoéti". Logika tedy zkoumé deduktivni postupy a zptsoby uvazovéni, zda plati to, co bylo
odvozeno. Pokud bychom se vratili k citatu v zahlavi této stranky, je dobré si vSimnout, Ze lecktery
politik mize vychéazet z nepravdivych predpokladi.

V 19. a 20. stoleti se matematickou logikou zabyvali naptiklad Peano, Russel, Goédel, Tarski
¢i Frege, ¢imz reagovali na potize matematikyﬂ Hledani cest, které by matematiku zbavily paradoxi
a dopfaly ji vétsi miru jistoty, vedlo k vyssi mire formalizactfl Symbolicky jazyk nas pii studiu
matematiky muze ¢asto velmi potrapit, ale je dobré si uvédomit, ze v sobé& nese hluboky vyznam.

1Sylogismus je logicky tsudek slozeny ze t¥i vyroka: dvou premis (pf¥edpokladil) a zavéru, ktery z nich logicky
vyplyva.

2Ve stfedovéku oznadovalo trivium (z latinského ,trojcesti) prvni, nizsi stupen sedmi svobodnych uméni, zaméreny
na zvladnuti jazyka a logické argumentace. Skladalo se ze t¥{ disciplin: gramatiky (rozbor textd, pfevazné latinskych),
rétoriky (umeéni Fe¢nit a psat) a dialektiky (logiky a filozofie).

3Jednou z téchto potizi byl mimo jiné Russeltiv paradox, o kterém si vice povime piisté.

4Formalizace: proces pfechodu od intuitivniho chapani k piesnému definovani a odvozovani pomoci logickych
pravidel a symbolického jazyka.
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2 Co je vyrok?

Zamysleme se nad nasledujicim paradoxem.
Paradox lhare: Toto tvrzeni je nepravdivé.

Vyrok = tvrzeni, o kterém ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé nebo nepravdivé.

K ¢emu mi bude logika?

Logika je zakladem pfesného mysleni a strukturovaného rozhodovani — proto je kli¢ova nejen
ve filozofii, ale i v programovani a umélé inteligenci. U¢i nés pracovat s pravdivostnimi hodno-
tami (,pravda® ¢ ,nepravda“) a formalné popisovat podminky, napiiklad pomoci Booleovskych
operaci AND, OR, NOT. Ty se vyuzivaji pii fizeni programového toku (,pokud je uZivatel
pfihlaSen a ma prava — zobraz obsah®), pfi navrhu digitalnich obvodi (logické hradlo AND
propusti signal jen, kdyZ oba vstupy maji hodnotu 1), i v umélé inteligenci — tfeba pii vy-
hodnocovani logickych pravidel v expertnich systémech. Logické mysleni ndm tedy umoziiuje
prevadét redlné problémy do presného jazyka, ktery miize zpracovavat stroj i ¢lovek.

~

3 Ulohy

Jednoduchy vyrok, negace, pravdivostni hodnota, obecny a existenéni kvantifikator
1. Rozhodnéte o kazdé formulaci, zda je, ¢i neni vyrokem.

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3 < 5.

(c) Pojdte dall
(d)

)

)

(e) Klaun ma Cerveny nos.

Necht je x celé ¢islo.

(f) Kazdy klaun ma Gerveny nos.

9

2. Negujte nasledujici vyroky. Vyhnéte se vSak jazykovému obratu ,Neni pravda, ze...’

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky je Brno.
(b) 3 < 5.
(c¢) Kazdy klaun ma ¢erveny nos.

)

(d) Dnes je pondéli.

3. Formulujte nasledujici vyroky slovy, negujte je a rozhodnéte o jejich pravdivosti, resp. o prav-

divosti jejich negace.
(a) VreR)(FyeR):z-y=
(b) Bz eR)(VyeR):z-y=5.
(c) Iz €Z:|z|=—u.

4. Negujte nasledujici tvrzeni.
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(a) Posloupnost (a,,) je neklesajici. Formalng:

VneN: apnt1 > ap.
(b) Rekneme, 7e posloupnost (a,) ma limitu A € R,

lim a, = A,
n—oo

pokud plati
Ve>03IN eNVn>N: |a, — Al <e.

5. Najdéte logické spojky a kvantifikitory ve vétach z linearni algebry.
(a) Mnozina Z, se s¢itdnim a nasobenim modulo n je komutativnim t&lesem pravé tehdy,
kdyz je n prvocislo.
(b) Charakteristika télesa je bud nula nebo prvoéislo.

(¢) Mnozina R™*™ vSech ¢tvercovych matic fadu n nad komutativnim okruhem R tvoii spolu
s operacemi s¢itani a nasobeni okruh. Ma-li okruh R jednotkovy prvek, mé i okruh R™*™
jednotkovy prvek.

(d) KaZzdou permutaci je moZno slozit z transpozic.
(e) Jestlize ma permutace P € S,, pravé k cykld, je sgn P = (—1)"7F.

(f) Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim s¢itancem.
Slozeny vyrok, logické spojky (konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence)
1. Urcete pravdivost vyroku.

(a) 5>3A5<3.

(b) 5>3Vv5<3.

(¢) 3>5—3]6.

(d) 2-3=5<3-2=5.

2. Vyroky z predchoziho cvieni negujte.
3. Urcete pravdivost vyroki.

(a) ImeN:2|nAn<5.

(b) ImeN:2|nAn|l15.

(c) Ve €Z:|x| <0V <O0.
(d) Ve €Z: |z| =z V|z| = —z.
() VneN:n<5—=2n<T.
(f) vneN:2|n—-n+1>3.
(g) VgeR:2¢< 2 < qg< i
(h) VgeR:q>3s¢*>>09.

4. Vyroky z pfedchoziho cvi¢eni negujte.
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Vyrokova proménni, vyrokova formule, obracenia a obménéna implikace, tautologie,
kontradikce

1.
2.

Kdy je formule (AV B) — (A — B) nepravdiva?

Vyrokovou formuli (AV B) — (A — B) negujte a zapiSte co nejjednodussi formuli ekvivalentni
s touto negaci takovou, Ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané dil¢i vyroky A, B, jejich negace a
spojku A.

. Zapiste

a) obracenou,

b) obménénou

implikaci k (AV B) — (A — B). V jakém vzajemném vztahu jsou implikace a jeji obména?
p J J J p J€]

. Definice prosté funkce zni:

f(l’l) = f(l’g) = T1 = To.

ZapiSte obménénou implikaci této definice. Jsou dané formulace ekvivalentni?

Diilezitymi pojmy jsou rovnéZ tautologie (vyrok, ktery je pro libovolné ohodnoceni svych
vyrokovych proménnych vzdy pravdivy) a kontradikce (vyrok, ktery je vzdy nepravdivy, bez
ohledu na pravdivostni hodnotu jeho ¢asti). Zajemci mohou nahlédnout do Matematickeé logiky

nebo do bakalaiské prace Vyrokovy pocet: Vyukovy podklad a fesené priklady.

4 ResSeni

Jednoduchy vyrok, negace, pravdivostni hodnota, obecny a existen¢ni kvantifikator

1.

2.

Rozhodnéte, zda jde o vyrok.
(a
(b
(c
(
(e

(f

Negujte nasledujici vyroky.

Je to (nepravdivy) vyrok.

Je to (pravdivy) vyrok.

Nejedné se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.
Nejedna se o oznamovaci vétu, tedy nejde o vyrok.

Neni dost konkrétni (neni jasné, ktery klaun), tedy nejde o vyrok.

o
—_ T L D T

Je to vyrok, ale bez dat neumime rozhodnout pravdivost (kvantifikuje ,kazdy*).

(a) Hlavnim méstem Ceské republiky neni Brno./ Hlavnim méstem Ceské republiky je jina
obec nez Brno.

(b) 3 neni mensi nez 5. / 3 je v&t&i nebo rovno 5./ 3 > 5.

(¢) Existuje klaun, ktery neméa ¢erveny nos./ Alespon jeden klaun m4 jinou barvu nosu nez
cervenou.
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(d) Dnes neni pondéli./ Dnes je jiny den nez pondéli./ Dnes je utery, stfeda, ¢tvrtek, patek,
sobota nebo nedéle.

Pozndmka: Negaci (a) neni vyrok »Hlavnim méstem Ceské republiky je Praha“, negaci (b) neni
vyrok 3 > 5, negaci (¢) neni vyrok ,,Zadny klaun nemé ¢erveny nos* a obdobné negaci (d) neni
vyrok typu ,,Dnes je stfeda.”

3. Formulujte, negujte, rozhodnéte pravdivost.

(a) (VzxeR)(TyeR):z-y=>5.

Slovy: ,Ke kazdému redlnému z existuje realné y takové, ze x - y je rovno 5. Vyrok neni
pravdivy, nebot pro x = 0 nebude rovnost splnéna.

Negace: (3z € R) (Vy € R) : z -y # 5. Slovy: ,Existuje realné x takové, ze pro kazdé y je
x -y rizné od 5.“ Toto tvrzeni pravdivé je, staci, aby existovalo takové x jedno jediné —
je jim 0.

(b) ,Existuje realné z takové, ze pro kazdé y je = -y rovno 5. Vyrok neni pravdivy, protoZe
pokud by takové x existovalo, muselo by se rovnat 2, aviak vyraz % neni pro ménici se y
konstantni. Jesté 1épe lze pravdivost nahlédnout z pravdivosti negace.

Negace: (Vx € R) (Jy € R) : x -y # 5. Slovy: ,Ke kazdému readlnému z existuje realné y
takové, Ze x -y je rtizné od 5.“ Toto tvrzeni je pravdivé, nebot ke kazdému ¢islu « snadno
nalezneme alesponl jedno (zfejmé i vice) ¢isel y takovych, aby soudin x - y byl rizny od 5.

(c) ,Existuje celé ¢islo = takové, Ze jeho absolutni hodnota je rovna &slu k nému opa¢nému.*
Vyrok je pravdivy. K prokazani pravdivosti staci nalézt alespon jedno takové ¢islo, je jim
napi. x = —2.

Negace: Va € Z : |z| # —x. Slovy: ,,Pro kazdé celé &islo x plati, Ze jeho absolutni hodnota je
rizna od &isla opacného k x.“ Tento vyrok pravdivy neni, nebot (jak jiz z vySe uvedeného
vime) napf. pro z = —2 rovnost plati.

4. Negace tvrzeni o posloupnostech.
(a) Posloupnost (a,) je neklesajici. Formalng:
VneN: apt1 > ap.

Negace: Posloupnost (a,) neni neklesajic IneN: a1 <ap.
(b) Definice limity:
Ve>03INeNVn>N: |a, —A| <e.

Negace:
F>0YNeNIn>N: |a, — A| > e.

5. Logické spojky v tvrzenich z LA (ukazka pFepisu).

(a) Mnozina Z, se s¢itanim a nasobenim modulo n je komutativnim télesem pravé tehdy,
kdyz je n prvodcislo.

(b) Charakteristika télesa je bud nula nebo prvoéislo.

5Pozor! Chybné: Posloupnost (ay) je klesajici.
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(¢) Mnozina R™*™ vSech &tvercovych matic fadu n nad komutativnim okruhem R tvoii spolu
s operacemi s¢itani a nasobeni okruh. Ma-li okruh R jednotkovy prvek, mé i okruh R™*"
jednotkovy prvek. (implikace)

(d) KaZzdou permutaci je moZno slozit z transpozic.
e) Jestlize ma permutace P € S,, pravé k cykld, je sgn P = (—1)**. (implikace
Y. Je sg

(f) Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim séitancem.
Slozeny vyrok, logické spojky
1. Urcete pravdivost.

(a) 5 >3 A5 <3 — nepravdivy

(b) 5>3V5<3— pravdivy

(¢) 3>5—3|6— pravdivy (3 > 5 neni pravdivy vyrok, pravdivost druhého vyroku je tedy
nepodstatna).

(d) 2-3=5<3-2=5— pravdivy (ekvivalence dvou nepravdivych vyroki).
2. Negace predchozich vyroki.
AANB)=(-A)V (-B),tedy 5<3 VvV 5> 3.
AV B) = (mA) A (-B), tedy 5< 3 A 5> 3.
A— B)=AA(—B), tedy (3 >5)A(316).
A& B)=(AN-B)V(-mAANB). Zde (2-3=5A3-2#5) V (2-3#5A3-2=25).

(a) =
(b)

(¢) -
(d) =

-

A~ A~~~

3. Urcete pravdivost.
(a) IneN: 2|n A n<5— pravdivy (napf. n = 2).
(b)y IneN: 2|n A n|15— nepravdivy (délitele 15 jsou 1,3,5,15).
Ve €Z: |x| <0 V 2% <0 — nepravdivy (ani |x| < 0, ani 22 < 0 nikdy neplati).

(d) Ve €Z: |z|=2 V |z| = —x — pravdivy (kladné i zaporné ).
() VneN: n<5—2n<7— nepravdivy (pron =4 je 8 £ 7).
(f) YneN: 2|n—n+12>3— pravdivy (U implikace je rozhodujici, zda za pfedpokladu

pravdivého prvniho dilétho vyroku je pravdivy i druhy diléi vyrok, ¢ nikoliv. Zkoumame
tedy platnost druhého dilétho vyroku pron € {2,4,6,8, ... }. Druhy diléf vyrok lze upravit
do tvaru n > 2. Tuto podminku vSak vSechna uvazovana suda ¢isla spliji, a tedy je dany
vyrok pravdivy).

(g) VgeR: 2¢< % Sq< % — pravdivy (ekvivalentni nerovnosti).

(h) Vg € R: ¢ >3 < ¢ > 9 — nepravdivy (Pravdivost ekvivalence miizeme ovéFit prozkou-
méanim pravdivosti implikaci ob&ma sméry. Nejprve uvazujme implikaci zleva doprava.
Pokud ¢ splituje podminku ¢ > 3, pak plati, ze ¢> > 9. V pifpadé implikace zprava do-
leva vSak nejprve piedpokladime, ze ¢ > 9, z &ehoz plyne, Ze ¢ muZe nabyvat libovolné
hodnoty z intervala (—oo; —3) a (3; 00), neboli implikace zprava doleva neplati (napf. pro
q = —5), a tedy i neplati dany vyrok. ).

4. Negace téchto vyroki.
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(a) VneN: 24n vV n>5.

(b) YneN: 2{n V ntl5.
Jx€Z: |z|>0 A 22 >0.
deZ: |x|#x A |z| # —.

)
)
¢)
)
) IneN: n<5 A 2n>T.
)
)
)

(
(d

(e
(f) IneN: 2|n A n+1<3.
(g EIqGR:(2q<%/\q2%)\/(2q2%/\q<%).

(h) JgeR: (q>3 A q2§9) \Y (q§3 A q2>9).

Vyrokova proménna, vyrokova formule, obracena a obménéna implikace, tautologie,
kontradikce
1. Kdy je formule (A V B) = (A = B) nepravdiva?

Reseni: Formule ma podobu implikace. Implikace je nepravdiva pouze tehdy, kdyz je pravdiva
jeji prvni ¢ast a zaroven nepravdiva ¢ast druha. Prvni ¢ast, tj. formule A V B je pravdiva,
je-li alespoii jedna z proménnych A, B pravdivi. Druha ¢ast, tj. formule A = B je nepravdiva
pouze tehdy, kdyZ je p(A) =1 a p(B) = 0. V tomto pfipadé je prvni ¢ast pravdiva, coz jsme
chtéli. Dana formule je nepravdiva pouze tehdy, kdyZ A je pravdivé a B nepravdivé.

2. Vyrokovou formuli (AV B) = (A = B) negujte a zapiste co nejjednodussi formuli ekvivalentni
s touto negaci takovou, Ze obsahuje jen (ne nutné oba) dané dil¢i vyroky A, B, jejich negace a
spojku A.

Resend: Formule ma podobu implikace. Negaci implikace je konjunkce prvni ¢asti a negace
druhé ¢asti, tedy (AV B) A (A A —B). Formule s touto formuli ekvivalentni je nap¥. A A =B,
coz lze ovérit iivahou nebo tabulkou pravdivostnich hodnot.

3. Zapiste

a) obracenou,

b) obménénou

implikaci k (AV B) = (A = B). V jakém vzajemném vztahu jsou implikace a jeji obména?
Reseni:

(a) (A= B) = (AVB).
(b) =(A = B) = ~(AV B), neboli (A A ~B) = (=A A -B).

Implikace a jeji obména jsou navzajem ekvivalentni.

4. Jeji obména je logicky ekvivalentni formulace:

Ty # x93 = f(21) # f(22).

Tento tvar vyjadiuje, ze rizné argumenty maji rizné hodnoty funkce. Obé formulace popisuji
stejny vztah, pouze z opacéné logické perspektivy.

Je dobré si uvédomit, Ze na obé definice miZeme v materialech narazit, viz Portal SS
matematiky - funkce, Injektivni funkce.
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