Mnoziny

Existuje holic, ktery holi muZe, kteri se neholi sami. Kdo holi holice?

1 Struc¢na prochazka historii aneb Co je mnozZina?

Otazka ,Co je mnozZina?“ se na prvni pohled zda jednoduché — prece soubor prvki, které maji
néco spoleéného. Ale pravé tahle jednoduchost se stala jednim z nejhlub8ich problémt moderni
matematiky. Myslenka ,mnoziny*“ totiz vykvetla z lidské snahy pochopit nekonecéno.

Uz anticti filozofové rozlisovali potencialni a aktuélni nekonefno. Potenciilni nekoneéno (napi.
moznost stale pFi¢itat jednotku) je proces, ktery nikdy nekonéi, zatimco aktualni nekone¢no zna-
mena, ze nekoneéna mnozina existuje jako celek.

V 17. stoleti na matematickou scénu prichazeji Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz se za-
klady diferenciélniho a integralniho poc¢tu. Jejich slavny spor o prvenstvi doprovazela i problematika
pocitdni s nekonecné malymi velicinami, tzv. infinitezimdlni pocet. Pfijmout nové metody infinite-
zimélntho poc¢tu znamenalo rovnéz prijmout aktualni nekonecno jako matematicky objekt. Mnozi
byli této predstavé piiznivé naklonéni, avSak napfi¢ Evropou zaznivaly i hlasy kritikil, mezi nimiz
byli napiiklad Michel Rolle ¢i George Berkeley. A je se vlastné ¢emu divit? Jak miZeme vlastné
s nekone¢nem rigor6zné pracovat?

V 19. stoleti se aktualnim nekonecnem zabyval napiiklad ¢esky matematik Bernard Bolzano
a predevsim také Georg Cantor, ktery uc¢inil rozhodujici krok. Cantor povazoval za mnozinu jakykoliv
souhrn objektt, kde o kazdém prvku je mozné rozhodnout, zdali je, ¢i neni jejim prvkem. Dale
dokézal, Ze existuji rizné velkd nekonecna — napiiklad mnozina pfirozenych ¢isel je ,menSi nez
mnoZina vSech realnych &isel. Mohlo by se zdat, ze Cantor nagel odpovéd na nasi ivodni otézku, ale
Bertrand Russell v jeho pojeti narazil na ozehavy problém.

Russell si fekl: ,,Uvazujme, Ze je dana mnozina S, kterd obsahuje vSechny mnoziny takové, ze
nejsou samy sobé& prvkem.“ Pokud by nam toto znéni pfisSlo enigmatické, analogicky tuto tvahu
zachycuje tzv. paradox holice v zéhlavi stranky. Paradox otfasl zaklady celé teorie. Reakci na to byla
axiomatizace teorie mnozin (Zermelo, Fraenkel, Hilbert), ktera pfesné stanovila, co mnozina je
a jak s ni smime zachézet.

Dnes je teorie mnozin zdkladem moderni matematiky — jazykem, v némz jsou formuloviny
vSechny ostatni obory. Presto zistava v jadru stejné otazka, ktera kdysi trapila Cantora i Russella:

Muize élovek opravdu pochopit nekoneéno, kdyz sam je konecényj?
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Pro zvidavé étenare:

e vice k zamySleni o mnozinach: Esence teorie mnozin,

e vice o teorii mnozin se lze docist v pékné bakalarské praci zde: Struény tvod do teorie
mnozin pro stredoskolaky,

e vice o sporu mezi Newtonem a Leibnizem se lze dozvédét zde: Newton and Leibniz:
Crash Course History of Science.

2 Ulohy

MnoZina (konecnd/nekoneénd), prvek mnoZiny, mohutnost mnoZiny, zdpis mnoZiny, rovnost
mnozin

1. Zapiste dané mnoziny vyctem prvki a jsou-li koneéné, urcete jejich mohutnost.

(a) A={a€N;|a| =5}
(b) B={a€Z;lal =5}
(c) C={neN;n|24}
(d) D={neN;n[24 An > 10}
(e) E={neN;n|24 An|15}
() F={neN;n<10An > 8}
(g) G={neN;n< 3= n|6}
(h) H={heZ;Vh<2& (T<h<10Vh>12)}

2. Pro jaké x € Z obsahuje interval A = (z;3xz — 2) pravé 9 pfirozenych &isel?

3. Zapiste vy¢tem mnozinu

M ={z € N;(x < 15) A [(z mod 3 < 2) = 2|z]}.

Podmnozina, prdzdnd mnoZina, potencni mnoZina, operace s mnozinami

1. Vypiste vSechny podmnoziny mnoziny A = {a,b, c}.

2. Jsou dany mnoziny:

A={1,2,3,4,5}, B={beR;b>3}, C=R\{l}, D= (-5;3).

Zapiste vyctem nebo intervalem:

(a) AnD
(b)y AuD
(¢c) BND
(d) C\D
) B

)

(
(f A\C
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https://www.youtube.com/watch?v=zI5JVfd-iqE&list=PL2m0OzES6Uw-7QDvuWxXnuyHj5BZT40hX&index=1
https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/david_weber/bp.pdf
https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/david_weber/bp.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=9UKGPOwR-iw
https://www.youtube.com/watch?v=9UKGPOwR-iw

Vennovy diagramy
1. Znazornéte pomoci Vennova diagramu:
(a) (AnB)\C

(b) (A\C)UB
(c) A"\ C

2. Zapiste symbolicky (pomoci operaci s mnozinami A, B, C) vztahy znézornéné Vennovymi
diagramy na obrazku 1:

Al 4 B

Obréazek 1: Vennovy diagramy

3. Zjednoduste zapis
((AUB)\ (BNC)\ (ANC).

Textovd uloha

a) Autocentrum prodava automobily nékolika znacek. Za posledni mésic bylo prodano celkem 61
vozl. Automobili vybavenych adaptivnim tempomatem bylo prodano tiikrat vice nez
automobila znacky Skoda. Automobilit Skoda bez adaptivniho tempomatu bylo prodano o 6
méné nez Skodovek s tempomatem. Aut bez adaptivniho tempomatu jiné znacky nez Skoda
bylo prodano o 3 vice nez automobila Skoda bez tempomatu. Kolik aut prodalo autocentrum
znacky Skoda? A kolik prodalo vozii s adaptivnim tempomatem jiné znacky nez Skoda?

K ¢emu mi to bude?

Necht A je mnozZina uzivateli, ktefi klikli na reklamu, a B mnozina téch, ktefi provedli nakup.
Pak AN B vyjadiuje konverze a A\ B ztraceny potencidl. Tedy béZna analyza dat je pfimo
aplikaci mnozinové logiky.

s b4 rd
3 ReSeni
Mnozina (konecnd/nekonecnd), prvek mnoZiny, mohutnost mnoziny, zdpis mnoZiny, rovnost mnozin

1. Zapiste dané mnoziny vyctem prvki a uréete mohutnost
(a) A={5},]4] =1
(b) B = {55} |B| = 2.
(c) C =1{1;2;3;4;6;8;12;24},|C| = 8.
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(d) D ={12;24},|D| = 2.
(e) E={1;3},|E|=2.
(f) F = {8;9},|F| = 2.
(g) G ={1,2;3;4;5;...} = N, mnozina neni koneéna (je vak spocetna).
(h) H={7;11;12},|H| = 3.
2. Pro jaké x € Z obsahuje interval A = (z;3x — 2) pravé 9 pfirozenych &isel?
Jelikoz x € Z, budou krajnimi hodnotami intervalu cela &isla. Aby intervalu nalezelo pravé
devét prirozenych ¢isel, musi byt rozdil krajnich hodnot roven 8, tj. Fesime rovnici 3z —2—z = 8.
ReSenim je x = 5, tedy A = (5;13). Pfipustime-li, Ze v zapisu daného intervalu nemusi byt
vlevo mensi ¢islo (coZ je v8ak neobvyklé) a Ze interval obsahuje pravé 9 celych ¢isel, uvazujeme
absolutni hodnotu rozdilu rovnou 8. Potom by tloha méla jesté druhé feSeni: (—3; —11), resp.
radéji psano jako (—11;—3).
3. Zapiste vy¢tem mnozinu
M ={z € N;(x < 15) A [(z mod 3 < 2) = 2|z]}.
Podminku x < 15 spliiuji pfirozena ¢isla 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14. Z nich je tfeba
vybrat ta, ktera spliiuji i podminku (z mod 3 < 2) = 2|z. Vysledky vypoétu x mod 3 mohou
nabyvat hodnot 0, 1, 2. Nabyvaji-li hodnotu 2, potom prvni ¢ast implikace neni splnéna, a tedy
celad implikace je automaticky pravdiva. Takova x budou v mnoziné M, jedna se o hodnoty

2,5,8,11 a 14. Ze zbyvajicich hodnot je tfeba vybrat takové, pro néz je pravdivy i vyrok 2|z,
tj. hodnoty 4, 6,10 a 12. Tedy M = {2;4;5;6;8;10;11;12;14}.

Podmnozina, prdazdnd mnoZina, potencéni mnozina, operace s mnozinami

1. Vypiste v8echny podmnoziny A = {a;b; c}.
Mnozina A je t¥iprvkova, tedy ma 23 = 8 podmnozin:

@, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}.
2. Jsou dany A ={1,2,3,4,5}, B={beR; b> 3}, C =R\ {1}, D = (—5;3). Zapiste vysledky.
(a) AnD={1;2}.

Vennovy diagramy
1. Znazornéte pomoci Vennova diagramu:
(a) (AnB)\C
(b) (A\NC)UB
(c) A\ C

Reseni:
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Obréazek 2: Vennovy diagramy

2. Zapiste symbolicky (pomoci operaci s mnozinami A, B, C) vztahy znazornéné Vennovymi
diagramy na obréazku 1:

(a) (AuB)NC.
(b) (A\B)uC.
(c) (AUuBUCY.
3. Zjednoduste [(AUB)\ (BNC)]\ (ANC).

Lze Tesit Vennovymi diagramy.

[(AUB)\ (BNC)\(ANC) = (AUB)\C.

@

Obréazek 3: Vennovy diagramy

Textovd loha

(a) Autocentrum prodava automobily nékolika znacek. Za posledni mésic bylo prodano celkem
61 vozii. Automobili vybavenych adaptivnim tempomatem bylo prodéano tfikrat vice nez
automobilt znacky Skoda. Automobili Skoda bez adaptivniho tempomatu bylo prodano
0 6 méné nez Skodovek s tempomatem. Aut bez adaptivniho tempomatu jiné znacky nez
Skoda bylo prodano o 3 vice nez automobili Skoda bez tempomatu. Kolik aut prodalo
autocentrum znacky Skoda? A kolik prodalo vozii s adaptivnim tempomatem jiné znacky
nez Skoda?
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Reseni: Ulohu lze fesit pomoci Vennova diagramu pro 2 mnoziny. Necht mnozina A odpovidéa
vSem prodanym voziim s adaptivnim tempomatem a mnozina B vSem prodanym vozim znacky
Skoda. Ozna¢ime-li a pocet prodanych vozi jiné znacky nez Skoda s tempomatem, b pocet
prodanych vozi Skoda s tempomatem, ¢ pocet prodanych vozu Skoda bez tempomatu a d
pocet ostatnich prodanych vozi, potom z textu zadani vyplyva, ze plati:

a+b+c+d=061

a+b=3(b+c)
c+6=>
d—3=c

Vyfesenim soustavy linearnich rovnic ziskdme a =35, b =11, c=5ad = 8. Autosalon tedy
prodal 16 skodovek (b+ ¢) a 35 vozii s tempomatem jiné znacky nez Skoda.

Pro doplnéni:

Na néasledujicim odkazu je mozné nalézt videa tykajici se mnozin naptiklad pro pripome-
nuti/osvéZzeni/doplnéni pojmi (prinik, sjednoceni, doplnék, rozdil, aj.): Isibalo: Uvod do mno-
Zin.
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https://www.youtube.com/watch?v=jfC2fwkx8_0&list=PLD-MTmOzXT5MFPg-0TgYcGvZ-gae4UyXy&index=1
https://www.youtube.com/watch?v=jfC2fwkx8_0&list=PLD-MTmOzXT5MFPg-0TgYcGvZ-gae4UyXy&index=1
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