Komplexni éisla

Odkud se vzala komplexnt ¢isla?

Piiblizné v 16. stoleti se matematici jako Gerolamo Cardano, Rafael Bombelli, Niccolo
Tartaglia nebo Scipione del Ferro zabyvali feSenim kubickych rovnic. Narazili na problém
s odmocninami ze zapornych ¢&isel. Zaporna éisla jako takova tehdy ¢inila velké potize
(snadno si predstavime 3 ovecky, ale jak si predstavit —3 ovecky?). Jak k tomu navic
interpretovat napiiklad v/—1? Aby bylo mozné kubické rovnice vytegit, bylo nutné pracovat
i s odmocninami ze zapornych ¢isel. Imaginarni jednotka i se v8ak neobjevila hned. Tteba
Bombelli popsal v/—1 jako piti di meno, aby mohl rovnice tspé&iné zvladnout. Dnes pouzivany
symbol i zavedl az Leonhard Euler v 18. stoleti, ¢imz formalizoval praci s komplexnimi &isly.

K cemu komplexni ¢isla slouZi?

Komplexni ¢isla jsou vyznamné nejen v matematice, ale také ve fyzice, predevsim v elektro-
technice (pfi analyze stfidavych proudi), optice a hydrodynamice (kde umoZziiuji popisovat
dvourozmérné jevy pomoci jediné veli¢iny).

e Kubické rovnice mély dynamicky vyvoj. Mezi matematiky doslo k rtiznym stfetum. Jak
vypadaly matematické duely a co pfesné se odehralo mezi Cardanem a Tartagliou? To
se lze dozvédét zde: | How Imaginary Numbers Were Invented.

1 Zadani

Gaussova rovina, algebraicky tvar (redlnd a imagindrni édst, imagindrni jednotka), cislo komplexné
sdruzené, absolutni hodnota, exponencidlni a goniometricky tvar (argument komplexniho éisla), Mo-
wreova veta.

Algebraicky tvar: z=a+1b
Goniometricky tvar: z = |z|(cosp + isinyp)
Exponenciélni tvar: 2z = |z|e?

b
|Z|:\/m, Z =a — b, SiH(P:ﬁ> COS‘P:i
z

1. Urcete goniometricky tvar komplexniho éisla.

2. Zapiste v exponencialnim tvaru.

(a) =5
(b) 1—i
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https://www.youtube.com/watch?v=cUzklzVXJwo
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Obrazek 1: Znazornéni v komplexni (Gaussové) roviné.

3. Urcete algebraicky tvar komplexniho ¢isla.
(a) ei7r
(b) 18¢i5™

4. Méjme z =2 — 3i.
Spocitejte nasledujici vyraz (vysledek uved'te v algebraickém tvaru a + bi):

(I1—=4)-24+(341)-z— (44 2i).
5. DokaZte Moivreovu vétu:

VeeRaVneN: (cosz+isinz)"” = cos(nx) + isin(nz).

6. Vypoctéte v algebraickém tvaru:

(1 —iv3)5.
7. Vypoctéte v goniometrickém tvaru:

(cos 3 + isin 3?”)_60

Poznamka. V mnoziné C pfedstavuje n-tou odmocninu z daného komplexniho ¢&isla
a = |a|(cos a + isin @)
mnozina n komplexnich &isel
2K = |a|%(cos(%)—&—isin(o""nﬂ))7 ke{0,1,2,...,n—1}.

Obrazy vSech téchto ¢isel zi lezi ve vrcholech pravidelného n-tthelniku vepsaného do kruznice
N s 1 - 1
se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a s polomérem r = |a| .
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8. Reste binomickou rovnici
82 427 = 0.

9. Reste rovnice s neznamou z € C:
a) 22 —4x+5=0,
b) iz? + 2z — 5i = 0.
10. V Gaussové roviné najdéte obrazy vSech komplexnich &isel z, pro néz plati:

(a) |z +3+2i| <3,
(b) [1—i| > 2] > 1.

Proc¢ se goniometrické funkce objevuji v Fulerove identité?
Myslenka vychazi z Taylorova rozvoje, ackoliv historicky byl vyvoj trosku slozit&jsi (¢as ve vi-
deu 11:10): | Why do trig functions appear in Euler’s formula?.

2 ReSeni
1. Urcete goniometricky tvar k. ¢.
(a) Argument komplexniho ¢isla je ¢ = %, absolutni hodnota [z| = 1,
= z=1- (cosg —l—isin%).
(b) Argument komplexniho ¢&isla z intervalu (0, 27) je

5

o= gm—21 =g, 2| =3 = 2= 2(cos2m +isinim).

N |

(¢) Absolutni hodnotu dopocitame z realné a imaginarn{ ¢asti:
a=2V3, b=2, |zl=1/(2V3)2+22=4.

Argument uréime z pravothlého trojihelniku o pfeponé |z| a odvésnach a, b:

2V3 _ V3
4 27

. 2 1:>
sing =— = — =
P 19 P

oIy

cosy =

Tedy

z :4(008% +z’sin%).

2. Zapiste v exponencialnim tvaru.

(a) |2| =5, o =7 = z=5e'".

M) |2|=Vv2, p=1Ir = 2= V2eiim,
3. Urcete algebraicky tvar.

(a) €™ =cosm+isinT = —1.
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https://www.youtube.com/watch?v=TLgZit1HTxA

(b) 186787 = 18(cos 2r + isin 3m) = 18(— 4 + i) = —9+i9V3,
4 2+ 4i
5. Dokazte Moivreovu vétu.

(a) Pro n =1 dostavame cosx + isinx = cosx + isin .
(b) Dokazujeme V(n) = V(n + 1), kde
V(n+1): (cosz +isinz)" = cos((n + 1)z) +isin((n + 1)z).
Za pomoci souc¢tovych vzorct pro funkce sinus a kosinus upravime pravou stranu:
cos(nx + x) + isin(na + x) = cosnx cos & — sinnx sin & + i(sin nx cos x + cos nx sin x).
Dale
-+« = cos z(cosnx +isinnx)+isin x(cosnx +isinnz) = (cos x +isin x)(cos nx + i sinnx),

tedy
n+1

= (cosz + isinz)"(cosx + isinz) = (cosx + isinx)
Implikace je tedy pravdiva, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

6. Vypoctéte v algebraickém tvar.

5 5
1—iv3 =2/ cos o7 + 7 sin o .
3 3
Moivreovou vétou:

(1-iv/3)® = 2° (cos(5 : 5%) + isin<5 : 5%)) - 32(608(%) +isin(g)) =32 <; —H\ég) = 16-+16iV/3.

7. Vypoctéte v goniometrickém tvaru. Vyuzijeme Moivreovu vétu a argument nasledné upravime
3 3my —60 3 3
(cos %4—1 sin ?ﬂ) = cos(—60-§)+i sin<—60-§> = cos(—36m)+i sin(—367) = cos(2m)+i sin(27).

8. Rovnice je ekvivalentni s rovnici

27
e —
8
hledame tedy vSechny tfeti odmocniny z ¢isla —%, které lze goniometrickém tvaru zapsat jako
27 .
§(COS§0 + zsm<p).

2 2% %
or = \/87 <cos7r+37r+isin7r+37r), k=0,1,2.

9. Reste rovnice s neznamou x € C.
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a) Spod¢itame diskriminant D = 16 — 20 = —4. Hledan4 feSeni jsou ve tvaru:

4+ 2
T1,2 = ! =2+
b) Spocitame diskriminant D = 4 — 4i(—5¢) = —16. Hledan4 FeSeni jsou ve tvaru:
-2+ 4
Tia=———.
b2 2
Upravou dostaneme
244 —-142 —2-4 -1-2i
B i =2 m= g i (=i=2)

10. V Gaussov€ roviné najdéte obrazy.

(a) Nerovnici upravime do tvaru
|z — (=3 —2¢)| < 3.

Hledame vSechna komplexni éisla, jejichz vzdéalenost od bodu —3 — 2¢ je mensi nebo
rovna tfem. Obrazy téchto ¢isel v Gaussové roviné vyplni kruh se stiedem v bodé —3 — 2i
o poloméru 3.

(b) Hledame vSechna komplexni ¢isla, jejichz absolutni hodnota, nebo téz velikost, je v&tsi nez
1 a mensi neZ je velikost ¢isla 1 — 4. Obrazy téchto ¢isel vyplni oblast mezi soustfednymi
kruznicemi k resp. [ se stfedem v pocatku a poloméry

T‘k:]., ?"l:|1—7;|:\/§,

pfi¢emz kruznice k do oblasti patfi (nerovnost >), kruznice ! nikoliv (nerovnost <).

a) Im b) im

Il‘ ™ Re
~2i b : | I’
\ 4 1,
\\ __"F

Obrazek 2: Znazornéni prikladu 10 v komplexni (Gaussové) roviné.
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