’ Dikazy ‘

1 Strucéna prochazka historii aneb k ¢emu muze slouzit dikaz
indukci?

Leonardo Pisdnsky (zvany téz Fibonacci) ve své uebnici aritmetiky Liber Abaci z roku 1202 se-
psal zndmou tlohu o kraliccich (viz napiiklad Uloha o kraliccich), kterd vede na tzv. Fibonacciho
posloupnost:

0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, ...

Jednd se o nekone¢nou posloupnost prirozenych ¢éisel, v niz plati, ze kazdé nasledujici ¢islo je
souctem dvou predchozich. Jestlize je objekt (napi. posloupnost nebo funkce) definovan pomoci jed-
nodussiho pifpadu sebe sama — piicemz je vzdy uveden i zdkladni (pocdtecn{) pifpad — hovoiime
o principu rekurze. Rekurze je uzite¢na nejen v matematice, ale také v lingvistice a informatice.

Jak rekurze souvisi s dukazem indukci?

Predstavme si, ze stavime véz z kostek. Nejprve polozime prvni kostku, pak na ni druhou, teti
a tak ddle — kazdé nové patro se opird o to predchozi. Tento postup odpovida rekurzi: kazdy krok
vyuzivé jednodussi verzi sebe sama, dokud nedojdeme k zédkladnimu piipadu.

Chceme-li nyni dokézat, ze takova véz bude stdt pevné bez ohledu na pocet pater, postupujeme
podobné. Ovéiime, ze prvni patro stoji, a poté ukazeme, ze pokud drzi véz o n patrech, zvladneme
postavit i véz o n + 1 patrech. To je dukaz indukeci.

Babylénané ocividné znali rekurzi, protoze méli navod jak véz stavét. Bohuzel nepouzili princip
indukce, protoze si neovéfili, pro¢ véz stoji a zda se jim nezfiti.

2 Zadani
1. Dokazte sporem vétu: Pro v8echna kladnd redlné ¢isla a, b plati:
a b
— 4+ - > 2.
b + a —

2. Dokazte matematickou indukeci, ze soucet prvnich n kladnych lichych éisel je roven n2.

3. Dokazte tvrzeni:

" 1
VneN:) k2:12+22+32+~~+n2:6n(n+1)(2n+1).
k=1

4. Dokazte tvrzeni:

- 1
VnEN:Zk(k+1):1-2+2-3+3-4+~-~+n(n+1):§n(n+1)(n+2).
k=1

5. Dokazte tvrzeni:

= 1 1 1 n
Z(Zk—l)(Qk‘—!—l) 13 3t T e Denr ) st

k=1


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1493-fibonacciho-posloupnost-zavedeni#:~:text=Fibonacciho%20posloupnost.,ve%20dvou%20m%C4%9Bs%C3%ADc%C3%ADch%20sv%C3%A9ho%20v%C4%9Bku.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rekurze

10.

. Dokazte, ze pro kazdé n € N je ¢islo 10™ — 4 délitelné Sesti.

. Najdéte chybu v dukazu indukei:

Tvrzeni: Viechna redlna ¢isla se navzajem rovnaji.
Dukaz: ZapiSeme tvrzeni nejprve formalné jako vyrok:
V(n) = ,Pro libovolnd redlnd ¢isla zq, ..., x, plati ;3 = ... = x,.“

Pro n = 1 vyrok V(1) trividlné plati. Pokud n € N, piedpoklddejme, ze V(n) plati a ze
Z1,...,Tn4+1 jsou libovolna redlnd ¢isla. Podle indukéniho pfedpokladu se libovolna n-tice
redlnych ¢isel navzajem rovna, plati tedy

T1 = T2 = = Tn,
ale také
To=...=Tp = Tp41-
Pak ale 1 = ... = x,41, tedy vyrok V(n + 1) plati. VSechna redlnd ¢isla jsou si tedy rovna.

. Mé&jme libovolnou kone¢nou mnozinu X a oznat¢me |X| = n. Zaved'me si ndsledujici znacen:

PX)={A]AcC X},

tj. P(X) obsahuje vSechny podmnoziny mnoziny X. Dokazte, Zze koneénd mnozina X mé vzdy
2" podmnozin, tzn. |P(X)| = 2™.

. Dokazte, ze Vn € ZSF plati:

> dil=(n+1)! -1
=0

Dokazte, ze Vn € N : 2™ > n.
Zformulujte obdobné tvrzeni tykajici se nerovnosti 2™ > n? a dokazte jej.

ReSeni

. Budeme se snazit z negace puvodni véty odvodit nepravdivé tvrzeni. Nejprve tedy vétu zne-

gujeme:
b
JabeRT: 242 <o
b a

Nebot a i b jsou kladn4 redln4 éisla, miizeme nerovnici vyndsobit ab a nésledné upravit do tvaru
(a — b)? < 0. Zadn4 kladnd redlnd &isla a, b viak této nerovnici nevyhovuji, dospéli jsme tedy
ke sporu, negace vyroku je nepravdiva, plati tedy puvodni tvrzeni.

. Chceme dokdzat: Vn e N: 14345+ -+ (2n — 1) = n?.

a) Tvrzen{ nejprve dokdzeme pro nejmens{ ¢islo z mnoziny N. Pro n = 1 tvrzeni plati,
dostédvame rovnost 1 = 12.



b)

Dokézeme, ze z platnosti zkoumaného tvrzeni pro n (oznacme V(n)) vyplyvéd platnost
daného tvrzeni pron+1 (V(n+1)).
Vin+1):VneN:1+34+5+ -+ 2n—1)+ (2n+1) = (n+ 1)

Dle indukéntho predpokladu lze vyraz 1+3+5+---+(2n—1) nahradit vyrazem n? a levou
stranu V (n + 1) upravit do tvaru n? + (2n + 1), coz po jednoduché tpravé dava (n+ 1)2.

Z platnosti V(n) plyne tedy platnost V(n + 1), coz spolu s platnost{ V(1) davé platnost
tvrzeni V(n) pro vSechna pfirozen ¢isla.

Pro n =1 dostdvame 12 = £(1+ 1)(2+ 1), tedy 1 = 1.
Chceme dokdzat V(n) = V(n + 1), pficemz
1
Vin+1): 12422+ 402+ (n+1)2 = g+ 1)(n+2)(2n+3)

Vyuzijeme indukéni predpoklad a upravime levou stranu:

1
12+22+~--—|—n2—|—(n—|—1)2:6n(n—|—1)(2n+1)—|—(n—|—1)2:

1 1
= E(n +Dn2n+1)+6(n+1)] = é(n +1)(n+2)(2n + 3).
Implikace je pravdiva, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

Pro n =1 dostdvame 1-2 = (14 1)(1 + 2), coz plati.
Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemz

V(n+1):1~2+2-3+~~~+n-(n+1)+(n+1)(n+2):%(n+1)(n+2)(n+3)

Vyuzijeme indukéni predpoklad a upravime levou stranu:

1-2+2-3+~-~+n-(n+1)+(n+1)(n+2)=%n(n+1)(n+2)—|—(n+l)(n+2):...
Vytkneme (n + 1)(n + 2):
...:(n+1)(n+2)[én+1} :%(n+1)(n+2)(n+3).

Implikace je pravdiva, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

.y 1 . .
Pro n =1 dostavame 13- 241 coz plati.
Chceme dokdzat V(n) = V(n + 1), pficemsz
1 1 1 1 n+1
V1) : —— - -
) T st Y @ D@ D) T @ns D@nts) 213

Postupujeme jako v ptedchozich prikladech.

1 1 1 1 n 1
13735 T@n-DentD) @iDEn+3) 2mil @niD(en+3)




n(2n+3)+1 2n% +3n+ 1 2n+1)(n+1)  n+1

2n+1)(2n+3) (2n+1)(2n+3) (2n+1)(2n+3) 2n+3’

Implikace je pravdiva, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

6. a) Pron =1 dostdvame 10! — 4 = 6, coz je ¢islo délitelné 6.
b) Chceme dokézat V(n) = V(n + 1), piicemz V(n + 1): Cislo (10" — 4) je délitelné 6.

Toho dosdhneme upravenim vyrazu 10" —4 za soucasného vyuziti indukéniho pfedpokladu
v podobé dosazeni vyrazu 6k (kde k € N) za 10" — 4:

10" —4=10- (10" —4+4) —4=10- (6k +4) —4 = 6 - 10k + 40 — 4 = 6(10k + 6).

Implikace je pravdiva, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

Navrhy kolegi

Pii cviceni zaznélo vice feseni této tlohy (napiiklad namisto zkoumani délitelnosti ¢islem
Sest lze postup rozdélit na dvé ¢dsti — délitelnost éislem dvé a délitelnost éislem tii),
podivejme se na jedno navrhované reseni podrobnéji.

a) Pro n =1 dostavdme 10! — 4 = 6, coz je ¢islo délitelné 6.

b) Chceme dokdzat V(n) = V(n + 1), pficemz indukéni predpoklad zapiSeme
v nésledujici formé
10" —4 =6m, m €N,

upravime
10" = 6m + 4.

Dosadime do indukéniho kroku V(n + 1):

10"t —4 =10-10" —4 = 10- (6m+4) —4 = 60m+40—4 = 60m+36 = 6(10m+6).

| J

7. V indukénim kroku pfedpoklad V' (n) #ik4, Ze ,,v kazdé skupiné n &isel plati rovnost “.

Implikace V(n) = V(n + 1) plati Vn > 2, ale neplati pro n = 1, coz sta¢{ k tomu, aby neplatil
cely dukaz. Z tvrzeni ,x1 = x1“ neplyne x; = xo. Tedy indukéni krok nefunguje pro prechod
z1l— 2.

A protoze v indukci musi fungovat pravé tento prvni prechod, tak cely dukaz padd. Pro vyssi
n by sice piekryv existoval (napi. za,...,z,), ale indukce se nikdy ,nerozjede”, protoze neméa
platny start.

Selhani indukce
Obdobny princip, ktery ilustruje dulezitost prvniho kroku v dukazu indukei, prezentuje
i uloha s konmi (viz str. 6) Matematicka indukce L

8. Méjme libovolnou mnozinu X, kterd obsahuje n prvku, X = {aq,as, ..., a,}. Budeme predpokladat,
7e |P(X)| =2m.


https://prase.cz/archive/41/uvod1s.pdf

a) Pron=0: X =0, |[P(X)| =2° =1, coz plati.

b) V(n) = V(n+1): V indukénim kroku uvazujme novou mnozinu M, pro kterou plati, ze
|[M|=n-+1.
Prejeme si, aby |P(M)| = 2"
Abychom si splnili pfdni, potFebujeme pracovat s mnozinou X, nebot jen o této mnoziné
néco vime z indukéniho predpokladu.

Jak bychom mnozZinu M mohli zapsat pomoci mnozZiny X ?

Jelikoz M mé n + 1 prvkia a X mé n prvkia, mohli bychom mnozinu M zapsat jako:
M = X U{an+1}, kde {an41} je libovolnd jednoprvkovd mnozina.
Obdrzime M = {aj,as9,...,a,} U{ant1}

Z indukéniho predpokladu vime, ze |P(X)| = 2", tedy z mnoziny X = {a1,az,...,a,}
vznikne 2" podmnozin. Nyni se tazeme:

Kolik novijch podmnozin vznikne, jestlize k mnoziné X pridame jednoprvkovou mnozinu
{an-‘rl} ?

Predstavme si nyni, ze si rozepiSeme 2" podmnozin mnoziny X jednu po druhé. Meéli
bychom: prazdnou podmnozinu, jednoprvkové podmnoziny, dvouprvkové podmnoziny,
atd. Ke kazdé z téchto podmnozin piiddme {a,+1} a tim ndm vzdy vznikne novd mnozina,
tj.

pu {ans1} = {ant1},
{ar} Ufant1} = {a1,ans1}
{as} U{ant1} = {az, anq1}

e atd.

Pfidanim jednoprvkové mnoziny {a,1} k 2" podmnozindm vznikne dvojndsobek puvodniho
poctu podmnozin, tedy 2 - 2" = 27*! &fmz mame hotovo.



Inspirativni diskuze

Na zdkladé diskuze, kterd probéhla na cvic¢eni, nize nalezneme formalnéjsi zpusob reSeni.
Ptevzato z prace Strucny tvod do teorie mnozin pro stredoskoldky, str. 92.
Postupujme indukeci podle mohutnosti n mnoziny X. Pro n = 0 obsahuje potenéni
mnozina mnoZiny X pouze prazdnou mnozinu, tj. |P(0)| = 2° = 1.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro mnozinu o ng prvcich. Pro diukaz indukéniho kroku
méjme mnozinu X o ng + 1 prvcich. Vezméme libovolny prvek x € X. Prvky potenéni
mnoziny P(X) si rozdélime do mnozin T' a T” takto:

e T={QePX)|zel}a
o T'={QeP(X)|z¢Q}

Tedy v T se nachézi vSechny podmnoziny mnoziny X obsahujici prvek z a v T vSechny
podmnoziny, které jej neobsahuji. Z definice lze vidét, ze T a T’ jsou disjunktni, tj.
TNT =0, ataké X = TUT'. Jaké jsou mohutnosti T a T"? Mnozina T" obsahuje
vSechny podmnoziny mnoziny X \ {z} a tedy podle indukéniho pfedpokladu mé 2m°
podmnozin, tj. [P(X \ {z})| = 2".

Jak vypadaji mnoziny obsazené v T? Uvazme libovolnou podmnozinu A’ mnoziny X,
kterd neobsahuje prvek z. Takovd mnozina mus{ byt (z definice) prvkem mnoziny 7”.
Pokud nyni polozime mnozinu A = A’ U{z}, ziskdme tak mnozinu obsahujici prvek z, a
tudiz A € T. Naopak pokud bychom méli mnozinu B obsahujici prvek z, tj. B € T, pak
definovanim B’ = B\ {z} ziskdme mnozinu z T". To v8ak znamend, ze kazdé mnoziné
A’ € T" odpovidé pravé jedna mnozina A € T.

Z toho plyne, ze potet mnozin v T' je stejny{?] jako v T”, tj. |T| = |T"|, coz podle jiz
aplikovaného indukéniho predpokladu znamend, ze |T| = 2™°. Protoze vSak mnoziny T'
a T’ jsou disjunktni, celkovy pocéet prvki je 2™ + 270 = 2"o+1 co7 jsme chtéli dokézat.

%Formélné vzato jsme sestrojili bijekci mezi mnozinami T' a T, kde obrazem mmnoziny A € T je

A\{z} €T".



https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/david_weber/bp.pdf

Navrhy kolegu

e Pozornym ¢tendium neunikne, ze v druhé verzi dukazu se objevuje bijekce. Béhem
cviceni néktefi kolegové navrhovali, Ze podmnozinu bud vybereme, nebo nikoli
(zaznélo rovnéz, ze piitadime ¢islo 1, ¢ piitadimé ¢islo 0). Co si pod pojmem
"vybéru”a ”ptitazeni” ovsem formélné predstavit? Skryva se za nim pravé néjaké
zobrazeni. Dané problematice se budeme vénovat pozdéji, coz je i duvod, proc
v prvni (méné rigorézni) verzi dukazu je bijekce zamléena. Na nésledujicim odkazu:
Power set 1ze dané myslenky vice prozkoumat v sekci Properties.

e Mily c¢tenafi, zkus zaviit o¢i a ndhodné vybrat ¢islo. Mozna Té napadlo ¢islo
37 nebo 42. At Té napadlo cokoli, jsou tato éfsla opravdu ndhodn4? Selhdva-li na
nahodu ¢lovék, generuji pocitace nahodna ¢isla? Pokud jako lidé neumime nahodné
vybrat, jak v matematice muzeme cokoli ”vybrat”? V souvislosti s ivahami, které
na proseminaii zaznély, doporucuji si ohledné problematiky vybéru poslechnout
piibéh muze, ktery téméf rozbil matematiku ... a i sebe: Veritasium: Axiom of
Choice.

| J

9. a) Pron =0 dostdvdme na levé strané Z?:oi -4! = 010 = 0, na pravé strané rovnosti bude
(0+1)!=1=1-1=0, tedy leva strana je rovna pravé.

b) Chceme dokazat V(n) = V(n + 1), pficemsz
n+1

Vin+1):VneZf: Y i-il=m+2)!-1
=0

n+1 n
ivil= i+ (n+ D+ =n+ D) -1+ n+Dn+ D) =n+2)! -1,

i=0 i=0
Implikace je tedy pravdivé, plati tedy i puvodni dokazované tvrzeni.

10. a) Pro n =1 dostdvdme pravdivé tvrzen{ 2 > 1.

b) Dokazujeme V(n) = V(n+1),kde V(n+1) : ¥n € N: 27" > n+4 1. Postupné upravujme
levou stranu nerovnice a ve vhodné chvili vyuzijme indukéni predpoklad:

Ll —92.9" > 2. n>n+1,

kde posledni tiprava plati ¥n € N. Plati tedy 2"*! > n + 1, implikace je pravdiva, plati
i puvodni dokazované tvrzeni.

Zformulujme a dokazme obdobné tvrzeni: Vn € N,n > ng : 2" > n?2.

a) Zkusime ovéfit tvrzeni pro nejmensi pfirozené ¢islo n = 1, dostdvdme pravdivé tvrzenf
2 > 1. Ale pozor, kdybychom §li dél, pro n = 2 dostaneme 4 > 4, pro n = 3 dostaneme
8 > 9, atd. Tento problém bychom mohli pfehlédnout, ale v nékterém kroku dokazovani
implikace by se k ndm mél vratit.


https://en.wikipedia.org/wiki/Power_set
https://www.youtube.com/watch?v=_cr46G2K5Fo
https://www.youtube.com/watch?v=_cr46G2K5Fo

b) Dokazujeme V(n) = V(n+ 1), kde V(n + 1) : 2"t > (n + 1)2 = n? + 2n + 1. Postupné
upravujme levou stranu nerovnice a ve vhodné chvili vyuzijme indukéni predpoklad:

2"t =2.2">2.p? =p?+ 2+ 1+nP-2n—1=Mn+1)2+n*-2n—1)> (n+1)3

kde vyraz (n? — 2n — 1) je vétsi nebo roven nule Vn € N,n > 3, a pro tato n jej lze
tedy vynechat, aniz bychom pokazili nerovnost. Vratme se zpét na zacatek. Implikace je
pravdivd pro n > 3, ale V'(3) neplati. Pro n = 4 tvrzeni stéle neplati, dostdvame 16 > 16,
ale pro n = 5 tvrzeni jiz plati, dostdavame 32 > 25. Tvrzeni lze tedy zformulovat ve tvaru:
vneN,n>5:2" >n2
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