Stereometrie

Matematickid pohadka: Hilbertovy problémy aneb proc¢ si je nevyiesil sim

Na mezinarodnim kongresu matematik v Pafizi v roce 1900 pfedstavil David Hilbert seznam
sadné ovlivnily smér matematického vyzkumu ve 20. stoleti a mnohé z nich (napf. Riemannova
hypotéza) ztstavaji dodnes nevyfeSeny.

Treti problém se tykal geometrie a polozil zdénlivé jednoduchou otazku: Lze libovolné dva
mnohostény o stejném objemu roziezat na koneény pocet shodnych mnohosténnych ¢asti a
z nich sestavit ten druhy?

Uz v roce 1901, tedy pouhy rok po zvefejnéni, problém vytesil Hilbertuv zak Max Dehn.
Dokazal, ze odpovéd zni ne. Dehn zavedl novy geometricky invariant (dnes znamy jako De-
hnovo ¢islo), pomoci kterého matematicky potvrdil, Ze naptiklad pravidelny ¢tytstén a krychle
o stejném objemu nejsou ,rozkladové rovné“. Timto diitkazem Dehn ukéazal, Ze pro vypocet ob-
jemu téles se zakfivenymi hranami nebo specifickymi thly je nezbytny infinitezimalni pocet
(limity), a pouhé ,preskladani kouski nestaci. Vypocet objemu zdanlivé jednoduchého télesa
jako jehlanu se tedy neobejde bez metod nekone¢né malych veli¢in.
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1 Rezy

Zakladni pojmy
e Rez t&lesa rovinou — definujeme jako prinik daného télesa a roviny fezu.

e Sestrojit Fez — znamené urcit prusecnice roviny fezu s rovinami jednotlivych stén télesa.

Véty a disledky uZivané pri konstrukci
Pravidlo 1: Body v jedné sténé

Véta 1: Lezi-li dva riizné body v roving, pak piimka jimi uréené lezi v této roviné.
Daisledek 1: LeZi-li dva rizné body roviny fezu v nékteré sténé, potom leZi v této sténé i jejich
spojnice. Prinik spojnice a stény je jednou stranou fezu.

Pravidlo 2: RovnobéZnost stén

Véta 2: Dvé rovnobé&zné roviny protina rovina tieti ve dvou rovnobéznych pfimkach.
Diisledek 2: Jsou-li dvé stény rovnobézné a pritom riznobézné s rovinou fezu, jsou jejich prisecnice
s rovinou Tezu rovnobéZné.
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https://mathworld.wolfram.com/HilbertsProblems.html

Pravidlo 3: Priuseénice tri rovin

Véta 3: Jsou-li kazdé dvé ze tfi rovin riznobézné a maji-li tyto t¥i roviny jediny spole¢ny bod,
prochazeji timto bodem vSechny tfi prise¢nice.

Marie Vestenicka 2



Diisledek 3: Prisecnice rovin dvou sousednich stén s rovinou fezu a spolecnd hrana téchto stén se
protinaji v jednom bodé.

Pro nézornou ilustraci piiklada doporucuji materialy zde: Rezy téles - sbirka sedmero triki,

Martin Vinkler.

Praktické tipy pro konstruovani
1. Vzdy za¢neme hledanim dvou bodi, které lezi v téze sténé (Disledek 1).

2. U hranold a kvadri vyuZivejme rovnobé&Znost protilehlych stén (Disledek 2) k urychleni
konstrukce.

3. Pokud body v jedné sténé neméme, vyuzijme prisec¢iky na hranach nebo vné télesa pomoci
prodlouZeni hran (Diisledek 3).

2 Odchylky
Odchylka primek

Definice odchylky dvou pfimek souvisi s jejich vzajemnou polohou:
e rovnobézky — 0°
e ruznobézky — velikost kazdého z ostrych nebo pravych uhli, ktery pfimky spolu sviraji

e mimobé&zky — odchylka raznobézek vedenych libovolnym bodem prostoru rovnobézné s da-
nymi pfimkami
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e Identifikujeme trojuhelnik, ve kterém lezi odchylka piimek.

e Urcéime odchylku s vyuZitim goniometrickych funkci, ¢i sinové a kosinové véty.

Odchylka pirimky a roviny
e Je-li pfimka kolma k roviné, potom je jejich odchylka rovna 90°.
e Neni-li pfimka kolméa k roviné, potom je jejich odchylka rovna odchylce dané primky a jejtho

pravothlého prumétu do dané roviny.

Odchylka rovin

e Odchylka dvou rovin je rovna odchylce jejich priiseénic s rovinou, ktera je k obéma kolmaé.

e (Rovina kolma k dvéma riznobéZnym rovindm je kolma k jejich prusec¢nici.)

3 VzdAalenosti

Vzdalenost bodu od bodu
e Vzdalenost bodu A, B

— délka tsecky AB

Vzdalenost bodu od podprostoru (pfimka, rovina)

e Definice: Je rovna nejmensi ze vSech vzdalenosti bodu A od bodu X, kde X je libovolny bod
daného podprostoru.

e Postup: K urceni vzdalenosti vyuzivime kolmy primét A’ bodu A do daného podprostoru.

e Budou se nam déle v analytické geometrii hodit znalosti:

1. Vzdalenost d bodu M[m1;ms] od pfimky p : ax + by + ¢ = 0 se vypo¢ita podle vzorce:

|amy 4+ bms + ¢

Va? + b

2. Vzdalenost bodu M[m1,ma, mg] od roviny p : ax + by + ¢z + d = 0 se vypocita podle
vzorce:

d=|Mp| =

Y la-mi+b-mg+c-msz+d|
va? +b? + c?
Vzdalenost dvou piimek p, q
e Vzdalenost |pqg|

— rovnobé&Znych — je rovna vzdalenosti bodu A jedné pfimky od druhé piimky.

— mimobé&Znych — je rovna délce nejkratsi pricky mimobézek (kolmé piicka).
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Vzdalenost piimky p a roviny p
e Vzdalenost |pp| (p || p)

— vzdalenost libovolného bodu A pifimky p od dané roviny p.

Vzdalenost dvou rovin

e Vzdalenost rovnobé&Znych rovin |po]|

— vzdalenost libovolného bodu A jedné roviny od druhé roviny.

4 Zadani cviceni

4.1 Rezy

Zadani lze rovnéz nalézt na webovych strankach jako samostatné pracovni listy
dostupné pro tisk.

[ Rezy: aroven I

e Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou RST, rovinou KLM a rovinou TUV .
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[ Rezy: uroven II ]
e Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou IJK, rovinou PQR, rovinou TUV a rovinou
EFG.
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Rezy: uroven III — jehlany

e Sestrojte Fez pravidelného &tyrbokého jehlanu ABCDV rovinou K LM, pfipadné rovinou

XYZ.
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[ Rezy: uroven IV — jehlany

1. Sestrojte fez pravidelného &tyrbokého jehlanu ABC DV rovinou M NO.

2. Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu K LM NV rovinou PES, pfi¢emz:
e P,PcVK;|VP|:|PK|=1:4
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o E;:EcVM;|VE| = ViME|
e S;Se€ KL;|KS|:|SL| =a:a;a € R\ {0}.

3. Sestrojte fez pravidelného ¢tyfbokého jehlanu ABC' DV rovinou K LM, pfi¢emz:
e KK e VA VK| : |AK|=7:7
e L;LcVD;|VL| =|DIL|
e MM cVC;|CM|: | MV|=1:4.

4.2 Odchylky
1. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a uréete odchylku pfimek DB a BH.

2. Bod S je stfedem podstavy pravidelného Sestibokého jehlanu ABCDEFV, |AB| = 2,5 j,
[V S| = 3j. Bod M je st¥ed hrany AV. Poetné urcete odchylku pfimky AV od roviny podstavy.

3. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete odchylku rovin ADH a roviny ASgrScn

4.3 Vzdalenosti
1. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete vzdalenost pifimek FH a BC.
2. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete vzdalenost bodu E od pfimky BH.
3. (Bonus) V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete vzdalenost pfimek EG a SapSpc.

5 ReSeni cviceni

5.1 f{ezy

[ Rezy: aroven I - nacértek reseni ]
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[ Rezy: uroven II - nacrtek FeSeni
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Rezy: troven III - nacrtek resSeni
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