Planimetrie

Co je bod? Co je primka?

Vylet do historie:

Eukleidiv odkaz a kiehkost patého postulatu

Na pocatku stala Eukleidova snaha ucelit geometrické poznani v dile Zaklady. Eukleidés se
pokusil definovat zakladni objekty, ovSem z dnesniho pohledu byly jeho definice spiSe intuitivni
a filozofické:

e bod definoval jako ,to, co nemé4 dilu,
e primku jako ,délku bez sitky“.

Aby mohl budovat svou teorii, stanovil pét postulati. Zatimco prvni ¢ty byly povazovany
za z¥ejmé a jednoduché, paty postulat (o rovnobézkach) svou slozitosti vyénival. Po staleti se
matematici domnivali, Ze nejde o axiom, ale o vétu, kterou lze dokdzat pomoci piredchozich
CtyT.

K hledani ekvivalentnich formulaci patého postulatu vyznamné prispéli matematici jako
Girolamo Saccheri ¢i Adrien-Marie Legendre. Jedna z téchto alternativnich formulaci zni
nésledovné: V eukleidovské roviné plati, Ze soucet vnitinich uhli kazZdého trojihelnika je
roven presné 180°. Toto tvrzeni je logicky ekvivalentni s patym Eukleidovym postulatem,
tedy popfeni jednoho nutné vede k vyvraceni druhého. Zasadnim predpokladem je zde vSak
pravé eukleidovsky prostor. Co se ovSem stane, opustime-li hranice roviny a preneseme-li své
uvahy napiiklad na povrch koule (Gvaha je rovnéZ i soucast otézky 2 v nésledujicim zadéani)?

Vezméme si jako piiklad sférickou geometrii. Zde roli pfimek pfebiraji hlavni kruznice (napf.
poledniky a rovnik). Snadno si lze pfedstavit trojihelnik tvofeny dvéma poledniky a tisekem
rovniku (viz obrazek nize). ProtoZe poledniky protinaji rovnik pod tthlem 90°, soucet vnitinich
ahla takového trojuhelniku presdhne 180° o velikost thlu, ktery poledniky sviraji u pélu. Tento
jednoduchy pfiklad demonstruje, ze bez patého postulatu se hrouti i celd eukleidovska nauka
o trojuhelnicich.
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Hyperbolickd geometrie: Svét negativniho zakiiveni

Zatimco sféricka geometrie je modelem prostoru s kladnou kfivosti, hyperbolickd geometrie
predstavuje jeji protiklad, tj. prostor s konstantni zapornou kiivosti (viz model pseudosféry
nize). Jejimi nezavislymi prikopniky byli ve 20. a 30. letech 19. stoleti Nikolaj Ivanovi¢ Lo-
bacevskij a Janos Bolyai.

V tomto systému je paty postulat nahrazen opaénym tvrzenim: bodem neleZicim na primce
prochdzi nekonecné mnoho rovnobézZek. Tento radikalni odklon od Eukleida mé fascinujici di-
sledky pro vlastnosti trojihelnfk:

e Soucet uhla: V hyperbolické roviné je soucet vnitinich thli v trojuhelniku vzdy mensi
nez 180°.

e Defekt: Rozdil mezi 180° a skutecnym souctem thli (tzv. dhlovy defekt) je piimo
amérny plose trojihelnika. Cim je trojthelnik vétsi, tim méné stupiii jeho thly do-
hromady maji.

Pravé existence téchto dvou odlisnych, a presto vnitiné bezrozpornych svéti — sférického a
hyperbolického — ukazala, Ze paty postulat je na ostatnich nezavisly. Nebylo mozné jej dokazat,
protoze existuji svéty, kde prosté neplati. Riemann dale priSel s myslenkou, Ze prostor muze
mit rizné druhy zakfiveni. Tim sjednotil eukleidovskou, sférickou i hyperbolickou geometrii
jako razné varianty jednoho obecného systému.

K ¢emu to vSe vlastné vibec je?

Albert Einstein ve své obecné teorii relativity nahradil Newtontv pohled na gravitaci jako na
sflu konceptem zakf¥iveného Casoprostoru.

V blizkosti hmotnych téles se prostor ,ohyba* podobné jako treba povrch koule a télesa se
v ném pohybuji po nejkratsich mo’nych drahach (geodetikach), které jiz nejsou eukleidov-
skymi primkami. Bez aparatu neeukleidovské geometrie by Einstein svou teorii nikdy nemohl
zformulovat.

Na principech obecné i specidlni relativity je postaven systém GPS. Satelity se pohybuji
v jiném gravitaénim poli a jinou rychlosti nez pfijimace na Zemi, coz zpisobuje drobné
odchylky v plynuti ¢asu. Pokud by védci a inZenyfi nepocitali se zakfivenim Easoprostoru
a relativistickymi jevy, chyba v ur¢eni polohy by nariistala tempem nékolika kilometri za den.

Prib&h, ktery zacal jako filozofickd otdzka nad Eukleidovymi texty, dnes urcuje, zda naSe
auticko trefi do spravné ulice.

Obréazek 1: Pseudosféra
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1 Zadani

[ Trojahelniky J

1. Na zékladé nasledujiciho textu oznacte ¢asti:

e znéni (formulace véty)

e vyklad (oznaceni prvki)

e urceni (co je t¥eba sestrojit)

o konstrukce (samotné sestrojeni)

e dukaz (logické odiivodnéni spravnosti)

e zavér (shrnuti)
b) provedte konstrukei,

¢) zdtvodnéte, pro¢ je trojuhelnik rovnostranny.

L

Na dané pfimce omezené postav trojuhelnik rovnostranny.

Danou piimkou omezenou bud AB. M4 se tedy na pifimce AB postaviti trojuhelnik rov-
nostranny.

Ze stiedu A polomérem AB bud narysovan kruh BCD, a opét ze stfedu B polomérem
BA bud narysovan kruh ACE, a od bodu C, v némz kruhy se protinaji, k bodim A, B
budte vedeny spojnice AC, CB. A jezto bod A je stfedem kruhu CDB, AC je stejné s
AB; jezto dale bod B je stfedem kruhu CAFE, jest BC stejné s BA. Bylo pak dokézéano,
7e 1 CA je stejné s AB; tedy jedna i druhd z CA, CB je stejnad s AB. Veli¢iny viak témuz
rovné i navzajem rovny jsou; tedy téz C'A jest rovna CB; ty tii tedy, CA, AB, BC jsou
si rovny. Je tedy trojihelnik ABC rovnostranny a postaven jest na dané pifimce omezené
AB; coz pravé bylo vykonati.

Eukleidovy Zdklady. Prel. Fr. Servit, Praha, 1907.

2. Dokazte nasledujici tvrzeni: V kazdém trojihelniku je soucet velikosti vnitinich dhld roven
180°.
Bonus: V kazdém?

3. Urcete, kde (uvnit¥ trojihelniku, na jeho obvodu, nebo vng) lezi priiseciky:

tezmic T (t87ist8),

os stran S, (stfed kruznice opsané),

os thla S, (stfed kruznice vepsané),

vySek O (ortocentrum).

4. V roviné je ddno n riznych bodi, pri¢emz zadné tfi z nich nelezi na jedné piimce. Kolik
riznych pfimek je témito body urceno?
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5. Dokaite, ze v trojihelniku ABC' plati pro délky téznic t,, tp, t. nerovnosti
1
i(a—i—b—i—c) <tst+tp+t.<a+b+ec

6. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC. Nad stranami AC a AB jsou sestrojeny rovnostranné
trojuhelniky ACM a ANB.

Dokaizte, ze
|BM| = |CN|.

7. Dokazte Pythagorovu vétu jako piimy dusledek vét Eukleidovych.
8. Dokazte Eukleidovy véty jako pfimy dusledek véty Pythagorovy.

9. V pravouhlém trojahelniku ABC o odvésnach a = 4cm a b = 3 cm protiné osa thlu pii vrcholu
C preponu AB v bodé K. Vypo¢téte délku tusecky AK.

10. Uvnitf ostrého thlu riznobézek a, b je dan bod C', ktery nelezi na zadné z nich. Zapiste struény
popis konstrukee trojihelniku ABC takového, ze A € a, B € b a obvod trojihelniku ABC je
minimélni.

[ KruZnice, mnohouhelniky ]

1. Dokazte, Ze spojnice bodi, které vyznacuji na ciferniku hodin ¢asy 1,6 a 5,8, jsou k sobé kolmé.

2. (The Art Gallery Problem) Uvazujme pidorys galerie jako jednoduchy mnohouhelnik (tj. mno-
hotihelnik bez samoprotinani a bez dér). Hlida¢ mohou stat pouze ve vrcholech tohoto mno-
hotihelniku a kazdy hlida¢ vidi vSechny body galerie, které s nim lze spojit tseckou lezici celou
uvnitf galerie.

Jaky je minimalni poc€et hlida¢t, ktery musime mit k dispozici, abychom byli schopni pokryt

vive

Svij vysledek zdivodnéte.

Marie Vestenicka 4



3. Do kruznice je vepsan trojihelnik ABC, jehoz vrcholy déli danou kruznici na t¥i kruznicové
oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7. Vypocitejte velikosti vnit¥nich Ghla trojihelniku
ABC.

4. Vyjadrete polomér kruznice opsané r a polomér kruznice vepsané p pravidelnému pétithelniku,
jehoz strana ma délku a.

5. Do kruZnice k se stfedem S a polomérem 24 cm jsou vepsany dvé kruZnice l1,ls o polomérech
12 cm tak, ze s kruznici k£ maji vnitini dotyk a spolu navzajem maji vnéjsi dotyk v bodé S.
Vypocitejte polomér kruznice m, ktera se dotyka vSech tif zadanych kruznic.

2 Reseni

[ 2.1 Trojahelniky ]

1. Na zakladé nasledujictho textu:

a)
b)

c)

oznacte Casti (znéni, vyklad, uréeni, konstrukce, dukaz, zavér),
proved'te konstrukei,

zduvodnéte, pro¢ je trojuhelnik rovnostranny.

(a) Identifikace ¢dsti Eukleidova textu.

Znéni: ,Na dané piimce omezené postav trojuhelnik rovnostranny.*
Vyklad: ,,Danou p¥imkou omezenou bud AB.*
Uréeni: ,Ma se tedy na p¥imce AB postaviti trojuhelnik rovnostranny.*

Konstrukee: ,,Ze stfedu A polomérem AB bud narysovan kruh BCD, a opét ze stiedu
B polomérem BA bud narysovan kruh ACE, a od bodu C, v némz kruhy se protinaji,
k bodiim A, B budte vedeny spojnice AC, CB.“

Diikaz: ,A jezto bod A je stfedem kruhu CDB, AC je stejné s AB;...“ aZ po ,,...ty tfi
tedy, CA, AB, BC jsou si rovny.“

Zavér: ,Je tedy trojahelnik ABC rovnostranny a postaven jest na dané pfimce omezené
AB; coz pravé bylo vykonati.*

(b) Konstrukce (viz obrazek 1).

(¢c) Zdivodnéni, proc je trojuhelnik ABC' rovnostranny.

Sestrojime kruznici se stfedem A a polomérem AB a kruZnici se stfedem B a polomérem BA.
Necht C je jejich prusecik. Potom plati:

Protoze C lezi na kruznici se stfedem A a polomérem AB, je

AC = AB.

Protoze C lezi na kruZnici se stifedem B a polomérem BA, je

BC =BA=AB.
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___________

...........

Obrazek 2: Konstrukece.

Dostéavame tedy
AC =AB a BC=AB,

a tedy vSechny tfi strany trojihelniku jsou shodné:

AC = AB = BC.

2. Dokazte néasledujici tvrzeni: V kazdém trojihelniku je soucet velikosti vnitinich dhli roven
180°.

Soucet vnitfnich thla v libovolném trojihelniku je vzdy 180°. Dikaz vychazi z konstrukce
primky rovnobézné se stranou trojihelnika, ktera prochéazi protilehlym vrcholem. Tim vznikaji
stfidavé thly, které spolu s vnitinim dhlem u vrcholu tvori pfimy thel o velikosti 180°.
3. Urcete, kde (uvnitt trojahelniku, na jeho obvodu, nebo vné) lezi priseciky:
o ternic T (teziste),
e os stran S, (stfed kruZnice opsané),
e os thlu S, (stfed kruznice vepsané),

e vySek O (ortocentrum).

— Stred kruznice vepsané S, (priisecik os thla) lezi vzdy uvniti kazdého trojihelniku.
Dale zalezi na typu trojihelniku.
1. Ostrouhly trojuhelnik
Vsechny ¢étyti body T', S,, Sy, O lezi uvnitf trojuhelniku.
2. Pravouhly trojuhelnik

— Ortocentrum O leZi ve vrcholu pravého thlu.

— Stifed kruznice opsané S, lezi ve stfedu pfepony (na obvodu).
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3. Tupotuhly trojuhelnik

— Ortocentrum O lezi vné trojahelniku.
— Stied kruZnice opsané S, lezi vné trojuhelniku.
Poznamka.
Vgechny ¢tyti body T, S,, Sy, O splyvaji pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovnostranny.
4. V roviné je ddno n riznych bodd, pri¢emz zadné tfi z nich nelezi na jedné piimce. Kolik
riznych pfimek je témito body urceno?
Ulohu lze fesit nékolika zpiisoby.
a) Rekurentni postup

Oznacme a,, pocet piimek uréenych n body.
Pro malé hodnoty dostavame:

a; =0, as =1, as =3, ay =6, as = 10.
Vidime, Ze p¥i pfidani nového bodu vznikne vzdy (n — 1) novych piimek, tedy
ap = ap-1+ (n—1).

Odtud
ap =142+ -+ (n—1).
Soucet aritmetické rady dava
(n—1)n
5

ap =
b) Kombinatoricky pfistup

Kazd4 pfimka je uréena dvojici rtiznych bodu.
Pocet neusporadanych dvojic z n bodu je

<Z> " —n;)lz! - n(nz_ 2,

¢) Logicka avaha KaZzdy z n bodd spojime se vSemi ostatnimi, ¢imz ziskdme

n(n —1)

spojeni.
Kazda pfimka je vSak zapocitana dvakrat (jednou z kazdého konce), proto celkovy pocet
piimek je
n(n—1)
5

n(n — 1).

Pocet primek uréenych n body je 5
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5. Dokaite, ze v trojihelniku ABC' plati pro délky téznic t,, tp, t. nerovnosti

1
—(a+b+c)<to+ty+t.<a+b+ec
2

(1) Dolni odhad.

Uvazujme trojuhelniky ABT, ATC, T BC'. Z trojuhelnikové nerovnosti v téchto trojuhelnicich
dostavame:

2
—tg + =ty > ¢,

2
gta + gtc > b,

2+ 2t >
- —t. > a.
373

Sec¢tenim téchto tI{ nerovnosti:

4
gltathtte) >atbte

Odtud plyne

3
Z(a+b+0) <tq+ty+te.

Tim spiSe tedy plati
1
§(a+b+c) <tq+ty+te.

(2) Horni odhad.

Z trojuhelnikové nerovnosti v trojahelniku ABC (resp. z ivah nad rozdélenim stran pomoci
t&Znic) dostavame:

a+c > 2ty,
a+b> 2t
b+ c > 2t,.

Sectenim téchto nerovnosti dostavame

2@ +b+c) > 2(tq +tp + te).

Po vydéleni dvéma:

to +tp +te <a-+b-+ec
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Celkem tedy plati

1
5(a+b+c)<ta+t,,+1tc<a+b+c.

6. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC. Nad stranami AC' a AB jsou sestrojeny rovnostranné
trojuhelniky ACM a ANB.

Dokaizte, 7Ze
|BM| = |CN|.

Uvazujme trojtuhelniky ANC a ABM.
Protoze ANACM a NAN B jsou rovnostranné, plati
AC =AM, AB = AN,

a zaroven

ZOAM =60°,  /NAB = 60°.

Z toho plyne, ze
ZCAN = ZMAB.

Méme tedy:
AC =AM, AN = AB, LCAN = ZMAB.

Trojuhelniky AANC a AABM jsou tedy shodné podle véty sus.

7 této shodnosti plyne rovnost odpovidajicich stran:

|CN| =|BM|.
7. Dokazte Pythagorovu vétu jako piimy disledek v&t Eukleidovych.

Necht AABC je pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pfi vrcholu C. Oznaéme délky stran
|BC| = a, |AC| = b, |AB| =c.
Necht pata vysky z bodu C na pieponu AB dé&li pfeponu na tseky
Ca a Cp,

takze
C=Cq+ Cp.

Z podobnosti trojihelniki (Eukleidovy véty o odvésnach) plati
a’ =c-cq,
b2 =c-cp.

Sectenim obou rovnosti dostaneme

A+ b =c-cot+c-cy=clcq+cp).

Protoze ¢, + ¢, = ¢, dostavame
a?+b? = 2.
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8. Dokazte Eukleidovy véty jako pfimy dusledek véty Pythagorovy.

Necht AABC je pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pii vrcholu C. Ozna¢me (viz obrazek
2)
|BC| = a, |AC| = b, |AB| = c.

Necht vyska z vrcholu C na pfeponu AB méa délku v a déli pfeponu na tseky

Ca A Cp,
takze
C = Cq + Cp.
7 Pythagorovy véty plati:
a2+ b2 =2, (1)
v 4 cf = b7, (2)
v? 42 =a’ (3)
Eukleidova véta o vysce.
Z rovnic (2) a (3) vyjadifme
a® =v? 42, b =% 4 c}.

Dosadime do (1):
(v2 + ci) + (v2 + ci) = 2.

202+ 24 = (ca+ )’
202 + 2 4+ =2 + 2,0, +

Odectenim 2 + ¢ dostavame
0?2 = 2¢cqCp,

tedy
v = 0.

Eukleidova véta o odvésnach.
Z rovnice (3) a vztahu v? = c,c; plyne
2 2, 2 2
a® =v°+ ¢ =cqacp + ¢ = calca + ) = cqc.

Analogicky z rovnice (2):

b2 =% 4 ¢ = cocp + 3 = cplca + ) = cpe.

Tim jsou Eukleidovy véty dokézany jako disledek Pythagorovy véty.
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Obrazek 3: Znaceni trojihelniku pro EV.

9. V pravotuhlém trojuhelniku ABC' s pravym thlem pii vrcholu C' jsou dany odvésny a = 4 cm

a b= 3 cm. Délka prepony je

c=Va2+b2 =42+ 32 =5cm.
Osa thlu pii vrcholu C protin stranu AB v bodé K a déli ji v poméru pfilehlych stran, tedy
AK b 3

KB a 4
Protoze AK + KB = AB = 5, dostavame

1
Vysledek: AK = 75 cm.

[ Zduvodnéni lze nalézt v materiadlech pani doktorky Hromadové: Geogebra 1 J
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ru¢eno béhem ¢teni nahlizet do kon
Pomér vychazejici z konstrukce je:
Vyuzijeme vztah pro podobnost, tj.

Trojihelnik ACD je rovnoramenny.
NADK ~ ABCK

Na zakladé diskuze béhem cvi¢eni zdivodnéni vice rozepiSeme i zde (pfi¢emz je dopo-

[AK| _ |AC|

1BK| — |BC]
X'Y'| = k|XY|.
|AK| |KB|
|AD| |CB|

|AK| |AD| _ |AC]|

strukce v geogebie):

|BK| |CB| |CB|

10.

|\

Postup lze nalézt rovnéz v materidlech pani doktorky Hromadové: Geogebra 2.

[ 2.2 KruZnice, mnohothelniky

J

1. Dokazte, ze spojnice bodi, které vyznac¢uji na ciferniku hodin ¢asy 1,6 a 5,8, jsou k sobé kolmé.

360° : 12 = 30°

1£658| = 60° = o = 30°

12581

| =120° = B=60°

a+B8+v=180° = v=90°

2. (The Art Gallery Problem) Uvazujme pudorys galerie jako jednoduchy mnohotuhelnik (tj. mno-
hothelnik bez samoprotinani a bez dér). Hlida¢i mohou stat pouze ve vrcholech tohoto mno-

hothelniku a kazdy hlida¢ vidi v8echny
uvnit¥ galerie.

Jaky je minimaln{ pocet hlidac¢i, ktery

Svij vysledek zdivodnéte.

Resent: K ostraze jakékoliv jednoduché

Zdtuvodnéni (Fiskiv elegantni dikaz):

(a) Triangulace: Cely prostor galerie s

body galerie, které s nim lze spojit tseckou lezici celou

musime mit k dispozici, abychom byli schopni pokryt

galerie o n vrcholech nam vzdy postaci | § | hlidaci.

i rozdélime na trojthelniky (pomoci ahlopiicek, které

se nek¥izi). Tim ziskdme n — 2 trojuhelnika.
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(b) Obarveni 3 barvami: VSechny rohy (vrcholy) obarvime tfemi barvami tak, aby kazdy
trojihelnik mél v rozich tii rizné barvy.

(¢) Vybér nejusporngjsi barvy: Protoze méme n vrcholid a jen 3 barvy, matematicky exis-

tuje barva, ktera se vyskytuje na maximalné 7 mistech. Pokud postavime hlidace do
v8ech roht s touto barvou, kazdy trojihelnik v galerii bude pod dohledem (protoze kazdy

trojahelnik ma jeden roh s touto barvou).

Proé je toto ¢islo odpovedi?
Tento vysledek (| %]) predstavuje tzv. 'bezpecny strop:
e Je to pocet, ktery pokryje i ten nejhorsi mozny piipad (tzv. hiebenové galerie).

e U jednodussich galerii (napf. ¢tverec nebo hvézda) sice v praxi sta¢i méné lidi, ale my
hledame pravidlo, které selze az u extrémné slozitych tvart.

Obrazek 4: Triangulace a obarveni vrchola grafu.

3. Do kruznice je vepsan trojihelnik ABC, jehoZ vrcholy déli danou kruznici na tii kruznicové
oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7. Vypodcitejte velikosti vnitinich thla trojihelniku
ABC.

243+ 7=12dila = 360° : 12 = 30°

200 =3-30° = a =45°

26="7-30° = B =105°

2y =2-30° = y=30°
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4. Vyjadrete polomér kruznice opsané r a polomér kruznice vepsané p pravidelnému pétithelniku,
jehoz strana ma délku a.

360° o
p= 10 = 36
sin —i = = a
= r "~ 2sin 36°
tan —i = -4
v= 0 °= 2 tan 36°

5. Do kruZnice k se stfedem S a polomérem 24 cm jsou vepsany dvé kruZnice l1,ls o polomérech
12 cm tak, ze s kruznici & maji vnitini dotyk a spolu navzajem maji vnéjsi dotyk v bodé S.
Vypocitejte polomér kruznice m, kterd se dotyka v8ech ti¥{ zadanych kruznic.

ASML je pravouhly:

|SL| = 12 cm, |SM| = (24 — ) cm, |[ML| = (12 + ) cm.
Pouzijeme Pythagorovu vétu:

(24 —2)? +12% = (12 + )2

576 — 48x + x2 + 144 = 144 + 24z + 2°.

576 = T2x.
576
Tr = ﬁ =8cm
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