Kombinatorika I

1 Zadani

Teorii k nasledujicim tloham (pfedevsim kapitola 1) lze nalézt ve skriptech kombinatorického
maga doc. Antonina Slavika: Kombinatorika. Svym skvélym vedenim také zastitil mnoho
padawant, jejichz prace se promitaji i do nésledujicich priklada.

Piiklady na rozehrati:

1.

Kolik ¢tyfcifernych prirozenych ¢isel lze sestavit z cifer 0,1, 2,3, 4,5, jestlize a) cifry se mohou
opakovat? b) cifry se nesmi opakovat?

. Kolik sudych ¢tyrcifernych prirozenych ¢isel lze sestavit z cifer 0,1,2,3,4,5, jestlize se cifry

nesmi opakovat?

Vsechny cesty vedou do Rima
Pokyny: U nésledujicich uloh pouzijte k feSeni graficky strom a navrhnéte k nému jesté aspon jeden

zpusob FeSeni (napf¥. vzorec, kombinatorické pravidlo sou¢inu, kombinaé¢ni ¢islo).

1.

Mame trezor se zamkem na ¢tyfciferny kod, kde se Zadné dvé cifry neopakuji. Kolik existuje
takovychto kodu délitelnych péti?

. Mame sedm desti¢ek. Na kazdé je jedno z nasledujicich ¢isel 2,3,4,6,7,8 a 9. Z péti téchto

destic¢ek vytvorime ¢islo popisné domu. Kolik popisnych ¢&isel bude lichych?

Na jedné farmé v jiznich Cechach probihalo s¢itani kralika. BohuZel papir s finAlnim po&tem
rozzvykal kralik. Nastésti dali zaméstnanci dohromady, ze kralika je aspon tisic. Na zbytcich
papiru nasli ¢isla 1,3,4,6 a 0. Z téchto cifer se tedy musel skladat pocet kraliki. Zadn4 z cifer
se neopakovala. Kolik je moznych vysledku s¢itani kralika? Nékteré z téchto cifer se mozna na
papife vyskytly u néceho jiného a nemusely byt pouzity v ¢islu udavajici pocet kraliki.

Trpaslici a kralici:

1.

TTi trpaslici sedi kolem stolu. Kazdému z nich vykouzli ¢arodéj na hlavu zeleny nebo ¢erveny
klobouk. Kdyz se klobouky objevi, ¢arodé&j pozada ty, kteii vidi alesponi jeden ¢erveny klobouk,
aby zvedli ruku. Na zakladé toho, co vidi, a informace o zvednutych rukou maji trpaslici urcit
barvu svého klobouku. Kdo odpovi $patné, bude proménén v zdbu. Mohou si vSichni vzdy
zachovat svou podobu?

. Mame par Cerstvé narozenych kraliki. Kolik part budeme mit po dvanacti mésicich, jestlize

- kazdy par dospiva za jeden mésic,
- kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi dalsi par,
- kralici nehynou?

Ulohy vedouci na rekurentni rovnice

1.

Kolika zpisoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 1, 1 X 2 vyplnit obdélnik o rozmérech 1 x n?

2. Kolika zpisoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 1, 1 x 2, 1 x 3 vyplnit obdélnik o rozmérech

1xn?
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3. Hanojské véze: Hlavolam sestava ze tii kolikt (znac¢ime A, B a C) a n kotouc¢u (diski), které
se na tyto koliky daji nasouvat. Pfitom se kazdé dva kotouce 1isi svoji velikosti.

Tahem se rozumi sejmuti vrchntho kotouce z nékterého koliku a jeho pfemisténi na jiny kolik,
pochopitelné opét nahoru.

Plati pravidlo, Ze vétsi kotou¢ nemiize byt umistén na mensim.

Jaky je minimAlni pocet tahti potfebnych k pfemisténi véze o n kotouéich z jednoho koliku
na jiny?

2 Reseni

Regeni tloh vedouci na rekurentni rovnice se mize zdat obcas komplikované /zdlouhavé, oviem
v zavéretném testu by byl pfipadné vyzadovan jen intutitivni mySlenkovy postup, pocatecni
hodnoty a rekurentni vztah, tj. FeSeni na par fadkid (napiiklad ovéfent, zda se jedné o optimalni
FeSeni neni tieba, detailni FeSeni jsou uvedena pro tplnost a zvidavé ¢tenére).

Priklady na rozehiati:
1. a) 1080 moznosti, b) 300 moznosti.
2. 156.

Vsechny cesty vedou do Rima

1. Trezor: 5040.
2. Cislo popisné: 1080.
3. Farma: 192.

Riizné postupy reseni a dalsi alohy podobného typu lze nalézt v bakalairské praci: | Sbirka
reSenych tloh z kombinatoriky — variace bez opakovani.

Trpaslici a kralici

1) Regeni tlohy a dalsi vtipné hadanky lze nalézt v praci (Uloha 1.1): | Kombinatorické tlohy
o klobikoch.

2) Fyo = 233.

Podrobné feseni tlohy lze nalézt v sekci 6.1: Kombinatorika.

Ulohy vedouci na rekurentni rovnice

1. Kolika zptsoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 1 a 1 x 2 vyplnit obdélnik o rozmérech
1 xn?

Reseni. Jak je v kombinatorice obvyklé, budeme dlazdice 1 x 2 zkracend nazyvat domina a
dlazdice 1 x 1 budou monomina. Necht p,, znac¢i hledany pocet zptisobii, jak pomoci monomin
a domin vyplnit obdélnik 1 x n.
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Snadno zjistime p,, pro nizké hodnoty n € N:
p1 =1 (1 monomino), p2 =2 (jedno domino nebo dvé monomina),

ps =3 (monomino a domino, nebo domino a monomino, nebo tfi monomina).

Uloha dava smysl i pro n = 0, kdy je rozumné polozit py = 1, nebot obdélnik s nulovym
obsahem lze vyplnit jedinym zpisobem — nevezmeme zadnou dlazdici.

Predchozi hodnoty se shoduji s Fibonacciho ¢isly, coz napovida, ze by mohlo platit p, = F),
pro kazdé n € Ny. Ukazme, Ze ¢leny posloupnosti {p, }>2, spliiuji stejnou rekurentni rovnici,
jako Fibonacciho é&isla.

Obdélnik 1 x n, kde n > 2, Ize vyplnit p,, zpisoby a jsou dvé mozZnosti, jak zac¢it: bud mono-
minem, nebo dominem (viz obrazek 6.2). V prvnim piipadé zbyva vyplnit obdélnik 1 x (n—1),
coZ lze udinit p,_1 zptlisoby. Ve druhém pfipadé zbyva vyplnit obdélnik 1 x (n — 2), coz lze
ulinit p,_o zpusoby.
7 pfedchozi tivahy vyplyva, ze pro kazdé n > 2 plati

Pn = Pn—1 + DPn—2-
Jelikoz pg = 1 a p; = 1, vidime, ze musi platit p,, = F}, pro kazdé n € Ny. (]

[ Regenf pievzato ze skript Kombinatorika, Uloha 6.2.1. ]

2. Kolika zpisoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 1, 1 x 2, 1 x 3 vyplnit obdélnik o rozmérech
1 xn?
Reseni: Dlazdice o rozmérech 1 x 1 budeme zkracené nazyvat monomina, 1 x 2 domina a 1 x 3
tromina. Necht T;, znadi hledany podet zpiisobi, jak lze pomoci monomin, domin a tromin
vydlazdit obdélnik o rozmérech 1 x n. Zaméfime se nejdiive na T, pro nizké hodnoty n € Ny:
Ty = 1 (1 monomino), 7> = 2 (2 monomina, nebo 1 domino), 75 = 4 (3 monomina, nebo
1 monomino a 1 domino, nebo 1 domino a 1 monomino, nebo 1 tromino). Ulohu bychom mohli
fesit i pro n = 0, polozili bychom Ty = 1, nebot obdélnik s nulovym obsahem muZzeme vydlazdit
jen jednim zptlisobem, tj. pokud nevezmeme zadnou dlazdici.
Co kdybychom ov8em chtéli zkoumat vys$i hodnoty n € Ny? Zkusime odvodit rekurentni
rovnici.

Obdélnik o rozmérech 1 x n, kde n > 3, lze vydlazdit T,, zptusoby, pfi¢emz mame t¥i moznosti
jak za&it: bud monominem, nebo dominem, nebo trominem. V prvnim piipadé zbyva vyplnit
obdélnik 1 x (n — 1), ¢ehoZ dosdhneme T;,_1 zplisoby. V druhém pfipadé dlazdime obdélnik
1 x (n — 2), coz ufinime T, _o zptisoby. Ve tietim pifipadé pokryvame obdélnik o rozmeérech
1 x (n—3) a dlazdime T;,_3 zptsoby, viz obrazek [2| Tedy uZ si snadno v§imneme, Ze pro kazdé
n > 3 plati

T, =T 1+Th_2+ Tn—3~ (1)

Vztah je v literatufe oznacovan jako Tribonacciho ¢isla. Vice se o nich lze dozvédét
zde: [Tribonacciho kod.
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Obrazek 1: T zpusoby, jak lze zacit dlazdit obdélnik 1 x n za pomoci monomin, domin a tromin.

3. Hanojské véze: Hlavolam sestava ze t¥i koliku (znac¢ime A, B a C) a n kotou¢u (diski), které
se na tyto koliky daji nasouvat. Pfitom se kazdé dva kotouce 1isi svoji velikosti.

Tahem se rozumi{ sejmuti vrchntho kotouce z nékterého koliku a jeho pfemisténi na jiny kolik,
pochopitelné opét nahoru.

Plati pravidlo, ze v&tsi kotou¢ nemuze byt umistén na mensim.

Jaky je minim&lni pocet tahti potfebnych k premisténi véze o n kotoucich z jednoho koliku
na jiny?

Reseni: Mizeme predpokladat, Ze viechny kotoude jsou na koliku A a nasim cilem je piesunout
je na C. Minimalni pocet taht pii n kotouéich ozna¢ime H,. Napf. pro n = 3 je H, = 7, viz
obr. 2.

Klic¢ovou otézkou vedouci k feSeni je, v jaké situaci pfesuneme nejvétsi kotou¢. Ten musi byt
nutné presunut alespon jednou, z A na C, coz je mozné pouze ve chvili, kdy jsou vSechny
ostatni kotouce na koliku B. Problém si tedy muzeme rozdélit do t¥i kroku:

(a) Presuneme n — 1 vrchnich kotou¢i z A na B.
(b) Pfesuneme nejvétsi kotou¢ z A na C.

(¢) Presuneme n — 1 kotou¢i z B na C.

Rozmyslime si, Ze toto feSeni je optimalni. Pokud bychom nejvétsi kotoué presouvali vic nez
jednou, nijak tim nesniZzime pocet presouvani ostatnich kotoucu. Déle si uvédomime, ze nejvétsi
kotoué¢ nikdy neomezuje pohyby ostatnich a Ze pFesouvani z A na B je stejné naro¢né jako
presouvani z A na C (sta¢i prohodit oznaceni koliki B a ('), a proto kroky 1 a 3 vyzaduji
kazdy H,_1 tahi. Krok 2 zvladneme v jednom tahu. Diky této tivaze dospivame k rekurentnim
rovnicim

H, — 1 ?ro n=1,
2H,_1+1 jinak.

Na zakladé téchto rovnic snadno dojdeme k explicitnimu vyjadieni H,,. Mizeme pouzit sub-
stituci, a to tak, ze nejdfive k obéma strandm pii¢teme jednicku. Dostavame
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Hi+1=2,
H,+1=2H, 1+2 pron>1.

Nyni polozime O,, = H,, + 1, ¢ili

0, =2,
O, =20,_1 pron>1.

Odtud explicitné vyjadiime O,:

0,=20,1=2-2-0p_g=---=2-----2 .0y =2".

n—1 dvojek

Protoze H,, = O,, — 1, dostavame vysledek

H,=2"—-1 pron>1. (2.1)

- = @
SRR e DR ISR
= B

Obrazek 2: Nejrychlejsi presun tii kotouc¢t z prvniho na posledni kolik.

[ Regenf prevzato z diplomové prace Klasické kombinatorické tlohy. ]
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