Geometrie plus

Mila ¢tenafko, mily ¢tenafi,
tento material byl vytvofen ¢isté na zakladé dotazu, které byly poloZzeny béhem seminare. Je
urcen pro zvidavé duse, a nebude tedy obsahem zavérec¢ného testu.

Myslenky, které jsou zde sepsany, mi prijdou uZite¢né pro budouci pocinani jakéhokoli mff
prvaka, avSak to neznamen4, Ze bys bez nich v divo¢ing nepiezil (spanek je stale dulezit&jsi).
Rozhodné se nejedna o plnohodnotny studijni material (témata, kterych se text tyka, se nékdy
vyucuji i cely semestr). Cilem textiku je motivovat Tvé dalsi badani, kladeni otazek a zajem
nejen o matematiku. Vzhledem k tomu Ze si docetl az sem, je mozna tento text pravé pro
Tebe.

1 Geometrie vs Linearni algebra

Na prednasce zaznél dotaz: ,,Jaky je rozdil mezi geometrii a linearni algebrou?*
Podivejme se na odpovéd podrobnéji.

Geometrie (nejen analyticka), linearni algebra a diferencialni pocet spolu tzce souviseji, ale
kazdy z téchto oborii se na prostor diva jinak.

Linearni algebra pracuje s objekty, které jsou ,ukotvené v nule‘. Zakladnim objektem je
vektor a linearni kombinace vektori. Napiiklad vektorova pfimka (podprostor), viz Obrazek
[[} m& tvar

p={ti|teR},

a vzdy prochazi pocatkem.
Geometrie (afinni) naopak pracuje s body a posuny. Pfimka zde m4 tvar
p={A+tui|teR},

tedy je uréena bodem A a smérem u, a nemusi prochézet poc¢atkem.

Diferencialni pocet tyto dva pohledy propojuje. Mé&jme funkci f a bod z. Te¢na ke grafu
funkce v tomto bodé je afinni pfimka s rovnici:

y = f(@o) + f'(z0)(z — 20).
Zde:
e bod (zg, f(z0)) je prvek afinniho prostoru (poloha),
e vyraz (z — xg) je vektor (posun),

e derivace f’(x) urcuje linearni zobrazeni (lokalni zménu).
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Obréazek 1: Vektorova piimka prochézejici pocatkem (= nulovy vektor) a posunutd afinni pfimka.

Zjednodusené shrnuti: Vesmir bez Slunce

Miize existovat p¥imka, i kdyZ neexistuje pocatek soustavy soufadnic (bod [0,0,0])?
Varianta A: Ano, prosté tam v prostoru visi ¢ara. —To je geometrie.

Varianta B: Aby s danou ¢arou mohla pracovat linearni algebra, musime si ten poc¢atek vesmiru
zvolit (tfeba Slunce). Teprve pak miZeme psat rovnice a nasobit maticemi. Linearni algebra
potiebuje "kotvu"(nulovy vektor), geometrie ne.

Béhem seminate zaznéla téz otazka: Nevyuziva pocéitacova grafika linearni algebru?

Linearni algebie a geometrii jsme se jiz trochu vénovali, co se ovSem u pocitacové grafiky
pouziva a jakou roli hraje geometrie?

Pro uplny zacatek doporucuji zhlédnout, jak se pirepoditavaji 3D transformace podle matic
(pfedevsim ¢as 3:48): 3D grafika: Transformace.

Projektivni geometrie a homogenni souradnice

Pfi vykladu homogennich soufadnic musime nejprve zménit zptisob, jakym nahlizime na zakladni
geometrické objekty. Zapomenime na okamZik na bod jako na pouhou tecku v roving (Heterogene-
ous). Jak vidime na Obrazku [2} v systému homogennich soufadnic interpretujeme bod v roviné jako
celou primku — tedy svételny paprsek, ktery prochazi po¢atkem [0,0,0] v trojrozmérném prostoru.
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https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=AheaTd_l5Is

(R, Ay, M)
...
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Heteregeneous e X 1 - Homogeneous
a2y
' i "

Obrazek 2: Homogenni soufadnice

Pfedstavme si pomocnou rovinu, ktera protind osu w v hodnoté 1. Tato rovina reprezentuje nas
monitor nebo list papiru. Libovolny bod v této roviné pak reprezentujeme praveé jako paprsek vyché-
zejici z pocatku a prochézejici bodem (z,y, 1). Na tomto paprsku lezi nekonené mnoho reprezentact
téhoz bodu, které mizeme zapsat obecné jako (Ax, Ay, ), kde A je libovolny nenulovy parametr. To
je podstata pojmu Homogeneous — body na stejném paprsku jsou pro nas v primétu totozné.

Kli¢ovy moment pro pochopeni nekoneéna nastava ve chvili, kdy sledujeme polohu paprsku vzhle-
dem k ose w. Pfedstavme si, Ze se na§ bod za¢ne v bilé primétné (w = 1) vzdalovat ,do dalky“, tedy
smérem od stfedu listu papiru k jeho okraji a dal. Na obrazku vidime, Zze aby paprsek z pocatku
tento vzdalujici se bod stéle zasahoval, musi se ¢im dal vice stacet (pokladat) smérem doleva k Sedé
roviné zy.

Bod v nekone¢nu pak definujeme jako paprsek, ktery uz do bilé prumétny vibec nezasahuje,
protoze lezi piimo v Sedé roving (w = 0). Takovy paprsek je s nasi primétnou rovnob&zny, nikdy
ji neprotne, ale v prostoru ma stale jasné definovany smér. V homogennich souradnicich jej proto
zapisujeme jako (z,y,0). Ta nula na konci je pro nas jasnym signalem: , Tento objekt nemé v nasi
prumétné koneénou polohu, ale predstavuje smér mitici do nekone¢na.*

Tento pohled ndm dovoluje pochopit, pro¢ se v projektivni geometrii rovnobézky protinaji. Pfed-
stavme si dvé rovnob&Zzné pfimky na zemi (napf. koleje). Obé tyto pifmky obsahuji stejny smér, a
tedy v naSem modelu sdileji stejny ,bod v nekonecnu®. Protoze ob& pifmky tento bod (paprsek)
sdileji, z definice se v ném protinaji. Na horizontu tak vidime prisec¢ik objektt, které jsou v real-
ném svété rovnobézné.V pocitacové grafice tento princip vyuzivime u matic 4 x 4. Pokud matici
translace (posunuti) vynasobime bod, ktery ma w = 1, jeho poloha se zméni (viz pfipadné video
zminéno v zeleném ramecku vyse). Pokud ji vSak vynasobime smér (vektor), ktery ma w = 0, matice
na né&j nema zadny vliv. To je matematicky naprosto konzistentni: posunout ,nekoneéno” o jakoukoli
konecénou vzdalenost jeho polohu nijak nezmeéni.
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Role souradnice w v homogennim zapisu

Pro snadné pochopeni vyznamu posledni slozky v homogennich soufadnicich [z,y,w] si miZeme
predstavit analogii s laserovym ukazovétkem:

e Hodnota w = 1 (Sténa): Pfedstavuje sténu p¥imo pied vami. KdyZ na tuto sténu posvitite,
uvidite jasnou tecku. Tato te¢ka ma svou pevnou a méfitelnou polohu v rovineé.

e Hodnota w = 0 (Oteviené okno): Znamena, Ze jste se otodili a svitite do otevieného okna
smérem do prazdnoty (do nekonec¢na). Paprsek nikam nedopadne, zadna tecka na Zadném
povrchu nevznikne. To, co v prostoru vidite, je jiZz jen samotny paprsek, tedy jeho smér.

Otazka: Chceme-li tedy v grafice provést posunuti (translaci) objektu, jaka transformace nam
pomuze a jak ji matematicky dosahneme?

Problém: V klasickych 2D soufadnicich [z,y] je posunuti definovano jako s¢itani: ' = z + t,.
Linearni algebra v8ak pracuje primarné s nasobenim matic. Abychom mohli i posunuti zapsat jako
nésobeni, musime pfejit do homogennich souradnic.

Reseni: K dosaZeni translace vyuZijeme matici typu 3 x 3 a bod v homogennim zapisu [z, , 1].

Matice translace

Chceme-li posunout bod o hodnotu ¢, na ose x a t, na ose y, pouzijeme matici:

10 t,
T=[0 1 ¢,
00 1

Priklad v praxi

Piedpokladejme, Ze chceme posunout bod v pocatku A = [0,0] o jednotku doprava (¢, = 1). Preve-
deme bod do homogennich soufadnic: A — (O 0 l)T.
Vypocet transformace A’ = T - A pak vypada nasledovné:

1 01 0 (1-0)+(0-0)+(1-1) 1
010 0]l=(0-00+(1-00+0-1)]={0
0 0 1 1 (0-0)+(0-0)+(1-1) 1
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