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Cvičení 7 a 8

Úloha 1. Spočtěte.
(a) resπ

cos z
z(z−π)2

(b) res0
cos z

z(z−π)2

(c) resπ
2

eiz

sin(2z)

(d) res0
sin z

ez−1−z

(e) res0
z2

1−cos z

Úloha 2. Spočtěte.
(a) ∫

C

z

(z + 2)(z − 5)2
dz,

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z − 4| = 2.
(b) ∫

C

1

z sin z
+

esin z

z + 3
dz,

kde C je kladně orientovaná hranice trojúhelníka s vrcholy −2, 3π
2 + 2i, 3π

2 − 2i.
(c) ∫

C

1

ez − 1
+

z − π
2

(cos z)2
dz,

kde C je kladně orientovaná hranice obdélníka s vrcholy π
4 + i, π

4 − i, π + i, π − i.
(d) ∫

C

e
4

z−2 + sin
( 1

z − 10

)
dz,

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z − 1| = 3.

Úloha 3. Určete, čemu se rovná ∫
C

2

(z + 3)5
+

3

z − 3
+

4

z + 3
dz,

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z + 1| = 3.

Úloha 4. Spočtěte.
(a)

∫∞
−∞

1
x2−6x+25 dx

(b)
∫∞
−∞

x2

(x2+9)2 dx

(c)
∫∞
−∞

e−2ix

(x2+1)(x2+9) dx

(d)
∫∞
−∞

e3ix

(x2−2x+2)2 dx



Reziduum

P°ipomenutí.

(1) Nech´ f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n je Laurent·v rozvoj funkce f na prstencovém okolí izolované

singularity z0 ∈ C. Koe�cient a−1 (tj. koe�cient u (z − z0)
−1) nazýváme reziduem funkce f

v bod¥ z0 a zna£íme resz0 f(z) = a−1.

(2) Máme-li k dispozici Laurent·v rozvoj (na správném prstencovém okolí!), vy£teme reziduum z roz-
voje.

(3) Pokud ne, £asto se hodí následující pravidla pro vý£et reziduí.
• Má-li f(z) v bod¥ z0 pól °ádu k ∈ N, potom

resz0 f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
kf(z)](k−1).

Speciáln¥ pro
⋆ k = 1: resz0 f(z) = limz→z0(z − z0)f(z);

⋆ k = 2: resz0 f(z) = limz→z0

(
(z − z0)

2f(z)
)′
.

• Je-li funkce f tvaru f = g
h , kde g je holomorfní na okolí z0 a hmá v bod¥ z0 jednonásobný

ko°en, potom

resz0
g(z)

h(z)
=

g(z0)

h′(z0)
.

• Reziduum v izolované singularit¥ je vºdy dob°e de�nované komplexní £íslo. Tvrdit, ºe rezi-
duum �neexistuje�, nebo je �nekone£né� nedává ºádný smysl. . .

Reziduová v¥ta

P°ipomenutí.

Integrály typu
∫ +∞
−∞

P (x)
Q(x)

dx a
∫ +∞
−∞

P (x)
Q(x)

eiαx dx

P°ipomenutí.

• Nech´ P,Q jsou nenulové polynomy, α ∈ R. Nech´ stQ ≥ stP+1 (pokud α = 0, tak stQ ≥ stP+2)
a Q nemá ºádné reálné ko°eny. Potom
(a) pokud α ≥ 0, pak∫ ∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S+ = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z > 0};

(b) pokud α < 0, pak∫ ∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S− = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z < 0}.



Výsledky
Úloha 1: (a) 1

π2

(b) 1
π2

(c) − i
2

(d) 2
(e) 0

Úloha 2: (a) 4
49πi

(b) −2i
(c) 2πi
(d) 8πi

Úloha 3: 8πi
Úloha 4: (a) π

4
(b) π

6

(c)
(
e−2

8 − e−6

24

)
π

(d) 2e−3+3iπ = 2e−3(cos 3 + i sin 3)π
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