Kapitola 8

Gram-Schmidtova
ortogonalizace

V této kapitole budeme tesit nasledujici tlohu.

Je dana posloupnost x1, X2, . .., x; prvki linedrné nezavislé mnoziny {x,xa,...,x;}
vektori z prostoru C™ (nebo z R™). Nasim tkolem je najit posloupnost
up, uy,...,u; vektort z C" (nebo z R") takovou, ze mnozina {uy, ug, ..., u;}
je ortonormdlni a navic pro kazdé k = 1,...,1 plati L{xy,x2,...,xx} =
L{uj,uy,...,ux}.

P¥i konstrukci ortonormélni mnoziny {uq,ug,...,u;} budeme postupo-
vat indukci podle k.

Pro k£ = 1 zvolime
X1

T Il

Jmenovatel zlomku je nenulovy, nebot x; # 0, protoZe linedrné nezavisla

mnoZina nemiiZze obsahovat nulovy vektor. Déle |[u; || = 1 podle Cvifeni 7.2.2.
Predpokladejme nyni, Ze pro néjaké k > 1 a k < [ uz mame sestrojenou

ortonormalni mnozinu {ui,...,ux}, pro kterou plati L{x,x2,...,x;} =

L{u;,uy,...,u;} pro kazdé i = 1,...,k. Budeme hledat nutné podminky,

které musi vektor ug,; splhovat. Vektor ug,; musime zvolit tak, aby pla-

tila rovnost L{xi,X9,...,Xk11} = L{uj,ug,...,ux1}. Protoze xj11 €
L{Xl, X2y e ,Xk+1} = L{ul, ug, ..., uk+1} a {ul, ug, ... ,uk+1} mé byt orto-
norméalni baze podprostoru L{uy, ug, ..., u;1}, musi mit vektor xz,1 Fou-

rieriv rozklad podle Tvrzeni 7.5, tj.
k+1
Xk+1 = Z < Uy, Xp41 > U
i=1
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Musi byt < ugy1, %511 >7 0, v opacném piipadé by totiz platilo
xg+1 € L{ug, ug, ... up b = L{xy, Xg, ..., Xp ],

coz by bylo ve sporu s linearni nezavislosti mnoziny vektora {xq,...,Xgy1}.
Je tedy < ugy1,Xgr1 >7# 0 a z rovnosti pro x4 muzeme tedy vypocitat

k
X1 = D=1 < Wjs Xpp1 > U
< Ug41, Xg41 >

Up41 =

Déle ma byt ||ugi1|| = 1, tj. musi byt

k

| < Wpg1, Xpp1 > | = [[Xpy1 — Z < uj, Xp41 > uj.
j=1

Vsimnéme si, ze uvedenou normu zndme, nebot zavisi pouze na vektorech
uy,..., Uy, které vSechny zname na zakladé indukéniho predpokladu. Ozna-
¢ime tuto normu v;,. Dostali jsme tedy nutnou podminku pro vyjadieni
vektoru ugyq:

k
Xkl = 2=t < Uj, Xjg1 > Uy

Ug41 =
Vi1

Skutecnost, ze tato podminka je také postacujici, je obsahem nasledujici
véty.

Véta 8.1 Bud {x1,X2,...,%;} linedrné nezdvisli mnoZzina vektori z C"
(nebo z R™). Polozme
X1
u; =
[[%1]]

a pro kazdé¢ k=1,...,1—1

k
X1 — 2o < WXyl > Uy
Ugt1 = Vit ’
+

k
kde Vg1 = ka-l-l — Zj:l < U, X1 > u]'H.
Potom je {uj,ug,...,w} ortonormdlni mnozina a plati

L{x1,x2,...,xk} :L{U],UQ,...,Uk}

pro kazdée k=1,...,1.
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Dukaz. Ziejmé ||u;|| = 1 pro kazdé i = 1,...,l. Indukei podle k£ doka-
zeme, ze pro kazdé ¢ < k plati < u;,ux >= 0. Pro k£ = 1 toto tvrzeni plati,
nebot zadny vektor u; pro i < 1 neexistuje. Pfedpokladejme tedy, Z%e pro
néjaké k > 1 a k <[ plati < u;, ux, >= 0 pro kazdé 7+ < k. Zvolme libovolné
1 < k4 1. Pak plati

k
—1
<, U > = < ui,l/k+1(xk+1 — Z < Wj,Xpy1 > Uj) >

Jj=1

k

—1
= I/k—|—1(< U, Xpq1 > — Z < Uy, X1 > - < Uy, Uy >)
Jj=1

-1
= Vk+1(< U, Xy > — < W, Xy >) = 0.

Tim je dokdzano, ze {uj,us,...,w;} je ortonormalni mnozina. Zbyva
dokézat, ze
L{Xl,XQ, . ,Xk} = L{ul, u2, ..., uk}
pro kazdé k = 1,...,l. Opét budeme postupovat indukci podle k. Pro k =1
tato rovnost ziejmé plati, nebot u; je nenulovym skaldrnim nasobkem x;.
Predpokladejme, 7e pro né&jaké k > 1 a k < [ plati L{xy,x9,..., X} =
L{u;,uy,...,u;}. Protoze

k
Xkl — 2j=1 < W5, Xpy1 > Uj

Ug4+1 =
Vk+1 ’
plati ug 41 € L{ul, ce ,uk,xk+1} C= —L{Xl, ce ,Xk,Xk+1} a tedy
L{lh, ug,... auk+1} - L{xh s 7Xkaxk+1}-

Opacnou inkluzi dokdzeme podobné pomoci indu¢niho predpokladu a vyja-
dieni

k
X+l = Vg+1Uk4+1 + Z < uj, Xg4+1 > Uy
i=1
O
Konstrukce mnoziny {uj,us,...,w;} vede k nésledujicimu klasickému

Gram-Schmidtovu algoritmu.

Algoritmus 8.1

input xi,...,x,
output uy,...,u,
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for k=2,...,1,
k—1
Uy < Xi — Zj:l < uj, X > uy,

[lug

Nasledujici véta 0o Q R-rozkladu je maticovou formulaci Gram-Schmidtova
algoritmu.

Véta 8.2 Bud A = (a;;) matice typu m xn nad C (nebo nad R) s linedrné
nezavislymi sloupci. Pak existuje matice Q typu m X n s ortonormalnimi
sloupci a horni trojuhelnikova matice R Tddu n s kladnymi prvky na hlavni
diagondle takove, Ze plati A = QR..

Dikaz. Oznacme aj; = A,; sloupcové vektory matice A. Potom ay,...,a,
je linedrné nezavisld mnozina vektort z C™ (nebo z R™). Podle Véty 8.1
tvori vektory qi,qo,...,q, definované jako
aj
Qi =—, v =|a
4
a
k—1 E—1
g — 2.1 <938 >4
qr = : - “ o= Jlag — Y < i ap > qill,
Vk i=1
pro k = 2,...,n, ortonormalni mnozinu v C™ (R™).
Vzorce definujici q1,qo, ..., q, prepiSeme ve tvaru
ay = lMAqu,
ay = Qe+t <qu,ag>qrtoot <Qr-1,3k > Q-1

prok=2,....n.
Oznacime-li Q = (q1]qz| - |an) a

vy <qpa2> <qraz3> -+ < qrap>
0 2 <qg,az3> -+ <dqQg,a,; >
0 0 V3 <o < Qg3 a, >
R = . . ’. )
0 0 0 - < Q1. >

0 0 0 v
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pak posledni vztahy vyjadiujici aq, as, ..., a, znamenaji, ze A = QR. O
Klasicky Gram-Schmidttv algoritmus neni numericky stabilni. Jeho sta-
bilitu 1ze vylepsit (i kdyz ne tiplné zarucit) pomoci jiného usporadani jednot-
livych algebraickych operaci pfi vypoctu ortonormalni mnoziny {uy,...,u}.
Numericky stabilni procesy ortogonalizace si ukdzeme v pristi kapitole.
Formule
X1

u = —
[l |

k-1
Xp — Zj:l <uj;,Xp > u;

Ui = E—1 ,
[xp41 — 22551 < uj,xp >y
pro kazdé k= 2,...,[, si prepiseme nasledovné.
Oznacime U; = 0,1 nulovy vektor dimenze n a Up = (uy|ug|--- |ug_1)

matici typu n x (k — 1) pro k = 2,...,l. Potom plati pro kazdé k > 1

ujxg <uyg,xp >
U usxy < uo,Xp >
u;_ Xp < Up_1,Xp >
a tedy
k—1
Ukszk = Z < uj, X, > uy,
Jj=1
a
k—1
X — Z <uj, Xk > uj =X — UkUZXk = (In - UkUZ)xk-
i=1

P1i zapodéteni toho, ze Uy = 0,1, plati posledni rovnost pro kazdé k > 1.
To znamena, ze

(I, — UUj )%y
(T — U Ug)xx |

up —

pro kazdé k=1,....1.
Matici I, — U, U} vyjadiime jako soucin jednodussich matic. Oznacime
E,=1,aE; =1, —u; ju*, pros> 1. Potom plati

E2E1 = In—ulu’{

E3E2E1 = In — 11111? — 112113

* * *
Ek e E3E2E1 = In — 111111 — 112112 — e — llk,ﬂlkfl,
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pri vypoctu jsem pouzili ortogonalitu vektord u;.

Vektory u; ziskané klasickym Gram-Schmidtovym algoritmem tak mii-
zeme vyjadrit ve tvaru
_ Ek ce EQElxk

[Eg - - - EoErxy|

u;

prok=1,2,...,1.
Uvedené vyjadieni vektort u; vede k nasledujicimu modifikovanému Gram-
Schmidtovu algoritmu.

Algoritmus 8.2
input xi,...,x;,

output uy,...,u,

X1
W e

for k=2,...,1,

for j=k,...,1,
u]'(—EkUj,

Uy
W Tl
Dikaz posledniho tvrzeni této kapitoly vyplyva z vypocta pred formulaci
modifikovaného Gram-Schmidtova algoritmu.

Tvrzeni 8.3 Modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus vede ke stejné orto-
normalni posloupnosti uy, ..., w; jako klasicky Gram-Schmidtuv algoritmus.

Ani modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus neni numericky stabilni
pro vSechny typy tloh. Nicméné je o néco stabilnéjsi nez klasicky algoritmus.
Miizete si to ovérit v nasleujici tloze.

Uloha 8.1

Pouzijte aritmetiku s plovouci ¢arkou, kterd zaokrouhluje na tii platna
mista a obé varianty Gram-Schmidtova algoritmu k ortogonalizaci posloup-
nosti vektort x; = (1,1073,107)T, x = (1,1073,0)7 a x3 = (1,0,1073)7.
Zatimco modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus dava tii vektory, které
jsou tak ortonormadlni, jak jen to je v aritmetice zaokrouhlujici na ti platna
mista mozné, u klasického Gram-Schmidtova algoritmu druhy a tieti vektor
nejsou prilis kolmé.



